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SITZUNG  VOM  11.  JANUAR  1903. 

Der  Sekreiär  gedenkt  des  großen  Verlustes,  den  die  Klasse  seit 
ihrer  letzten  Sitzung  in  der  Person  des  Herrn  Johannes  Wislicenus 
erlitten  hat.  Er  berichtet  über  die  Beteiligung  der  Klasse  an  der 
Leichenfeier  und  legt  ein  Dankschreiben  der  Familie  für  die  dem 
Entschlafenen  erwiesenen  letzten  Ehrungen  vor. 

In  betreff  der  Härtelstiftung  behält  sich  die  Klasse  für  die  nächste 
Sitzung  Entschließung  vor. 

Die  Anfrage  der  Royal  Society  betr.  Aufnahme  einer  neu  be- 
gründeten  englischen  Akademie  zur  Förderung  philosophischer  und 
philologischer  Studien  in  die  internationale  Association  der  Akademien 
wird  bejaht.  Der  Vorschlag,  um  Pfingsten  eine  Komiteesitzung  abzu- 
halten, bedarf  nach  Ansicht  der  Klasse  noch  einer  näheren  Begründung. 

Herr  Hkld  spricht:  „Über  den  Bau  der  Neuroglia  und  die  Zusammen- 
setzung der  Wand  der  Lymphgefäße^^ 

Herr  Herino  legt  eine  größere  Arbeit  des  Herrn  Gabtbn  vor:  ,,Beiträge 
zur  Physiologie  der  marklosen  Nerven  nach  Untersuchungen  am 
Riechnerven  des  Hechtes^^ 

Die  Arbeit  des  Heim  Held  wird  in  den  Abhandlungen  der  Klasse 
erscheinen,  die  des  Herrn  Garten  wurde  zurückgezogen  und  soll  separat 
Tsröffentlicht  werden. 


SITZUNG  VOM  2.  FEBRUAR  1903. 

Es  liegen  die  Anträge  der  Kön.  preuß.  Akad.  der  Wissenschaften 
in  Berlin  an  das  Reichskanzleramt  vor  betr.  die  Monumenta  Germaniae 
paedagogica.  Diese  Anträge  sind  auf  Grund  der  in  Berlin  von  Dele- 
gierten der  Akademien  und  Gesellschaften  von  Berlin,  München, 
Göttingen  und  Leipzig  gefaßten  Beschlüsse  ausgearbeitet  worden,  und 
lisch  Anhörung  ihres  Delegierten,  des  Herrn  Prof.  0.  Höldeb,  stimmt 
ihnen  die  Klasse  bei. 

Von  der  verfügbaren  Summe  von  Mk.  2000. —  aus  der  Härtel- 
stiftung werden  Herrn  Dr.  Hatn  Mk.  1500. — ,  Herrn  Dr.  Garten 
Mk.  500.—  bewilligt 

MatlL-phya.  Klasse  1903.  1 


2  H.  Crbdksr: 

Herr  Crbdner   trägt   vor  eine  eigene  Arbeit  über  Seismogramme  von 

Nahbeben  und  eine  von  Herrn  Dr.  Etzold  über  Seismogramme  von 

Fembeben. 
Herr  Scheibner   übergibt   der  Klasse   eine  Arbeit   von  Herrn  Krause: 

„Über  BsRNouLLische   Zahlen    und    Funktionen   im   (Gebiet   zweier 

veränderlichen  Größen". 


Die  yom  Wiechertschen  astatischen  Pendelseismo- 

meter  der  Erdbeben-Station  Leipzig  während  des 

Jahres  1902  registrierten  Nahbeben. 

Hierzu  Tafel  I  und  3  Textfiguren. 

Von 
H.  Ckedner. 

Am  I.  Mai  des  Jahres  1902  vollzog  sich  im  Vogtlande,  in 
der  Gegend  von  Greiz,  ein  kleines  Erdbeben,  dessen  mikroseis- 
mische Wellen  sich  nach  Norden  zu  bis  über  Leipzig  hinaus  fort- 
pflanzten und  hierbei  von  dem  dortselbst  aufgestellten  Wiechert- 
sehen  astatischen  Pendelseismometer  registriert  wurden.  Letzterer 
Vorgang  war  mit  um  so  größerer  Genugtuung  zu  begrüBen,  als 
er  den  erhofften  Beweis  lieferte,  daß  der  genannte  Apparat  in 
der  Tat  fähig  ist,  neben  den  gewaltigen,  seinen  Standort  durch- 
ziehenden Wellen  von  Fembeben  auch  solche  schwache,  rasch  und 
kurzschüttelnde  Nakhehen  aufzuzeichnen,  wie  sie  unser  Vogtland 
und  Erzgebirge  von  Zeit  zu  Zeit  hervorbringt.  Hatte  doch  selbst 
der  Erfinder  des  Leipziger  Seismometers,  Herr  Prof.  Dr.  Wiechert 
in  Göttingen,  mit  größtem  Zweifel  auf  die  RegistrierungsfUhigkeit 
dieser  Nahbeben  geblickt.  In  der  Tat  schienen  sich  die  berußten 
Papierstreifen  des  Seismometers  zn  langsam  zu  bewegen,  als  daß 
sich  auf  dieselben  die  bei  solchen  kleinen  Beben  außerordentlich 
rasch  auf  einander  folgenden  Hin-  und  Herbewegungen  der  Schreib- 
stifte gesondert,  also  in  Form  von  Kurven  hätten  eintragen  können. 

Für  die  Erdbebenstation  Leipzig  war  die  erste  Registrierung 
eines  in  so  großer  Nähe  erzeugten  schwachen  Bebens  von  ganz 
besonderer  Bedeutung,  da  auf  der  ersten  Linie  ihres  ursprüng- 
lichen Programmes  die  instrumentelle  Verfolgung  gerade  der  erz- 
gebirgischen,  vogtländischen,  ostthüringischen  und  nordböhmischeQ 


Tom  Wikchkbtbchen  Pendblsbibiioii.  in  Lbipzig  1902  registr.  Nahbbben.    3 

seismischen  Ereignisse  gestanden  hatte.  Jedenfalls  gab  der 
Wunsch,  diese  Nahbeben,  von  denen  nun  im  Laufe  von  26  Jahren 
nicht  weniger  als  63  in  den  Sitzungsberichten  und  Abhandlungen 
dieser  Cresellschaft  beschrieben  worden  sind^),  nun  auch  in  ihren 
mikroseismischen  Zügen  zu  fesseln,  den  ersten  Impuls  zur  Auf- 
stellung des  WiECHERTSchen  Seismometers  und  dadurch  zur  Er- 
richtung der  Erdbeben-Hauptstation  zu  Leipzig. 

Bald  jedoch  nachdem  dieselbe  erfolgt  war,  verschob  sich  die 
Aufgabe  unserer  Station  auf  ein  größeres  und  allgemeineres  Ziel, 
indem  sich  zunächst  die  8eismizit&t  der  uns  fem  und  fernst 
hegenden  Teile  der  Erde  in  den  Vorgängen  an  imserem  Apparat 
wieder  zu  spiegeln  begann  und  sich  bald  ganz  in  den  Vorder- 
grand drängte.  Die  Berichterstattung  über  alle  von  unserem 
ftoßerordentlich  feinfELhligen  Seismometer  registrierten  i^embeben 
hftbe  ich  dem  Observator  unserer  Erdbebenstation  Herrn 
Dr.  Frz.  Etzold  übertragen'),  und  mir  selbst  nur  die  Be- 
arbeitung der  j^ToAbeben  als  Fortsetzung  einer  lang  gepflegten 
Disziplin  vorbehalten. 

Leider  aber  hat  seit  Aufstellung  unseres  Seismometers  im 
März  1902  bis  zum  Ende  dieses  Jahres  eine  vollständige  makro- 
seismische Ruhe  innerhalb  Sachsens  geherrscht,  dessen  Untergrund 
innerhalb  jener  Frist  keinen  einzigen  Erdbebenstoß  erzeugte.  Aber 
auch  von  Erschütterungen  nachbarlicher  Herkunft  blieb  derselbe 
&st  durchaus  unberührt,  indem  sich  nur  das  erste  der  beiden 
Beben,  über  die  jetzt  zu  berichten  ist,  auch  auf  einem  etwas 
größeren   Streifen  sächsischen  Bodens  makroseismisch  ausdehnte. 


1.  (64.)  Das  ftreizer  Beben  am  1.  Mai  1902. 

A.  Das  makroseismisehe  Schttttergebiet. 

Vergleiche  hierzu  das  ÜberBichtskärtchen  Tafel  I  und  die  Kartenskizze 

auf  Seite  5. 

Eine  Erderschütterung,   welche  sich   zunächst  innerhalb  der 
Stadt  Greiz  im  Vogtlande  auffällig  bemerklich  machte,  erweckte 


i)  Darunter  jedoch  eine  Anzahl  Erdbeben-Sch wärme  von  36  bis 
S3  Tagen  Länge. 

2)  Yeigl.  diese  Berichte  1902.    S.  283  u.  f 
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4  H.  Gbedkbi: 

hierdurch  das  lebhafte  Interesse  des  dortigen  Referenten  der 
Bächsischen  Erdbebenkommission,  des  Herrn  Professor  Dr.  Ludwig, 
und  dieser  war  es,  der  dieses  Beben  mit  außerordentlicher  Um- 
sicht und  Ausdauer  über  den  bei  weitem  größten  Teil  des 
Schüttergebietes  verfolgte.  Es  geschah  dies  mit  Aufgebot  aller 
diesen  Zweck  fördernden  Mittel:  durch  Erdbeben -Aufrufe  in  den 
Zeitungen,  durch  persönliche  Umfrage  von  Ort  zu  Ort,  ja  von 
Straße  zu  Straße,  durch  Inanspruchnahme  der  Vermittlung  von 
Bekannten,  wie  des  Nachrichtendienstes  der  Gensdarmerie  u.  s.  f. 
Das  auf  solche  Weise  beschaffte  reiche  Material,  welches,  wie 
gesagt,  den  größten  Teü  des  Schütterkreises  deckte,  stellte  Herr 
Prof.  Dr.  Ludwig  mir  zur  Verfügung.  Eine  höchst  wertvolle 
Abrundung  erfuhr  jedoch  dasselbe  noch  durch  die  zwar  viel 
weniger  zahl-  und  umfangreichen,  aber,  weü  peripherische  Lücken 
ausfüllend,  sehr  wichtigen  Berichte  der  Herren  Erdbeben-Referenten 
Prof.  Weii^e  in  Plauen,  Strödel  in  Reichenbach,  Dr.  R.  Neubert 
in  Werdau  und  besonders  des  Herrn  Dr.  M.  Schröder  in 
Gera.  Die  opferwillige  Mitarbeiterschafb  der  genannten  Herren 
Erdbeben-Referenten,  in  erster  Linie  des  Herrn  Prof.  Dr.  Ludwig, 
erkenne  ich  mit  freudigem  Danke  in  vollstem  Maße  an. 

Der  Ausgangsart  des  Greizer  Bebens  vom  i.  Mai  ist  in 
jenem  altpal&ozoischen  Streifen  des  Vogtlandes  zu  suchen,  der 
sich  in  Erzgebirgsrichtung  von  Pausa-Schleiz  aus  Über  Zeulen- 
roda,  Greiz  und  Berga  nach  NO  zieht  und  dann  unter  dem  Rot- 
liegenden des  erzgebirgischen  Beckens  und  der  Geraer  Gegend 
verschwindet.  Dieser  alte  Gebirgsstreifen  ist  nach  Th.  Liebes 
und  E.  Zimmermanns  kartographischer  und  textlicher  Darstellung 
höchst  intensiven  tektonischen  Störungen  unterworfen  gewesen. 
Am  auffälligsten  beeinflussen  diese  letzteren  als  sich  z.  T.  kreuzende 
erzgebirgische  und  lausitzer  S&ttel  und  Mulden,  sowie  als  streichende 
und  Querverwerfimgen  eine  Zone,  die  sich  von  Netzschkau  aus 
in  nordwestlicher  Richtung  bis  über  Greiz  hinaus  erstreckt,  in 
unregelmäßig  gegen  einander  verschobene  Klötze  zerschnitten  ist 
und  den  größeren  Teil  des  pleistoseismischen  Schütterareales  und 
mit  diesem  voraussichtlich  auch  das  Epizentrum  des  Bebens  in 
sich  begreift.  Dieses  Abhängigkeitsverhältnis  ist  bei  dem  so  klar 
vor  uns  liegenden  Schütterkreis  dieses  kleinen  Bebens  ganz  augen- 
scheinlich, während  man  sich  neuerdings  mit  Recht  immer  mehr 
der  Behauptung  tektonischen  Ursprunges  von  Beben,  namentlich 
solcher  von  großer  erdoberflächlicher  Ausdehnung  enthält. 
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Von  der  tektonisoh  digponiert  gewesenen  Sohütterstelle  inner- 
halb  dieser   Zerrüttxmgszone    aas    hat    sich   das   Beben    in   der 


Stniehrichtnng  des  Zeulenrodaer  altpalSozoischen  Gebirgsstreifens 
BWh  SW  und  namentlich  nach  NO  aasgebreitet,  um  dann  bier 
TOD  den  cambriach-giluriscben  Schiefem  aitf  das  ttber  dieselben 
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flach  übergreifende  Botliegende  des  erzgebirgischen  Beckens  *über 
zu  treten  und  sich  durch  Fraureuth  nach  Werdau  und  Langen- 
hessen  und  über  Albertsdorf  nach  Crimmitschau  fortzupflanzen. 
Jenseits  des  Tales  der  Pleiße  war  die  Erbebung  nicht  mehr  fühl- 
bar. So  läßt  sich  denn  nach  den  vorliegenden  Berichten  über 
positive  und  negative  Beobachtungen  das  makroseismische  Schütter- 
gebiet des  I .  Mai  umgrenzen  als  eine  elliptische  Fläche  mit  einer 
in  Südwest -nordöstlicher  Richtung  verlaufenden  größeren  Achse 
von  30  km  Länge,  während  die  kürzere,  die  Orte  Wittchendorf 
im  W  und  Neumark  im  0  verknüpfende  Achse  der  Schütter- 
ellipse 20  km  mißt,  so  daß  letztere  ein  Areal  von  etwa  470  km* 
umfaßt.  Sämtliche  aus  der  Umrahmung  dieses  Gebietes,  also  aus 
der  Gegend  zvnschen  Gera,  Ronneburg,  Weida,  Triptis,  Auma., 
Zeulenroda,  Pausa,  Plauen,  Jocketa  und  Zwickau  eingegangenen 
Nachrichten  lauten  negativ. 

Die  Berichte  über  die  Eintrittszeit  des  Bebens  stimmen 
ziemlich  genau  überein  und  konzentrieren  sich  auf  „etwa^^  oder 
„gegen"  ^/gö  Uhr  in  der  Frühe  des  i.  Mai.  Geht  man  behufs 
möglichst  exakter  Fixierung  dieser  Zeit  von  der  Zeitmarke  ana, 
welche  das  Seismogramm  der  Erdbeben  welle  bei  ihrem  Durch- 
schreiten des  Leipziger  Seismometers  erhalten  hat,  so  ergibt  sich 
folgendes:  Eintritt  der  Erschüttenmg  in  Leipzig  =  5"*  30™  51"; 
ungefähre  Entfernung  Leipzigs  vom  Epizentrum  =  70  km;  durch- 
schnittliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  hier  in  Betracht 
kommenden  direkten  Erdwellen,  soweit  die  für  Fembeben  ge- 
wonnene Zahl  auf  Nahbeben  anwendbar  ist  =«  10  km  pro  Sekunde ; 
also  Zeitverbrauch  auf  dem  Weg  =  7  Sek.;  folglich:  Eintritt  des 
Bebens  im  Greizer  Epizentrum  =  5**  30"*  44*. 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  daß  Grad  und  Art  der 
Bodenbewegung,  in  welche  das  Areal  des  Schüttergebietes  durch 
das  Beben  versetzt  wurde,  je  nach  der  örtlichen  Lage  und  Ent- 
fernung von  dessen  epizentraler  Partie  verschieden  waren.  Mit 
einiger  Schärfe  lassen  sich  freilich  diese  verschiedenartigen  Schütter- 
zonen nicht  von  einander  abgrenzen,  doch  hebt  sich  von  Beginn 
ab  eine  Anzahl  Ortschaften  als  pleisfoseismisches  Gebiet  des  Schütter- 
areales  hervor,  dessen  Eigenart  durch  nachstehende  Bericht- 
erstattungen fixiert  wird. 

Netzschkau  (Ref.  Prof.  Weise  in  Plauen).  Noch  im  Bette 
Liegende  vernahmen  ein  sich  rasch  näherndes,  donnerndes  Rasseln, 
das  etwa  6  Sekunden  andauerte,  dann  für  eine  Sekunde  fast  ganz 
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eriosdi,  um  sich  darauf  von  neuem  etwa  3  Sekunden  lang  zu 
erheben.  Mit  jedem  der  beiden  Geräusche,  war  eine,  besonders 
im  ersten  Falle  ziemlich  heftige^  kurze  Erzitterung  des  Hauses 
Terbunden,  sodaB  die  Fenster  stark  klapperten  und  Glasflaschen 
klirrend  aneinander  stießen. 

In  NofivoUz  erbebte  der  feste  Schloßbau  unter  heftigem  Zittern 
und  Donnerrollen  so  stark,  daß  man  befCbrchtete,  es  seien  Bisse 
in  ihm  entstanden  (Bef.  Prof.  Dr.  Ludwig). 

In  Grreiz  vrird  das  Beben  allgemein  bemerkt,  weshalb  es  dem 
Beferenten  Herrn  Prof.  Dr.  Ludwig  gelingt,  sehr  zahlreiche  Nach- 
richten einzuziehen,  die  sich  auf  18  Straßen  verteilen  und  in 
ihrer  Gesamtheit  folgendes  Bild  des  seismischen  Vorganges  ge- 
wahren: dumpf  dröhnendes  Bollen  macht  sich,  in  der  Umgegend 
von  Greiz  auch  im  Freien,  bemerkbar,  gleichzeitig  mit  demselben 
ersehüttem  Hänser,  ensittem  die  Zimmer,  alle  Gegenstände  in 
denselben  wackeln,  die  Fenster  klirren,  geschlossene  Türen  rütteln, 
Bilder  schaukeln  oder  schlagen  klappernd  an  die  Wand,  Leute 
werden  in  den  Betten  unsanft  hin-  und  hergeschaukelt,  einzelne 
springen  erschreckt  heraus.  Auf  eine  erste  derartige  längere  und 
stärkere  Detonation  und  Erschütterung  folgt  eine  zweite,  kürzere 
und  schwächere^  ja  nach  einem  nochmaligen  Klappern  der  Türen  zu 
arteilen,  bestand  das  Beben  aus  drei  Erschütterungen  von  ab- 
nehmender Inten  sitäi 

Auch  in  Berga  (Bef.  Herr  Dr.  M.  Schröder  in  Gera)  wird 
das  Erdbeben  ziemlich  allgemein  wahrgenommen.  Dasselbe  weckt 
manche  Schläfer  aus  dem  Schlafe.  Diese  bemerken  noch  ein 
Knistern  im  Balkenwerk  und  Gemäuer  der  Häuser,  hier  und  da 
das  Abbröckeln  von  etwas  Mörtel,  vernehmen  das  Klappern  von 
Porzellan  und  Glasgerätschaften  und  gleichzeitig  mit  allem  dem 
einen  rollenden  Donner.  Schon  im  Freien  Beschäftigte  fühlen, 
ja  sehen  ein  schaukelndes  Schwanken  des  Bodens,  welches  die 
Bftome  in  Bewegung  setzt. 

Granz  ähnlich  lauten  die  Nachrichten  aus  den  zwischen  Greiz 
und  Berga  gelegenen  Ortschaften  Pohlifz,  Knoitengrundy  Station 
NemMAe^  NüschareiUh  und  WMersdorf.  Auch  auf  dem  Wege 
von  Tsd^irma  nach  Knottengrund  befindliche  Arbeiter  fühlen,  wie 
der  Boden  unter  ihren  Füßen  geschüttelt  wird. 

Die  zahlreichen  Beobachtungspunkte  des  Erdbebens,  die  sich 
don  durch  die  oben  genannten  Orte  angedeuteten  pleistoseismischen 
Teüe  des  Schütterareales  im  SW,  namentlich   aber  im  NO   an- 
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scharen,  geben  sich  meist  sehr  deutlich  als  Orte  geringerer  seis- 
mischer Intensität  zu  erkennen,  während  bei  einigen  anderen 
deren  augenscheinliche  Zugehörigkeit  zum  pleistoseismischen  Terrain 
nur  durch  die  UnvoUständigkeit  der  eingegangenen  Berichte  ver- 
dunkelt wird.  Das  Charakteristische  fOr  die  Orte  erster  Art, 
also  geringerer  seismischer  Erschütterung^  ist  die  bestimmte  Meldung, 
daß  die  Erbebung  und  das  mit  ihr  verbundene  Geräusch  nicht 
„ziemlich  allgemein'^,  sondern  nur  von  ganz  wenigen  Bewohnern 
beobachtet  wnrde. 

So  schließen  sich  denn  den  oben  aufgezählten  pleistoseis- 
mischen Ortschaften  im  Westen,  also  linJcs  der  Elster  an:  Elster- 
herg,  NaUschau,  Zoghmts,  Kurisehau,  Gomlau,  Taßlitz^  Kuhdorfs 
Lunzig,  Wittchendorf,  Wilde  Taube  und  Ält-Gemsdorf.  Besonders 
instruktiv  fCLr  diese  Grruppe  von  Beobachtungsstellen  ist  die  Meldung 
ans  Kurtschau:  „Einzelne  Bewohner  hören  donnerartiges  Geräusch 
von  NW  her  näher  und  näher  kommen;  als  es  heran  ist,  erklirren 
die  Fenster  und  Gläser;  dann  endet  die  Erschütterung  mit 
kurzem  Ruck/' 

In  dem  westlichsten  durch  die  oben  genannten  Orte  Naitschau, 
Lunzig  und  Wittchendorf  gekennzeichneten  Striche  äußern  sich 
die  Erdbebenerscheimmgen  verhältnismäßig  noch  so  stark,  daß 
derselbe  nicht  die  eigentliche  periphere  Schütterzone  repräsentieren 
kann,  sondern  nach  außen  zu  noch  von  einem  Schütterstreifen 
schwächsten  Grades  gefolgt  sein  muß,  der  aber  wegen  Mangel  an 
Berichten  nicht  nachweisbar  war. 

Das  entsprechende  Gebiet  geringerer  Schütterstärke  &stli4:h, 
also  rechts  der  Elster  erstreckt  sich  von  Reichcnhach  (wo  sich  das 
Beben  nur  sehr  schwach  äußerte),  über  BeudmtZy  Teichwolframs- 
dorf, Klein- Beinsdorf y  Sorge,  Geißendorf,  Etda,  Groß-Cuhndorf 
Trünzig,  Klein- Cuhndorf,  Oulmitzsch,  Wolfersdorf,  Zwirtzschen, 
Seelingstädt  und  Chursdorf.  Auf  der  Linie  Neumark — Beiersdorf — 
Oberalbertsdorf  treten  die  Erdbebenwellen  aus  dem  altpaläozoischen 
Schiefergebirge  in  das  ihm  diskordant  aufgelagerte  erzgebirgische 
Botliegende  über.  In  Fraureuth  werden  Erschütterung  und  Ge- 
räusch noch  mehrfach  wahrgenommen.  In  Werdau  gelingt  es 
nach  ergebnislosem  Aufruf  in  der  dortigen  Zeitung  erst  der  Um- 
frage des  Herrn  Dr.  Neubert  von  mehreren  zuverlässigen  Personen 
die  bestimmte  Nachricht  zu  erlangen,  daß  sie  das  Erdbeben  in 
Form  von  Fensterklirren  und  begleitendem  unterirdischen  Poltern 
beobachtet  haben.    Ebenso  wird  aus  dem  3,5  km  weiter  nördlich 
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gelegenen  Langenhessen  berichtet,  daß  sich  dortselbst  in  einigen 
Hftnsem  ein  starkes  Erbeben  und  Fensterklirren  gleichzeitig  mit 
anhaltendem  Donnerrollen  abgespielt  hat,  während  'endlich  in 
Crimmasdiau  von  vielen  ein  prasselndes  Geräusch,  ein  Zittern 
und  Schwanken  der  Möbel  imd  gleichzeitig  ein  eigentümliches 
Bauschen  in  der  Luft  wahrgenommen  wurde,  wie  es  sich  im 
Hauptschüttergebiete  vielfach  hörbar  machte.  Donnerrollen  und 
Erscfafitterung  schienen  von  Süden  heranzunahen. 

Die  Orte  Eeichenbach,  Werdau  und  Crimmitschau  bezeichnen 
die  Östliche  Grenzlinie  und  Crimmitschau  zugleich  den  nördlichsten 
Punkt,  bis  zu  welchem  sich  das  Greizer  Beben  vom  i.Mai  1902 
makroseismisch  wahrnehmbar  gemacht  hat.  Jenseits  dieser  Linie 
gelang  es  trotz  aller  Nachforschungen  nicht,  Erdbeben -Wahr- 
nehmungen zu  konstatieren.  So  ließ  namentlich  Herr  Bergschul- 
direktor D1TTMAR8OH  in  Zwickau  den  Landstrich  zwischen  Pleiße- 
thal  bei  Werdau  und  Muldethal  bei  Zwickau  von  seinen  Bergschülem 
nach  einschlägigen  Beobachtungen  durchfragen,  ohne  daß  eine 
einzige  positive  Auskunft  erlangt  worden  wäre. 

Dies  Resultat  erschien  um  so  befremdlicher,  als  sich  das 
Erdbeben  20  km  östlich  von  Beichenbach  an  einer  jenseits  des 
Eirchberger  Granitstockes  im  erzgebirgischen  Phjllitgebiete  ge- 
legenen Stelle,  nämlich  in  Weißhadi  südsüdöstlich  von  Zwickau 
(s.  Tafel  I)  einen  geographisch  ganz  unvermittelten,  aber  recht 
kräftigen  Ausdruck  bahnte. 

Nach  dem  Berichte  unseres  dortigen  Beferenten,  des  Herrn 
Lehrer  Trenkler  wurde  in  Weißbczck  das  Beben  ganz  allgemein 
sowohl  in  Gebäuden,  wie  im  Freien,  von  Personen  im  Zustande 
dar  Ruhe  wie  der  Tätigkeit  in  der  Frühe  gegen  y^ö  Uhr  und 
zwar  in  Form  von  3  oder  4  von  SW  nach  NO  verlaufenden,  von 
Donnerrollen  begleiteten,  wellenförmigen  Erschütterungen  bemerkt, 
welche  die  Fenster  klirren  machten.  Diese  vollkommen  isolierte, 
vom  eigentlichen  Schüttergebiete  weit  nach  Osten  vorgeschobene 
seismische  Schütterstelle  wird  man  geneigt  sein,  auf  ein  Belais- 
beben  zurückzuführen,  ohne  daß  dadurch  Klärung  über  den  Vor- 
gang verbreitet  würde. 

B.  Das  Leipziger  Seismegramm  des  Greizer  Bebens. 

Von  dem  in  Leipzig  aufgestellten  WiECHERTSchen  Pendel- 
seismometer  werden  die  Horizontalkomponenten  der  Boden- 
bewegungen  in  25ofacher  Vergrößerung  registriert.     Bei    diesem 
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Maflstabe  hatte  das  durch  das  Greizw  Beben  Tom  i-  Uai  ge- 
lieferte Seismogramm  eine  Länge  von  nur  etwa  7mm,  so  d&fi 
sich  an  demselben  Messungen  mit  hinreichender  Genauigkeit  nicht 
vornehmen  ließen.  Um  solche  zu  ermöglichen,  wurde  von  Dr.  Etzold 
der  Versuch  gemacht,  auf  photographischem  Wege  eine   stärkere 
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Vergrößerung  des  direkt  als  photographisdiea  Objekt  benutzten 
Original- Seismogrammes  zu  erzielen,  und  zwar  wurde  hierzu  von 
den  beiden  Komponenten,  in  welche  die  Horizontalkomponente 
des  Bebens  durch  den  Apparat  zerlegt  wird,  die  N-S  Komponente 
gewBhlt,  weil  auf  derselben  der  erste  Einsatz  deutlicher  markiert 
ist,  als  bei  der  im  übrigen  wesentlich  flbereinatJmmenden  0-W  Kom- 
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ponente.  Der  Versucli  einer  derartigen  VergröBerung  fiel  Verhältnis- 
m&ßig  gfinstig  ans.  Aus  ihm  ist  der  in  Figur  2  reproduzierte 
photographische  Ahzng  hervorgegangen,  welcher  die  bereits  durch 
den  Registrierapparat  2  50  fach  vergrößerte  Bodenbewegung  in 
fünffacher,  also  insgesamt  in  I250facher  VergröBerung  wiedergibt. 

Die  beiden  Unterbrechungen  der  seismogrammatischen  Linie 
waren  die  Markierungen  der  Minuten  5^32  und  5^33  durch  die 
mit  dem  Seismometer  verbundene  Uhr,  welche  aber  in  mittel- 
europäische Zeit  imigerechnet  worden  sind  (siehe  unten). 

Wie  die  Seismogramme  von  Fembeben,  so  l&Bt  sich  auch 
dasjenige  des  Oreizer  Bebens  in  3  Hauptabschnitte  gliedern, 
nämlich  in  die  Aufzeichnungen  i)  der  Vorphase  ^  deren  erster 
Einsatz  von  den  vom  Erdbebenentstehungsorte  (dem  unterirdischen 
Zentrum)  sich  allseitig  und  am  schnellsten  ausbreitenden  Erd- 
wellen herstammt,  —  2)  diejenigen  der  Hauptphase ^  welche  als 
das  Produkt  der  vom  Epizentralgebiete  peripherisch  auslaufenden 
langsameren  Oberflächenwellen  betrachtet  werden,  die  größten 
AmpHtuden  erlangen,  um  dann  3)  in  einer  Endphase  von  nach- 
züglerischen Schwingungen  auszutÖnen. 

Für  den  Eintritt  und  die  Dauer  dieser  einzelnen  Phasen 
ergeben  sich  nach  den  Minutenmarkierungen  in  dem  Leipziger 
Seismogramm  des  Greizer  Bebens  vom  i.  Mai  1902  die  folgenden 
Zeitmaße: 


Unkorrigierte  seis- 

mometrische 

Zeitregistriening 

1 

Korrigiert  nach  der 

FBAUNHOFEBSChen 

Normaluhr  derLeii> 

ziger  Sternwarte. 
(Korrekt.  ==—  i^zo^). 

firster  Einsatz 

Beginn  der  Hauptphase  .  . 
Ende  der  Hauptphase  .  .  . 

Ende  des  Bebens 1 

1 

5*"  32""  30' 

5"  32"  39" 
5"  32"  48" 

5"  33" 

3h  30m  31« 
^h3,m 

Demnach  betrug  in  Leipzig  die  Dauer  der  Vorphase  =  9',  der 
Hanptphase  =  9'  und  der  Endphase  =  1 2",  diejenige  der  durch 
die  Erderschütterung  bewirkten  Aufzeichnung  insgesamt  etwa 
30  Sekunden. 

Die  Schicingtmgsperioden.    Trotz  der  gewaltigen  Vergrößerung 
der  Bodenbewegung  durch  das  Seismogramm  ist  es  nicht  möglich^ 
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innerhalb  dessen  Erstreckung  vom  ersten  Einsatz  bis  in  die 
zweite  Hftlfte  der  Hauptphase  die  einzelnen  Schwingungen  von 
einander  zu  trennen,  da  sich  diese  wegen  zu  rascher  Aufeinander- 
folge und  zu  langsamer  Fortbewegung  des  Begistrierpapieres 
großenteiles  gedeckt  haben.  Erst  gegen  Ende  der  Hauptphase 
sind  mindestens  2  Ausschläge  so  scharf  von  einander  geschieden, 
daß  man  deren  Perioden  festzustellen  vermag.  Im  Seismograoun. 
Figur  2  Seite  10  beträgt  der  gegenseitige  Abstand  dieser  beiden 
Ausschläge,  also  die  Strecke,  die  der  Papierstreifen  während  einer 
vollen  Schwingung  des  Schreibstiftes  zurückgelegt  hat,  0,6mm. 
Da  auf  den  Weg  einer  Minute  bei  I250facher  Vergröfierung 
eine  Streifenlänge  von  73mm  kommt,  also  auf  die  Minute  121, 
auf  die  Sekunde  2  derartige  Schwingungen  fallen  würden,  so 
entspricht  obiges  Maß  von  0,6  mm  einer  Schwingungsdauer  von 
0,5  Sekunden.  Hiermit  sind  in  Leipzig  in  der  zweiten  Hälfte 
der  Hauptphase  im  Seismogramm  des  Greizer  Bebens  Boden- 
wellen konstatiert,  welche  bei  einer  Entfernung  des  primären 
Schüttergebietes  vom  Leipziger  Seismometer  von  etwa  70  km  eine 
Periode  von  0,5  Sekunden  besitzen. 

Im  weiteren  Verlaufe  des  Seismogrammes  sind  Messungen 
der  Perioden  der  Ausschläge  nicht  mehr  möglich. 

Die  Ämplittiden  der  Ausschläge  sind  ebenso  wie  deren 
Perioden  in  der  Vorphase  außerordentlich  klein,  doch  machen 
sich  in  ihnen  3  Anschwellungen  bemerkbar,  von  denen  die  zweite 
sehr  wohl  von  dem  in  Netzschkau  und  Greiz  sehr  deutlich  ver- 
spürten zweiton  Stoße  herrühren  kann.  Eine  vierte  geht  un- 
mittelbar in  die  Ausschläge  der  Hauptphase  über.  Die  etwas 
stärkeren  Schwingungen,  welche  den  ersten  Einsatz  kennzeichnen, 
besitzen  im  Seismogramm  Figur  2  eine  Größe  von  2  mm,  also 
eine  wirkliche  Amplitude  von  nur  0,001 6  nmi,  die  dritte  Steigerung 
der  Minimalausschläge  eine  solche  von  3  mm,  also  in  Wirklich- 
keit von  0,0024  mm.  Im  Anfangsabschnitt  der  Hauptphase  er- 
langen die  Ausschläge  ihre  größten  Amplituden  mit  10,5  mm 
=  0,0084  nun  wirklicher  Größe.  Im  sich  anschließenden  zweiten 
Abschnitte  hingegen,  wo  auch  die  Perioden  meßbar  sind  (siehe 
oben)  werden  die  Amplituden  schon  kleiner  und  betragen  noch 
6?5  =  0,0052  mm.  In  der  Endphase  schließlich  erreichen  die 
stärksten  der  Ausschläge  kaum  noch  2  mm,  also  0,00 16  mm  wirk- 
licher Größe. 
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2.  (65.)  Das  Böhmerwald-Beben  am  26.  November  1902. 

Hierzu  das  Obersichtskärtchen  auf  Tafel  I. 

In  den  letzten  Tagen  des  November  des  yorigen  Jahres  be- 
riehteten  verschiedene  Zeitungen  über  ein  Erdbeben,  das  am 
26.  des  genannten  Monates  zwischen  i  Uhr  und  i  Uhr  30  Minuten 
mittags  in  mehreren  Orten  des  Böhmerwaldes  und  seines  böhmischen 
Vorlandes  ziemlich  kräftig  verspürt  worden  sei,  Nachrichten,  die 
durch  eine  gleichzeitige  freimdliche  Mitteilung  des  Herrn  Stadt- 
geologen Knett  in  Karlsbad  bestätigt  wurden.  In  der  Tat  hatte 
das  WiECEUBBTSche  Seismometer  in  Leipzig  zu  der  genannten  Zeit 
das  Seismogramm  eines  kleinen  Bebens  geliefert,  dessen  Epizentral- 
gebiet damals  unter  Zugrundelegung  von  Erfahrungen  bei  Fem- 
beben auf  etwa  1 50  km  Entfernung  geschätzt  wurde  und  das 
sieh  nach  Einlauf  obiger  Nachrichten,  wenn  sich  auch  diese 
Zahl  als  etwas  zu  gering  ergab,  nach  seinem  Ursprünge  fest- 
stellen ließ. 

Da  unterdessen  durch  die  Zeitungen  bekannt  wurde,  daß  sich 
jenes  Beben  auch  an  einigen  Punkten  des  westlich  angrenzenden 
oberpfölzischen  Berglandes,  ebenso  aber  auch,  wenngleich  außer- 
ordentlich viel  schwächer  in  Äsch  geäußert  habe,  so  lag  die  Ver- 
mutung nahe,  daß  sich  seine  Wellen  auch  noch  in  dem  dieser  Stadt 
idchstliegenden  sächsischen  YogtUnde  und  in  dessen  nordböhmischer 
Nachbarschaft  bemerklich  gemacht  hätten.  Diese  meine  Erwartung 
wurde  durch  die  erbetenen  Berichte  der  dortigen  Herren  Beferenten 
der  sächsischen  Erdbebenkommission  getäuscht.  Übereinstimmend 
meldeten  die  Herren  Postverwalter  Benz  in  Brambach,  Leonhardt 
in  Schönberg,  Distriktsarzt  Dr.  Fuchs  in  Bleistadt,  Baumeister 
WiBDERMANN  in  Franzeusbad,  Oberlehrer  Wölfel  in  Boßbach, 
Bürgerschullehrer  Katser  in  Adorf,  Stadtarzt  Dr.  Bäuml  in 
Grasütz  und  Professor  Weise  in  Plauen,  daß  in  den  Bereichen 
ihrer  Berichterstattung  keinerlei,  auch  nicht  die  geringsten  seis- 
misdien  Äußerungen  zum  Bewußtsein  der  Bewohnerschaft  gelangt 
seien.  Oleiche  Besultate  ergaben  die  Nachforschungen  unseres 
Herrn  Beferenten  Dr.  Alb.  Schmidt  in  Wunsiedel  bezüglich  des 
l^chtelgebirges. 

Dahingegen  ging  mir  inzwischen  durch  Beferate  von  Seiten 
des   Herrn    Dr.  med.  Al.  Grimm    in    Marienbad    und    des    Herrn 
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Dr.  W.  Petermann  in  Weseritz  namentlich  aber  durch  Auf- 
sammlung von  Zeitungsberichten  ein  ziemlich  reichliches  Material 
über  den  böhmischen  Teil  des  Schüttergebietes  zu.  Behufis  Er- 
langung zuverlässiger  und  erschöpfender  Mitteilungen  über  das 
oberpf^ische  Areal  des  letzteren  wendete  ich  mich  auf  freund- 
lichen Rat  des  Herrn  Prof.  Dr.  Weinschbnk  in  München  an  den 
Vorstand  des  naturwissenschaftlichen  Vereines  zu  Begensburg 
Herrn  Dr.  med.  Brunhuber.  Dieser  erfiißte  die  sich  ihm  bietende 
heimatskundliche  Aufgabe  mit  lebhaftem  Interesse  und  mit  ent- 
sprechender Energie  und  Umsicht,  veranlaßte  die  K.  bayer.  Kreis- 
regierung und  die  K.  Oberforstbehörde  in  Begensburg  zur  Ver- 
teilung von  Erdbeben-Fragebogen  an  sämtliche  Bezirksämter  und 
Forstbeamte  des  oberpfälzischen  Waldes,  ersuchte  persönlich  die 
Vertrauensmänner  seines  Vereines  um  einschlägige  Nachrichten, 
sah  seine  Bemühungen  durch  den  Eingang  einer  sehr  großen 
Zahl  positiver  und  negativer  Berichte  belohnt,  sichtete  und 
stellte  dieselben  tabellarisch  zusanunen  imd  dann  mir  zur  Ver- 
fügung. Dem  Herrn  Dr.  B&unhuber  als  dem  werktötigen  Mit- 
arbeiter an  dem  Verfolg  des  Böhmerwald -Bebens  sei  auch  an 
dieser  Stelle  der  aufrichtigste  Dank  fOr  seine  Mühewaltung  aus- 
gesprochen. 

Auf  der  anderen  Seite  wurde,  wie  es  bei  früheren  sächsisch- 
böhmischen Erdbeben  bereits  mit  Erfolg  geschehen,  auch  dieamal 
durch  das  dankenswerte  Entgegenkommen  des  Referenten  der  Erd- 
bebenkommission  der  k.  k.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien, 
des  Herrn  Stadtgeologen  Enett  in  Karlsbad  auf  dem  Wege  des 
Austausches  unserer  beiderseitigen  Listen  der  vom  Erdbeben  des 
26.  November  betro£fenen  Orte  eine  ergänzende  Förderung  unserer 
Bearbeitung  des  letzteren  erzielt. 

So  reich  auch  das  für  die  vorliegende  Darstellung  veHÜgbare 
ünterlagsmaterial  anfangs  erschien,  so  stellte  sich  doch  bei  dessen 
Bearbeitung  seine  Unzulänglichkeit  behufs  peripherischer  Um- 
grenzung des  gesamten  Schüttergebietes  und  behufs  gegenseitiger 
Abgrenzung  der  Zonen  von  verschiedener  Schütterstärke  und  von 
verschiedenartiger  Form  der  Bodenbewegung  heraus.  Die  auf 
Seite  16  bis  18  nach  diesen  £aiterien  ausgefOhrte  Gliederung 
des  Schüttergebietes  entbehrt  deshalb,  wie  fast  alle  anderen  der- 
artigen Versuche,  der  genügenden  Schärfe,  ist  vielmehr  eine  ver- 
schwonmienere  als  es  wohl  in  der  Natur  der  seismischen  Er- 
scheinungen selbst  liegt. 
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Zei^nkt  des  Bebens.  Das  hier  zur  DarstelluDg  gelangende 
Böfamerwald-Beben  vollzog  sich  am  26.  November  1902  zwischen 
15  und  30  Minuten  nach  i  Uhr  mittags.  Über  den  genaueren 
Zeitpunkt  seines  Eintrittes  liegen  zwar  keinerlei  zuverlässige  An- 
gaben ans  dessen  pleistoseismischem  Schüttergebiete  vor,  doch 
dftrfte  sich  derselbe  ziemlich  treffend  mit  Hilfe  einer  bereits  beim 
Greizer  Beben  auf  S.  6  angewandten  Berechnungsweise  fest- 
stellen lassen.  In  Leipzig  trat  das  Beben  nach  seismometrischer 
Zeitregistriening  1 3^  1 8™  46*  mitteleuropäischer  Zeit  ein  (siehe 
S.  19).  Da  die  epizentrale  Zone  des  Böhmerwald-Bebens  und 
zwar  von  Boßhaupt  aus  gemessen,  190km  von  Leipzig  entfernt 
liegt  und  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  am  Seismometer 
den  ersten  Einsatz  hervorbringenden  Erdwellen  nach  Fernbeben- 
Erfahmngen  auf  im  Durchschnitte  10  km  in  der  Sekunde  an- 
zunehmen ist,  so  haben  dieselben  von  ihrem  Ursprungsorte  in  der 
Boßhaupter  epizentralen  Zone  (siehe  Seite  17)  bis  zum  Leipziger 
Seismometer  19  Sekunden  grebraucht,  so  daß  der  primäre  Erd- 
bebenstoß I3**i8"2>*  erfolgt  sein  muß.  Eine  erfreuliche  Über- 
einstimmung mit  dieser  auf  der  Basis  astronomischer  Zeit  be- 
rechneten Eintrittszeit  des  Bebens  zeigt  die  aus  Wäldsassen  er- 
folgte Meldung,  wonach  diese  Stadt  von  den  Erdbebenwellen 
13^19'°  Bahnzeit  durcheilt  worden  ist 

Das  makrasmsmische  Schüttergebiet  des  Böhmerwald-Bebens 
vom  26.  November  1902  (vgl.  hierzu  das  Übersichtskärtchen 
auf  Tafel  J)  beschränkt  sich  auf  die  nordwestliche  Hälfte  des 
Böhmerwaldgebirges,  also  auf  den  eigentlichen  Böhmerwald  oder 
das  oberpfUzische  Waldgebirge  zwischen  Waldsassen  und  der  vom 
Begen  und  seinem  Nebenfluß,  dem  Cham,  benutzten  Lücke  des 
Böhmerwald-Gebirgszuges  und  erstreckt  sich  von  hier  aus  auf 
dfisaen  sanfterer,  östlicher  Abdachung  bis  in  die  angrenzenden 
Landstriche  Böhmens  und  auf  seiner  steileren  bayerischen 
Böschung  bis  in  das  östliche  Bergland  der  Oberpfalz.  Die  Gegend 
Ton  Neudorf  südlich  von  Karlsbad  und  die  von  Waldsassen,  be- 
greifen die  nördlichste,  diejenigen  von  Waldmünchen,  Fürth  und 
Esehlkam  die  südlichste  Ausbreitung  des  Bebens,  während  im 
Westen  Tirschenreuth,  Floß  und  Tännesberg,  im  Osten  Mies, 
Weseritz  und  Neumarkt  als  die  am  weitesten  in  diesen  beiden 
HimraelBiichtungen  vorgeschobenen  Orte  genannt  werden  können, 
an  welchen  sich  die  Erschütterung  den  Bewohnern  noch  bemerk- 
lich machte. 
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Das  Schüttergebiet  des  Böhmerwald-Bebens  stellt  demnach 
eine  elliptische  Fläche  dar,  deren  größere  Achse  dem  Gebirgszuge 
fast  parallel  ver^uft  und  etwas  über  90  km  mißt,  während  die 
kürzere,  ostwestlich  zwischen  Mies  und  Floß  etwa  55  km  Länge 
hat,  so  daß  das  makroseismische  Schütterareal  des  Bebens  gegen 
4000  km'  Flächeninhalt  besitzen  dürfte.  Nach  dem  Stärkegrade 
der  Erschütterung  in  manchen  der  obige  Umgrenzung  mar- 
kierenden Orte  zu  schließen,  dehnte  sich  jedoch  das  Gebiet  der 
makroseismischen  Erbebung  peripherisch  noch  weiter  aus,  wo 
aber  die  seismischen  Schwingungen  derart  an  Intensität  verloren, 
daß  ihr  Eintritt  die  Aufmerksamkeit  der  Bewohnerschaft  nur 
noch  ausnahmsweise  zu  erregen  vermochte,  wie  dies  in  der  etwa 
25  km  nach  NNW  vorgeschobenen  Stadt  Asch  der  Fall  war, 
während  aus  den  zwischenliegenden  Orten,  z.  B.  Eger  und  Franzens- 
bad, trotz  des  erlassenen  Zeitungsaufrufes  und  persönlicher  An- 
fragen keine  positiven  Nachrichten  zu  erzielen  waren. 

Das  Gebiet  kräftiger  Erschüttenmg  nimmt  ungetähr  den 
zentralen  Teil  des  gesamten  Schüttergebietes  ein  und  läßt  sich 
durch  eine  Linie  umschreiben,  welche  von  Tachau  im  Norden 
aus  in  südwestlicher  Bichtung  nach  Waldthum^  von  hier  aus  nach 
SO  über  Eslam,  Stadlern  und  Schwarzach  und  dann  über  Neu- 
stadt und  Haid  zurück  nach  Tachau  verläuft,  aber  naturgemäß 
keine  scharfe  Grenze  bezeichnet,  sondern  vielfache  Undulationen 
erleidet.  Diese  gesamte  Fläche  gehört  durchaus  dem  Gneiß-  und 
Granitgebiete  des  eigentlichen  Böhmerwaldes  an.  Auff&Uigere 
Dislokationen,  mit  welchen  das  Erdbeben  in  genetischem  Zusammen- 
hang stehen  könnte,  verzeichnet  die  GüMBELSche  geologische  E[arte 
jenes  Gebirgslandes  nicht. 

Innerhalb  des  soeben  umschriebenen  Areales  intensiver  Er- 
schütterung hebt  sich  wiederum  eine  Zone  ab,  in  der  sich  die 
letztere  durch  einen  merklich  höheren  Stärkegrad  vor  der  des 
angrenzenden  Gebietes  auszeichnet.  In  ihr  vollzieht  sich  das 
Beben  in  Form  emes  einzigen  Stoßes,  der  von  dröhnendem  Donner 
begleitet  und  allgemein  wahrgenommen  wird.  Häuser  erzittern 
von  ihren  Grundfesten  bis  zum  Giebel,  Fenster  klirren,  Küchen- 
geschirr, Gläser,  Ofen,  Türen  klappern,  Bilder  schwanken  an  den 
Wänden,  Tische  und  Betten  bewegen  sich  sichtlich,  leichte  Gegen- 
stände, selbst  Stühle  und  Bänke  werden  verschoben,  unverschlossene 
Stuben-  und  Schranktüren  ö&en  sich,  Ziegelbrocken  fallen  von 
Schornsteinen   (Pfraumberg) ,   der   Mörtel   von  Zimmerw&nden  be- 
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kommt  Sprünge  (Pfraumberg),  eine  Mauer  in  Neuhftnsel  klaffende 
Risse.  Die  Bewohner  werden  yon  Schrecken  erfaßt,  manche  glauben 
ein  Teil  des  Hauses  sei  eingestürzt,  aus  vielen  Behausungen  laufen 
die  Beweger  auf  die  Straße.  Haustiere  zeigen  große  Beängstigung. 
Hier  und  da  wird  der  Stoß  im  Freien  bemerkt^  lokal  zittert  dann 
der  Erdboden  so  stark,  daß  sich  die  Leute  geschüttelt  fühlen 
(bei  Neukirchen  und  Leßlohe). 

Die  Gesamtheit  dieser  Erscheinungen  dürfte  dem  Stärkegrad 
5  der  Bossischen  Skala  entsprechen.  Dem  Gebiete  derselben 
gehören  die  Ortschaften  Pfrauniberg^  Wuslehm  ^  Bofiha/upt,  Neur 
hmtsd^  NetdosimGial^  Neudorf  (auf  der  bajerisch-bömischen  Grenze), 
Neulirdien,  Georgenberg,  Leßlohe,  Neuenhatnmer  und  Waidhaus 
an.  Dieselben  verteilen  sich  auf  eine  Zone,  welche  den  Böhmer- 
wald etwas  nördlich  der  Halbierungslinie  seiner  Längserstreckung 
in  ostwesÜicher  Richtung  durchquert  und  das  pleistoseismische 
Areal  des  Schüttergebietes  repräsentiert 

In  etwas  geringerem  Grade  äußern  sich  die  gleichen  Erd- 
bobenerscheinungen  und  zwar  ebenfalls  noch  in  Form  eines  einzigen, 
ziemlieh  allgemein  wahrgenommenen  Stoßes,  der  Häuser  erzittern^ 
Fenster  klirren,  Fensterläden  klappern,  Bilder  schwanken  macht  und 
die  Bewohner  heftig  erschreckt,  in  den  unmittelbar  angrenzenden 
Landstrichen  u.  a.  mit  den  Orten  Neustadt^  Haid,  ZetUdi,  Langen- 
äörflas,  Tachau,   Wald&ium,  Burkkardtsrieth. 

In  dem  Berglande  außerhalb  dieser  nur  sehr  undeutlich  um- 
sehriebenen  beiden  sukkussorischen  Gebiete  nimmt  das  Beben  statt 
eines  einzigen  von  Zittern  gefolgten  Stoßes  die  Form  von  2^  ^^  oder 
4,  mehrere  Sekunden  dauernden  wellenßrmigen  Jßodenheweg^mgen 
an  und  wirkt  hier  zunächst  noch  so  kräftig^  daß  es  sich  in  ziemlich 
vielen  Häusern  der  Ortschaften,  so  z.  B.  von  Flossenhurg^  Pfrentsdt^ 
Edam,  Eisendorf y  Schönsee  ^  FuUenried,  Stadlern^  Schwär zacli^  an 
deren  Erzittern,  am  Auf-  und  Abschwanken  des  Fußbodens,  dem 
Klirren  der  Fenster,  am  Klappern  von  Geschirr  und  Türen,  am 
Pendeln  von  Bildern  bemerklich  macht  und  die  Bewohner  in 
lebhaften  Schrecken  versetzt,  der  manche  von  ihnen  aus  ihrer 
Wohnung  auf  die  Straße  treibt.  In  Eslam  ist  die  erste  wellen- 
förmige Bewegung  die  längere,  zwischen  ihr  und  der  kürzeren 
zweiten  liegt  eine  Buhepause  von  i  bis  2  Sekunden. 

Auch  im  Freien  werden  diese  Erschütterungen  nebst  be- 
gleitendem Donnerrollen  lokal  recht  empfindlich  wahrgenommen 
und   zwar   in    einem  Stärkegrade,   der    ebenso    wie    in  manchen 

Xath.-ph7a.  KIam«  190S.  2 


18  H.  CuDirBB: 

Ortschaften  selbst,  in  größerer  Höhenlage  beträchtlicher  ist,  als 
an  tiefer  gelegenen  Punkten.  So  spielten  sich  im  Eslamer 
Forste  in  580 — 600  m  Meereshöhe  so  starke  Bodenbewegungen 
ab,  daß  dort  angestellte  Holzhauer  ftbrchteten,  ihre  am  Feuer 
stehenden  Kochgeschirre  würden  umstürzen,  während  die  in  ge- 
ringeren Höhen  beschäftigten  Arbeiter  nur  schwache  derartige 
Erscheinungen  verspürten. 

In  den  übrigen  mehr  peripherischen  Arealen  des  Schütter- 
gebietes schwächt  sich  die  Intensität  des  Bebens  mehr  und  mehr 
ab,  sodaß  dasselbe  schließlich  nur  noch  von  ganz  vereinzelten 
Bewohnern  beobachtet  wird.  Im  Norden  des  Schüttergebietes 
werden  in  Weserü/s  schaukelnde  Bewegungen  wahrgenommen, 
unter  denen  Fenster,  Öfen  und  Stühle  erzittern  (Ref.  Herr 
W.  Petermann).  In  Marienbad  bemerken  einzelne  Personen 
eine  kurze,  von  S  nach  N  gerichtete,  mit  schwachem  Geräusch 
verbundene  Erderschütterung  und  leichtes  Klirren  von  Glas- 
geschirr, während  Wanduhren  und  Bilder  unberührt  bleiben 
und  die  Heilquellen  keinerlei  Beeinflussung  zeigen  (Ref.  Herr 
Dr.  med.  A.  Grimm).  In  Mähring  werden  ebenfalls  die  Zimmer 
und  ihr  Inhalt  nur  in  leichtes  Zittern  versetzt.  In  TirschenreuÜi 
und  in  dem  noch  weiter  nach  N  gelegenen  WMsassen  ¥nrd  eine 
schwach  wellenförmige  Bewegung  verspürt,  welche  an  letzt- 
genanntem Orte  eingeleitet  wird  durch  ein  erst  schwaches,  dann 
beim  Näherkommen  sich  verstärkendes  unterirdisches  Donnerrollen. 
In  der  vom  übrigen  Schüttergebiete  ganz  isolierten,  weit  nach  N 
vorgeschobenen  Stadt  Äsch  wird  von  Bewohnern  der  auf  Fels 
gebauten  Häuser  ein  länger  andauerndes  Rollen  und  Zittern  be- 
merkt (Ref.  Herr  Direktor  Alberti),  während  andere  eine  schwächere 
und  dann  eine  stärkere  WeUenbewegung  des  Bodens  beobachtet 
haben  wollen.  Die  Zeitungsnachricht,  daß  sich  ähnliche  sehr 
schwache  seismische  Erscheinimgen  auch  in  dem  sächsischen 
Grenzorte  Oherreiäh  fühlbar  gemacht  hätten,  hat  sich  nach  einer 
dortselbst  vom  Gemeindevorstand  veranstalteten  Umfrage  nicht 
bestätigt. 

Einer  der  südlichsten  Orte,  aus  denen  Über  das  Beben  vom 
26.  November  berichtet  wurde,  ist  Waldmündien.  Auch  hier 
wurde  die  Bewegung  nur  sehr  schwach  und  zwar  als  von  N 
kommend  empfunden;  der  Stubenboden  vibrierte  und  aus  Sprüngen 
der  Wände  eines  Zimmers  fielen  einige  kleine  Stückchen  Kalk 
herab.     Rasselndes  Gepolter  begleitete  die  Erschütterung. 
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B.  Das  Leipziger  SeifiMOgnuAM  des  BVlimerwald-Belieiis. 

Auch  das  Seismogramm  des  Böhmerwald -Bebens  läfit  in 
seiner  12  50  fachen  Vergrößerung  der  Bodenbewegungen  (Figur  3) 
3  Abschnitte:  Yorphase,  Hauptphase  und  Endphase  unterscheiden, 
TOB  denen  audi  diesmal  die  beiden  ersten  unmerklich  in  ein- 
ander übergehen,  w&hrend  die  Endphase  in  die  chronischen  Boden- 
enitterungen  yerlftuft.  In  der  Yorphase  sind  die  Perioden  und 
Amplituden  der  Ausschläge  minimal,  in  der  Hauptphase  gewinnen 
beide  ziemlich  unvermittelt  beträchtlich  an  Größe,  um  dann  bis 
zum  Ende  des  Bebens  ganz  allmählich  wieder  abzunehmen. 

Die  Zeitpunkte  des  Beginnes  imd  der  Endschaft  dieser 
3  Phasen  sind  aus   der  folgenden   Zusammenstellung  ersichtlich: 


ünkorrigierte  seis- 

mometrische 

Zeitregistriemng 


Korrigiert  in  mittel- 
europäische Zeit 
nach  der  Feaun- 
HOFEBschen  Normal- 
uhr der  Leipziger 
Sternwarte  (Korrek- 
tur =+  i™  38«). 


Erster  Einsatz 

Beginn  der  Hauptphase 
Ende  der  Hauptphase  . 
Ende  des  Bebens  .... 


,3h  I^m  34. 

13^^  18' 
13^  19' 


im 


1 3*^  1 8"  46» 

j^h  j^m  J2B 
,3h  jgm  38« 
13h  20°»  38» 


Danach  betrug  in  Leipzig  die  Dauer  der  Yorphase  26  Sekunden, 
der  Hauptphase  ebenfalls  26  Sekunden  und  der  Endphase  etwa 
60  Sekunden,  also  diejenige  des  ganzen  Bebens  ungefähr  i™  52". 

Die  Schmngungsperioden.  Die  in  dem  Seismogramm  Fig.  3 
zum  Ausdruck  gelangenden  Bewegungen  des  Untergrundes  von 
Leipzig  erfolgen  während  der  ganzen,  26  Sekimden  langen  Yor- 
phase so  rasch,  daß  sie  sich  nicht  scharf  von  einander  trennen 
lassen,  daß  also  ihre  Perioden  unmeßbar  bleiben.  Mit  dem  Be- 
ginn aber  der  Hauptphase  verlängert  sich  die  Periode  der  Einzel- 
ansschlage direkt  auf  0,42  bis  0,58  Sekimden  (vergl.  S.  12), 
infolge  dessen  sich  die  Einzelbewegungen  bei  ihrer  Aufzeichnung 
sdbarf  gegen  einander  abheben.  Ln  weiteren  Yerlaufe  der  Haupt- 
phase wachsen  die  Perioden  um  noch  etwas,  nämlich  auf  0,6  bis 
0,8  Sekunden  an.  Bald  machen  sich  jedoch  die  chronischen 
Tageserzitterungen    störend    bemerkbar,   indem   sie  sich  den   all- 

2* 


noiHtir    ■■  Ii«ip»l|t    rcftl- 
itiicrt«  HelinasniMM    it* 

36.  KOTCBkfr  igoi  y«b 
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mählich  schwächer  werdenden  seismischen  Wellen  überordnen  und 
hierdurch  bewirken,  daß  in  der  Endphase  der  Abschluß  der  seis- 
mischen Aufzeichnung  nicht  scharf  zu  erkennen  ist. 

Die  Ämplihtden.  Die  Vorphase  des  Seismogrammes  vom 
Böhmerwald- Beben  besteht  in  dem  12  50  fach  vergrößerten  Seis- 
mogramm  Figur  3  aus  Erzitterungen  von  im  Höchstfälle  2,75  nun, 
was  einer  tatsächlichen  Bewegung  des  Untergrundes  von  0,002  mm 
entspricht.  Die  Amplituden  dieser  minimalen  Ausschläge  nehmen 
dreimal  zu  und  ab,  ohne  daß  sich  jedoch  die  letzteren  scharf  von 
einander  abheben.  Mit  dem  vierten  Anschwellen,  dem  Eintritt 
der  Hauptpbase,  werden  die  Perioden  länger,  so  daß  sich  die 
jetzt  auch  intensiveren  Bewegungen  der  Schreibnadel  in  Einzel- 
aosschläge  auflösen.  Die  Amplitude  derselben  ist  im  Anfangs- 
ahsdinitte  der  Hauptphase  am  größten  und  beträgt  im  Seis- 
mogramm  7  mm,  in  Wirklichkeit  0,0056  mm.  Im  nächsten 
Teile  der  Hauptphase,  wo  sich  die  längsten  Perioden  einstellen, 
haben  sich  die  Amplituden  schon  auf  5 — 6  mm,  also  auf  0,004  mm 
wahrer  Größe  verkürzt. 

Vergleicht  man  das  Seismogramm  des  Böhmerwald -Bebens 
mit  demjenigen  des  Greizer  Bebens  (Fig.  2  S.  10),  so  tritt  be- 
reits bei  diesen  beiden  Nahbeben  die  Erscheinung  mit  größter 
Deutlichkeit  vor  Augen,  daß  mit  wachsender  Entfernung  vom 
epizentralen  Schüttergebiete  i)  der  Beginn  der  Hauptphase  immer 
mehr  vom  ersten  Einsatz  des  Bebens  abrückt,  2)  gleichzeitig  die 
Dauer  der  Schwingungsperioden  der  Hauptphase  zunimmt.  So 
betrug  der  Zeitabstand  des  Einsatzes  der  Vorphase  bei  dem  in 
nur  70  km  von  Leipzig  entstandenen  Greizer  Beben  von  dem  der 
Hauptphase  im  Leipziger  Seismogramm  9  Sekunden,  derjenige 
aber  bei  dem  Böhmerwald-Beben,  dessen  Weg  sich  auf  190  km 
belief,  bereits  26  Sekunden.  Während  sich  fem  er  die  einzelnen 
Ausschläge  der  Hauptphase  des  Greizer  Bebens  anfänglich  wegen 
Kürze  ihrer  Perioden  decken  und  erst  im  zweiten  Abschnitte 
dieser  Phase  einige  wenige  derselben  0,5  Sekunden  Dauer  er- 
langen, haben  sich  die  Schwingungen  der  Hauptphase  des  Böhmer- 
wald-Bebens gleich  von  Anfang  an  in  dem  Leipziger  Seismogramm 
individualisiert  und  erreichen  allmählich  ein  Maximum  von  0,8  Se- 
kunden. Hierdurch  gestaltet  sich  die  Aufzeichnung  des  Böhmer- 
wald-Bebens offner  und  weitläufiger  und  hat  sich,  zugleich  durch 
die  Verlängerung  der  Vorphase,  mehr  in  die  Länge  gezogen. 


Drackfertig  erklArt  15.  U.  1903.] 


Die  Ton  Wiecherts  astatischem  Pendelseismometer 
in  der  Zeit  Tom  15.  Juli  Ms  31.  Dezember  1902  in 
Leipzig  gelieferten  Seismogramme  Ton  Fernbeben. 

Mit  Tafel  n. 

Von 
Franz  Etzold. 

Im  folgenden  sind  diejenigen  Seismogramme  von  Fernbeben 
(Teleseismograumie)  tabellarisch  zusammengestellt  und  kurz  be- 
schrieben worden,  welche  Wiecheets  astatisches  Pendelseismometer 
in  Leipzig  vom  15.  Juli  bis  31.  Dezember  1902  geliefert  hat. 
Wie  im  ersten  die  Seismogramme  vom  28.  März  bis  15.  Juli  1902 
behandelnden  Berichte^)  wurden  auch  diesmal  bloß  diejenigen 
Aufzeichnungen  berücksichtigt,  deren  seismische  Natur  imverkennbar 
ist,  während  alle  Eegistrierungen,  deren  Charakter  durch  sonstige 
Störungen  des  Apparates  stark  verwischt  worden  ist,  keine  Auf- 
nahme gefunden  haben.  Das  Seismometer  selbst  hat  in  diesen 
S%  Monaten  keinerlei  Reparatur  bedurft,  doch  ist  diese  Zeit 
insofern  nicht  ohne  Störung  seiner  Leistungen  vorübergegangen, 
als  sich  eine  Auswechselung  des  Triebwerkes  für  die  Papier- 
streifen notwendig  machte  und  als  der  Begulator  einige  Male 
einer  Eeparatur  bedurfte. 

Charakteristik  der  in  nachstelLeiider  Tabelle  anfgefokrten 

Seismogramme.    (S.  24  u.  25.) 

I. 

2S.  JuH  0^38"»  8»  bis  0^45». 

Von    beiden    Komponenten    wurde    eine    in    imregelmäßiger 
Weise    anschwellende    und    allmählich    sich  wieder    ausglättende 

i)  Vergl.  diese  Berichte  1902,  283 — 326. 
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Zickzacklinie  aufgezeichnet.  Ein  scharfer  erster  Einsatz  fehlt. 
Die  An^ichnung  erinnert  sehr  an  die  des  süd  französischen  Bebens 
vom  6.  Mai   1902.*) 

Zn  entsprechender  Zeit  wurde  in  Oberitalien  ein  Erdbeben 
verspürt  und  in  den  italienischen  Warten  sowie  von  den  drei- 
£ichen  Horizontalpendeln  zu  Straßburg  und  Hamburg  aufgezeichnet.*) 
Wie  diese  letzteren,  so  wurde  also  auch  das  WisOHEBTSche  Seis- 
mometer  zu  Leipzig  durch  die  von  der  Lombardei  ausgehenden 
seismischen  Wellen  in  Tätigkeit  gesetzt. 

2.  und  3. 

3.  August  17^58°  und  18^*7"  30»  bis  19^*15". 

Das  Seismogramm  unterscheidet  sich  dadurch  scharf  von 
allen  bis  dahin  erhaltenen,  daß  von  beiden  Komponenten  zwei 
sehr  kr&ftige^  durch  ein  Zeitintervall  von  g^^  Minuten  getrennte 
Erderschütterungen  aufgezeichnet  worden  sind,  denen  aber  keinerlei 
deutliche  Hauptphase  folgt,  obwohl  ly^  Stunde  lang  leichte 
Krftuselungen  und  vereinzelte,  flache  Wellen  die  Erschütterung 
der  Erde  bezeugen. 

Die  erste  Erbebung  zeichnete  sich  innerhalb  70  Sekunden 
in  Form  von  etwa  55  Ausschlägen  von  nahezu  gleicher  Stärke 
aal  Die  zweite  Erschütterung  wurde  von  der  Ostwestkomponente 
in  Form  leichter,  sich  allmählich  abschwächender  Ausschläge 
notiert,  beginnt  hingegen  bei  der  Aufzeichnung  der  Nordsüd- 
komponente mit  einem  kräftigen  Ausschlag,  der  die  Nadel  erst 
4  mm  nach  Westen  und  dann  ruckartig  um  8  mm  in  entgegen- 
gesetzter Bichtung  bewegt.  Diesem  energischen  Anstoß  folgen 
fünf  minder  kräftige,  bevor  auch  von  der  Nordsüdkomponente 
eine  ebenso  leichte  Zickzacklinie  aufgezeichnet  wird  wie  von  der 
Ostwestkomponente. 

Da  sich  die  Begistrierungen  beider  Komponenten  der  ersten 
Erschütterung  sehr  ähneln,  bei  der  zweiten  aber  in  höchst  auf- 
falliger Weise  sich  unterscheiden,  so  ist  anzunehmen,  daß  die 
ßchütterzentren  nicht  zusammenfallen,  sondern  im  Gegenteil  sehr 
weit  von  einander  entfernt   sind,   daß    also   mit   andern  Worten 


i)  Diese  Berichte  1902,  p.  307  u.  Taf.  I  Fig.  3  u.  4. 
2)  YgL    den  Julibericht   der  Kais.   Hauptstation  für  Erdbeben- 
forschmig  zu  Strafiburg. 
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26  Fkauz  Etzold: 

zwei  ganz  verschiedene  Erdbeben  kurz  nach  einander  aufgezeidinet 
wurden. 

Pendel  ohne  Dämpfung  haben  nach  dem  Bericht  der  Kais. 
Hauptstation  für  Erdbebenforschung  in  Straßburg  beide  Beben 
nicht  auseinander  zu  halten  vermocht. 


4.  August  23*»38°'2  2"  bis  23*»  44°». 

Eine  Aufzeichnung  wie  Nr.  i ,  nur  sind  die  Schwingungen 
hier  noch  schwächer.  Das  epizentrale  Gebiet  des  zugehörigen 
Bebens  ist  im  Süden,  bez.  Südwesten  zu  suchen.  Es  wurden 
nämlich  zu  gleicher  Zeit  (11  ühr  35°*  Nachts)  in  Carrara,  Massa, 
Genua,  Pisa  Erdstöße  verspürt,  ebenso  aber  auch  ein  solcher 
von  ansehnlicher  Stäi'ke  in  Leiria  (Portugal)  wahrgenommen. 

5- 
Beben  von  Rasehgar. 

22,  August.     Erster  Einsatz  4'*8°'i'. 

(Tafel  II). 

Dieses  Seismogramm  ist  das  gewaltigste,  welches  bis  jetzt  in 
Leipzig  erhalten  worden  ist.  Es  wurde  im  allgemeinen  von  der 
Ostwestkomponente  etwas  stärker  aufgezeichnet  und  beginnt  hier 
(siehe  die  Tafel)  mit  einer  Beihe  kurzperiodiger,  rasch  zunehmen- 
der und  durch  Interferenzen  vielfach  gestörter  Ausschläge  (^j), 
welche  nach  2  Minuten  bereits  in  eine  Gruppe  von  Schwing- 
ungen (F^)  übergehen,  innerhalb  deren  im  Verlauf  einer  Minute 
die  Amplituden  auf  75  mm  anschwellen  und  ebenso  rasch  wieder 
abnehmen.  Der  Aufzeichnung  einer  gi'öBeren  Anzahl  von  ziemlich 
scharfen,  denen  des  ersten  Einsatzes  gleichenden  Ausschlägen 
folgt  weiterhin,  7  Minuten  nach  dem  Beginn,  eine  schwächere 
Gruppe  von  Schwingungen  (Fj)  mit  im  Höchstfalle  45  mm  Am- 
plitude und  diesen  wiederum  eine  Anzahl  von  zackigen  Aus- 
schlägen mit  abnehmender  Intensität,  welche  10  Minuten  nach 
dem  ersten  Einsatz  unvermittelt  in  langsame  kräftige  Schwing- 
ungen (Fg)  übergehen,  die  durch  interferierende  Wellen  stark 
gestört  erscheinen.  Die  Periode  dieser  Schwingungen  mag  im 
Mittel  8  bis  10  Sekunden  Länge  besitzen.  Der  fünf  Minuten 
andauernde    unregelmäßige   Wellenzug    endet   mit    einer   Gruppe 
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nDgBstorter  Schwingungen  (F4),  innerhalb  deren  die  Amplituden 
rasch  auf  1 30  mm  ansteigen,  um  ebenso  schnell  wieder  abzunehmen. 

4^23™  beginnt  die  eigentliche  Hauptphase  (H^)  mit  fünf 
Schwingungen,  deren  Perioden  bis  auf  20  Sekunden  und  deren 
Amplituden  bis  zu  iiomm  ansteigen,  und  setzt  sich  dann  fCLr 
nahezu  10  Minuten  aus  Schwingungen  zusammen,  die  durch 
Interferenzen  stark  gestört  sind,  aber  Amplituden  aufweisen, 
welche  bis  zn  dem  enormen  Betrag  von  191  mm  anwachsen. 
Wihrend  dieser  außerordentlich  kräftigen  Aufzeichnung  hat  sich 
der  Nullpunkt  des  Pendels  so  weit  verlegt,  dafi  der  Schreibstift 
in  der  Buhelage,  Ton  der  vorhergehenden  Stundenlinie  statt  um 
4  mm  um  deren   1 1  abgerückt  ist. 

Die  Hanptphase  geht  in  die  Endphase  (EP)  über,  indem 
lUmäblich  schwftcher,  kürzer  und  unregelmäßiger  werdende  Gruppen 
Yon  Schwingungen  durch  ebenso  allmählich  an  Länge  zunehmende 
Pausen  unterbrochen  werden,  innerhalb  deren  der  Schreibstift 
nnr  leichte,  ziemlich  langperiodige,  unregelmäßige  Wellen  auf- 
gezeichnet hat;  big  schließlich  in  den  letzteren  die  seismische 
Erregung  ansklingen  zu  wollen  scheint.  Noch  erreichen  jedoch 
diese  unregelmäßigen  Wellen  Amplituden  von  mehreren  (bis  4) 
Fdlimetem  Breite,  als  sich  ihnen 

6. 

5^  1 7"  8« 

die  Ausschläge  des  ersten  Einsatzes  {E^)  einer  zweiten  starken 
Erschüttening  überzuordnen  beginnen.  Der  Anfangsteil  des  Seis- 
fflognunms  dieses  ebenfalls  gewaltigen  Bebens  hat  naturgemäß 
durch  die  ausklingenden  Wellen  des  eben  zur  Registrierung  ge- 
Ungten  erheblich  gelitten  und  leider  fiel  auch  der  Beginn  der 
Hauptphasen  beider  in  die  gleiche  Höhe  der  Papierstreifen,  so 
daß  es  schwer  wurde,  die  von  dem  zweiten  Beben  verursachten 
Schwingungen  von  denen  des  ersten  abzutrennen  und  für  sich  zu 
verfolgen. 

Das  zweite  Seismogramm  gleicht  im  allgemeinen  dem  eine 
Stande  vorher  aufgezeichneten  außerordenÜich,  nur  sind  bei  ihm 
die  einzelnen  Abschnitte  wesentlich  schwächer  entwickelt.  In  den 
Vorphasen  werden  die  Gruppen  sehr  kräftiger  Schwingungen 
reimißt,  sie  scheinen  aber  doch  durch  einzelne,  sich  in  annähernd 
den  nämlichen  Abständen  wie  bei  jenem  Seismogramm  bemerkbar 
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machende,  kräftigere  Wellen  wenigstens  angedeutet  zu  sein. 
Zwischen  den  Vorphasen  und  der  Hauptphase  findet  sich  auch 
beim  zweiten  Seismogramm  keine  scharfe  Trennung,  und  in  der 
Hauptphase  (H^)  selbst  kehren  die  vom  ersten  Seismogramm  er- 
wähnten Interferenzen  wieder,  die  Amplituden  aber  erreichen  hier 
im  Höchstfälle  nur  den  Betrag  von  122  mm. 

Nach  alledem  muB  angenommen  werden,  daß  das  an  zweiter 
Stelle  aufgezeichnete  Beben  von  dem  nämlichen  Herd  ausging, 
in  dem  der  erste  seismische  Paroxjsmus  stattfand  oder  dafi,  falls 
die  Herde  getrennt  waren,  beide  doch  zum  mindesten  derselben 
Schüttergegend  angehören. 

Zu  der  der  Aufzeichnung  der  beiden  Seismogramme  5  imd  6 
entsprechenden  Zeit,  wurde  das  5 1 00  km  entfernte  Kaschgar  und 
seine  Umgebung  (Ostturkestan)  von  außerordentlich  heftigen  Erd- 
stößen heimgesucht,  welche  ganze  Ortschaften  vernichteten  und 
Hunderten  von  Menschen  das  Leben  kosteten.  Nach  dortiger 
Ortszeit  haben  diese  verheerenden  Stöße  8^  15™  begonnen,  so 
daß  der  kausale  Zusammenhang  zwischen  ihnen  und  den  Leipziger 
Seismogrammen  keinem  Zweifel  unterliegen  kann.  Anfanglich 
war  es,  wie  bereits  erwähnt,  unmöglich,  diesen  Zusammenhang 
an  den  Seismogrammen  nachzuweisen,  da  deren  Hauptphasen  sich 
nicht  von  einander  trennen  und  jede  für  sich  Überblicken  ließen. 
In  der  Ruhelage  nämlich  befindet  sich  der  Schreibstift  des  Seis- 
mometers  nur  4  mm  von  der  Linie  entfernt,  die  er  in  der  vor- 
hergehenden Stunde  gezeichnet  hat.  Da  nun  die  bis  122  mm 
breiten  Ausschläge  im  Anfang  der  Hauptphase  des  zweiten  Bebens 
sich  in  der  Mitte  zwischen  V,  und  V^  des  ersten  Seismogramms 
befinden,  so  erhellt,  daß  die  gewaltigen  Schwingungsaufzeich- 
nungen der  Hauptphasen  beider  Seismogramme  sich  vielfach  fast 
decken. 

Klarheit  über  die  Seismogramme  wurde  erst  bei  Anfertigung 
der  beigegebenen  Tafel  U  gewonnen.  Dieselbe  wurde  hergestellt, 
indem  direkt  von  dem  berußten  Papierstreifen  zwei  photographische 
Abzüge  gemacht  und  auf  dem  einen  unter  ständiger  Benutzung 
der  Lupe  nur  die  Linien  des  ersten  Seismogrammes,  auf  dem 
andern  nui*  die  des  zweiten  Seismogrammes  mit  der  Feder  nach- 
gezeichnet wurden.  Hierdurch  wurde  es  möglich,  beide  Seis- 
mogramme beliebig  weit  von  einander  abzurücken  und  zum 
Zwecke  der  Herstellung  von  Tafel  II  photolithogi-aphisch  zu  ver- 
vielfllltigen. 
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In  deutlichster  Weise  hat  das  WiECHEBTSche  astatische 
Pendelseismometer  aufgezeichnet,  wie  sich  die  leichten  Ausschläge 
des  ersten  Einsatzes  vom  zweiten  Beben  (^E^)  den  langsamen 
Wellen  der  Endphase  des  ersten  überordnen.  Es  verdient  dies 
lusdrücklich  hervorgehoben  zu  werden,  da  nach  dem  Bericht  der 
Kaiserlichen  Hauptstation  für  Erdbebenforschung  zu  Straßburg 
far  den  Monat  August  1902  die  dort  fungierenden  Seismometer 
ohne  Dämpfung  das  Auseinanderhalten  beider  seismischen  Er- 
eignisse nicht  gestatteten. 

7- 
23.  August  14**  18"  54»  bis   14^  35"*. 

Es  haben  sich  gleichmäßige,  auf  ein  Fembeben  zu  beziehende 
Wellenzüge  aufgezeichnet.  Ein  erster  Einsatz  ist  nicht  erkennbar, 
weil  gleichzeitig  ein  femer  Sturm  sowie  die  gewöhnlichen  Tages- 
emiterungen  die  Schreibnadeln  beeinflußten. 

8. 

24.  August  ca.  3^  12"*  bis  3^  40", 

Einige  Züge  von  leichten  Sinuswellen. 

9- 

30.  August  22**  56™  40"  bis  31.  August  o^  20"*. 

Der  erste  Einsatz  ist  bei  beiden  Komponenten  ziemlich  gleich, 
aber  nicht  kräftig,  ihm  folgt  nach  2  Minuten  augenscheinlich  eine 
zweite  stärkere  Erschütterung.  Die  Hauptphase  der  Nordsüd- 
komponente ist  wesentlich  kräftiger  aufgezeichnet  als  die  der 
Ostwestkomponente  und  beginnt  dort  mit  einer  Reihe  bald 
stbkerer,  bald  schwächerer,  allmählich  zunehmender  Schwingungen, 
denen  einige  ziemlich  regelmäßige  Wellenzüge  folgen,  innerhalb 
deren  die  Amplituden  bis  auf  55  mm  anschwellen  und  langsam 
wieder  abnehmen.  Der  Endabschnitt  besteht  aus  unregelmäßigen, 
leichten  Wellen. 

Das  Beben,  welches  dieses  Seismogramm  lieferte,  dürfte  zu 
dem  Bebenschwarm  gehören,  der  am  22,  August  in  Ostturkestan 
seinen  Anfang  nahm,  und  etwa  bis  zum  3.  September  dauerte. 
Fflr  den  30.  August  dürfte  im  speziellen  ein  aus  Taschkent  ge- 
meldeter starker  Stoß  in  Frage  kommen. 
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10. 

6.  September  o^  ii™  bis  o*»  i6". 

Einige  leichte  imregelm&Bige  Wellenzüge,  die  yielleiclit  Ton 
dem  hefdgen  Beben  herrühren,  welches  gegen  Mittemacht  in 
Larissa  (Griechenland)  verspürt  wurde. 

n. 
8.  September  3**  23"  40»  bis  3^  25°^  50». 

Die  einsielnen  Schwingungen  der  nach  Art  der  Seismo- 
granune  i  und  3  aufgezeichneten  Zickzacklinie  besitzen  so  kleine 
Amplituden  (im  Höchstfalle  0,25  mm),  daß  man  die  Lupe  zu 
Hilfe  nehmen  muß,  um  den  seismischen  Charakter  der  Aufeeicbnung 
zu  erkennen.  Alsdann  läßt  sich  deutlich  wahrnehmen,  daß  auf 
der  abgegrenzten  Strecke  die  Perioden  länger  als  die  der  ständigen 
Erzitterungen  sind  und  die  Amplituden  unregelmäßiger  als  die 
der  letzteren. 

Der  Herd  des  Bebens,  dessen  Wellen  sich  in  der  beschriebenen 
Weise  eben  noch  in  Leipzig  aufgezeichnet  haben,  ist  in  den  Pyrenäen 
zu  suchen,  wo  in  der  Nacht  zum  8.  September  um  2  V^  Uhr  sowohl 
in  dem  französischen  Städtchen  Pau  wie  in  den  spanischen  Städten 
Saragossa  und  St.  Sebastian  stärkere  Erderschütterungen  verspürt 
wurden. 

12. 

22,  September  3**  i"  53"  bis  ^^  30". 

Der  erste  Einsatz  beginnt  mit  leichten  Erzitterungen,  die 
allmählich  anschwellen  und  sich  nach  4  Minuten  zu  8  kräftigen 
scharfen  Ausschlägen  steigern.  Den  2.  Einsatz  leitet  auf  dem 
Streifen  der  Nordsüdkomponente  ein  Zug  starker  regelmäßiger 
Wellen  ein,  dem  drei  schwächere  und  weniger  regelmäßige  folgen. 
Die  Hauptphase  wird  im  Beginn  durch  imregelmäßige  Wellen 
mit  sehr  langen  Perioden,  aber  nicht  besonders  großen  Amplituden 
charakterisiert.  Im  zweiten  Teil  der  Hauptphase  wachsen  die 
Amplituden  zwar  etwas,  erreichen  aber  bei  weitem  nicht  das 
Maß  derer  in  der  zweiten  Vorphase.  Auf  dem  Streifen  der  Ost- 
westkomponente sind  die  Yorphasen  viel  weniger  kräftig  ent- 
wickelt, insbesondere  macht  sich  in  der  zweiten  Yorphase  nur 
eine  Wellengruppe  bemerklich;  dahingegen  sind  die  langen  Well^i 
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im  Beginn  der  Hanptphase  ziemlich  regelmäßig  nnd  wachsen  die 
Amplitaden  im  Endabschnitt  der  Hauptphase  über  das  Maß  derer 
der  Nordsüdkomponente  hinaus.  Nach  dem  Ende  des  ganzen 
Seismogramms  hin  erscheinen  auffallend  regelmäßige  und  schöne 
Zfige  von  sinusartdgen  Wellen. 

Das  Erdbeben,  welches  dieses  Seismogramm  aufzeichnete,  dürfte 
sein  epizentrales  Gebiet  in  Ostindien  gehabt  haben,  wenigstens 
worden  in  jenen  Tagen,  wenn  auch  ohne  genauere  Zeitangabe, 
Nachrichten  über  yerheerende  Erdstöße  yon  den  Philippinen  nach 
Europa  gesandt. 

13- 

2S>  September  21^  31™  50"  bis  24.  September  o^  11". 

Dieses  Seismogramm  gleicht  bis  ins  Einzelnste  demjenigen, 
welches  yon  dem  Ouatemalabeben  am  19.  April  1902  hier  in 
Leipzig  erhalten  wurde.  ^)  Dieselben  Unterschiede  zwischen  den 
Aufzeichnungen  der  beiden  Komponenten,  dieselben  auffallend 
langen  Wellen  in  der  zweiten  Vorphase,  dieselben  Interferenzen 
namentlich  im  Anfangsteil  der  Hauptphase  sind  hier  zu  kon- 
statieren, wie  sie  yon  dem  Seismogramm  aus  dem  Monat  April 
beschrieben  wurden;  der  einzige  Unterschied  besteht  darin,  daß 
die  Amplituden  bei  letzterem  kleiner  waren  ^  als  sie  bei  dem 
Seismogramm  yom  23.  September  sind.  Bei  dieser  großen  Über- 
einstimmung der  Seismogramme  war  zu  erwarten,  daß  beide  auf 
das  nämliche  epizentrale  Gebiet  zu  beziehen  waren  und  tatsäch- 
lich ist,  wie  am  19.  April,  so  auch  am  23.  September  Guatemala 
yon  einem  schweren  Erdbeben  heimgesucht  worden.  Die  Erfahrung 
Belabs^  und  Schlüters'),  daß  yon  denselben  Ausgangspunkten 
herrührende  Seismogramme  sich  gleichen,  findet  somit  durch  den 
yorliegenden  Fall  eine  weitere  Bestätigung. 

14. 

2.  Oktober  18**  57"  12'»  bis  ca  20^*- 

Auf  der  wegen  eines  starken  örtlichen  Windes  sehr  unruhigen 
Linie   machen  sich  die  leichten  zackigen  Ausschläge  des  ersten 

i)  Yergl.  diese  Berichte  1902,  p.  302  u.  Taf.  11. 

2)  Ergänzungsband  I  zu  Gerlands  Beiträgen  zur  Geophysik  1902, 

P-  323. 

3)  Beiträge  zur  Geophysik.    5.  Band,  p.  446. 
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Einsatzes  eines  Bebens  bemerklich.  Im  Laufe  der  nächsten  Stande 
treten  einzelne  Wellen  mit  ziemlich  langer  Periode  auf,  so  daß 
das  Glänze  augenscheinlich  als  Seismogramm  eines  sehr  fernen 
Bebens  aufzufassen  ist. 

6.  Oktober  9^  20"  10"  bis  ca.  lo**. 

Das  Seismogramm  erweist  sich  dadurch  beeinträchtigt,  daß 
gerade  während  seiner  Aufzeichnung  der  Observator  zufällig  im 
Seismometerraum  auf-  und  abgegangen  war.  Bei  einer  derartigen 
Bewegiug  in  der  Nähe  unseres  Seismometers  gibt  der  Zement- 
fußboden derart  nach,  daß  die  Schreibnadeln  um  3  bis  5  mm 
abgelenkt  werden.  Infolgedessen  läßt  sich  nicht  sagen,  ob  die 
starke  Ablenkung  der  Nadel  der  Ostwestkomponente  um  15  nun 
in  der  ersten  Vorphase  durch  das  Beben  allein  yerursacht  worden 
ist.  Die  Hauptphase  besteht  aus  einem  sehr  langen  Zug  von 
Wellen,  welche  Perioden  Yon  annähernd  gleicher  Länge,  aber  bald 
wachsende,  bald  abnehmende  Amplituden  aufweisen.  Die  Notierung 
der  Nordsüdkomponente  erinnert  bis  auf  ihre  längere  Dauer  und 
ihre  längeren  Perioden  sehr  an  diejenige,  welche  die  nämliche 
Komponente  bei  dem  macedonischen  Beben  vom  5.  Juli  1 902  ^)  lieferte. 

Zu  entsprechender  Zeit  wurde  in  Neu-Margljan  (Provinz 
Ferghana  in  Russisch -Zentralasien)  ein  2  Minuten  dauerndes, 
starkes,  wellenförmiges  Erdbeben  verspürt. 

16. 

25.  Oktober  22^  48™  38»  bis  22^  54". 

Auf  der  durch  fernen  Wind  leicht  gewellten  Linie  erscheinen 
schwache  Erzitterungen,  die  sich  bald  ziemlich  kräftigen,  bis  2  mm 
Amplitude  erreichenden  Ausschlägen  überordnen.  Eine  weitere 
Phasenentwickelung  ist  nicht  zu  erkennen. 

Zu  gleicher  Zeit  wurde  in  Bosnien  eine  kräftige  Erderschütte- 
rung verspürt. 

17. 
4.  November  gegen   10^. 

Die  Zeit  dieser  Erschütterung  kann  nicht  näher  bestimmt 
werden,    da   an   dem   betreffenden   Tage   der  Regulator  gereinigt 

I)  Diese  Berichte  1902,  Tafel  T,  Pig.  10. 
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wurde.    Die  Notienmg  besteht  aus  einem  langen  Zuge  unregel- 

miBiger  Wellen,  deren  Amplituden  allmählich  abnehmen,  wonach 

die  durch  ein  Fembeben  aufgezeichnete  Hauptphase  eines  Seis- 

mognunms  vorliegt. 

i8. 

14.  November  22^  44"  40»  bis  22^  50". 

Eine  leichte  Zickzacklinie,  ähnlich  wie  sie  oben  bei  Nr.  i 
imd  Nr.  3   zu   beschreiben  war. 

19. 

20.  November  21**  46"*  45"  bis  23''  30". 

Der  erste  Einsatz  besteht  aus  einer  großen  Zahl  rasch  auf 
einander  folgender  an  Intensität  allmählich  abnehmender  Aus- 
schlSge.  Die  zweite  Yorphase  ist  nur  sehr  schwach  entwickelt. 
Die  Hauptphase  beginnt  mit  einer  Beihe  von  Wellen  mit  sehr 
langer  Periode  aber  geringer  Amplitude.  Im  zweiten  Abschnitt 
der  Hauptphase  wachsen  die  Amplituden,  während  die  Perioden 
abnehmen,  aber  immer  noch  lang  bleiben.  Der  Endabschnitt  be- 
steht aus  sinusartigen  leichten  Wellen.  Die  ganze  Aufzeichnimg 
erinnert  sehr  an  diejenige  vom  22,  September  (p.  30)  und  nament- 
lich an  die  vom  28.  März  1902.^) 

20. 

21.  November  8^  15"  30»  bis  9^  50". 

Dieses  Seismogramm  repräsentiert  den  nämlichen  Typus  wie 
das  vorhergehende,  nur  nehmen  die  einzelnen  Phasen  kürzere 
Zeiträume  ein  und  sind  dem  entsprechend  auch  die  Perioden  der 
einzelnen  Wellen  kürzer. 

21. 

2^.  November  21^32"  bis  2i'»39">. 
Ein  Zug  schwacher  unregelmäßiger  Wellen. 

22.  • 

13.  Dezember  o'»32™40'  bis  i**35". 

Züge  von  sinusartigen,  langperiodigen  Wellen,  die  äugen- 
ttheinlich  die  zweite  Vorphase  und  die  Hauptphase  eines  Seismo- 
gramms  darstellen,  wie  es  oben  unter  Nr.  1 7  charakterisiert  wurde. 

I)  Yeigl.  diese  Bmchte  1902,  Tafel  I,  Fig.  i. 

Mslh.-ph7i.  Klasse  1903.  3 
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23. 

13.  Dezember  12^17°»  30"  bis   19^20". 

Über  dieses  Seismogramm  gilt  das  oben  von  Nr.  18  Gesagte. 

34. 

16.  Dezember  6'»i4"i2"  bis  ca.  7^35" 

Das  Seismogramm  beginnt  mit  einer  sebr  großen  Anzabl 
winziger  Ausscbl&ge,  deren  Periode  sich  so  allmählich  verlängert, 
daß  der  zweite  Einsatz  nicht  scharf  hervortritt.  In  der  1 1 .  Wnnte 
nach  dem  Beginn  fangen  sowohl  die  Perioden  wie  namentlich  die 
Amplituden  an  unregelmäßig  zu  wachsen,  sodaß  ein  Übergang  in 
die  Hauptphase  gebildet  wird.  Letztere  besteht  aus  einer  Anzahl 
von  Wellengruppen,  deren  Amplituden  jeweilig  langsam  zu-  und 
dann  wieder  abnehmen.  Die  unregelmäßigen  Wellen  des  End- 
abschnittes besitzen  noch  Amplituden  von  etwa  2  mm,  als  sich  ihnen 

leichte  Ausschläge  überzuordnen  beginnen,  welche  beweisen,  daß 
eine  neue  Erschütterung  stattgefunden  hat.  Da  diesem  Einsatz, 
wie  im  eben  beschriebenen  Falle  nach  etwa  15  Minuten  eine 
Hauptphase  folgt,  die  der  eben  geschilderten  gleicht,  nur  schwächer 
entwickelt  ist,  so  ist  aus  den  Seismogrammen  «a  schließen,  daß 
beide  Stöße  vom  nämlichen  Herd  ausgegangen  sind. 

Die  Seismogramme  Nr.  24  u.  25  sind  zweifellos  auf  das 
heftige  Erdbeben  zu  beziehen,  welches  nammtlich  Andischan  in 
Russisch -Turkestan  verheerend  heimsuchte.  Ganz  besonders  be- 
weisend für  diesen  kausalen  Zusammenhang  ist  es,  daß  aus  Nen- 
Marg\jan  über  zwei  durch  einen  etwa  halbstündigen  Zwischenraum 
getrennte  Erschütterungen  berichtet  wird,  die  sich  sonach  auch 
in*  Leipzig  als  deutlich  von  einander  getrennte  Seismogp*amme 
aufgeschrieben  haben. 

26. 

28.  Dezember  ca.  2^*54"  bis  ca.  3^50". 

Die  zu  diesem  Seismogramm  gehörenden  leichteren  WeUen 
sind    in    erheblicher   Weise    durch    diejenigen   verwischt   worden, 
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welche  anf  die  Stürme  zu  beziehen  sind,  die  Ende  Dezember  über 
der  Nord-  und  Ostsee  tobten.  Infolgedessen  ist  der  erste  Einsatz 
uitlißh  nicht  genau  festzulegen,  in  der  Hauptphase  aber  gewinnen 
die  seismischen  Wellen  entschieden  die  Oberhand  und  schreiben 
Ädt  als  mehrere  kräftige,  ziemlich  regelmäßig  anschwellende  und 
wieder  abnehmende  Gruppen  auf,  die  sehr  an  diejenigen  erinnern, 
welche  am  30.  August  zur  Notierung  kamen.  Das  Beben,  welches 
2^  Sekunden  lang  Bijsk  im  Gouvernement  Tomsk  in  wellen- 
förmige Bewegung  setzte,  dürfte  dieses  Seismogramm  aufgeschrieben 
haben. 

27. 
30.  Dezember  6^  8"*  32*  bis  ca.  6^35". 

Auch  dieses  Seismogramm  ist  wie  diejenigen  vom  23.  August 
(Nr.  7)  und  vom  28.  Dezember  (Nr.  26)  durch  Sturmwellen  be- 
emtrftchtigt  worden.  Gut  erkennbar  ist  auch  hier,  wie  die  zweite 
Yorphase  aUm&hlich  in  die  Hauptphase  hinüberleitet.  Diese 
letztere  weist  in  ihrem  Anfangsteil  die  kräftigsten  Wellen  mit 
den  Umgsten  Perioden  auf. 

Rückblick  auf  die  Fernbebenaufseichimiigen  in  Leipzig 

w&hrend  des  Jahres  1902. 

Vom  2 8.. März  bis  31.  Dezember  1902  sind  in  Leipzig  durch 
W1ECHERT8  astatisches  Fendelseismometer  41  Teleseismogramme 
zur  Au&eichnung  gelangt  Dieselben  verteilen  sich  auf  die  ein- 
xelnen  Monate  wie  folg^: 

März  I 

April  4 

Mai  4 

Juni  2 

JuH  4 

August        8 

September  4 

Oktober       3 

November   5 

Dezember    6. 

Bei  einem  großen  Teil  dieser  Seismogramme  gelang  es,  mit 
Sicherheit  oder  wenigstens  großer  Wahrscheinlichkeit,  die  Gegend 
festzustellen,    von    der    die    seismograpmiatisch   aufgeschriebenen 

3* 
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Beben  ausgegangen  sind.  Vergegenwärtigt  man  sich  diese  letzteren 
Teleseismogramme  and  sieht  dabei  Yon  denen  ab,  die  nicht  deutlich 
in  Phasen  gegliedert  sind,  so  läßt  sieh  ein  erheblicher  Teil  der 
verbleibenden  auf  drei  Typen  zurückft&hren,  die  sich  in  folgender 
Weise  charakterisieren^): 

1.  Beide  Vorphasen  sind  scharf  yon  einander  zu  trennen  und 
schwächen  sich  nach  ihrem  Ende  hin  deutlich  ab.  Die 
Hauptphase  beginnt  mit  Wellen,  die  sowohl  in  Bezug  auf 
Amplitude  wie  Periode  die  größten  u^d  längsten  des  ganzen 
Seismogranmies  sind. 

Diese  Gruppe  bilden  die  Guatemala-Beben  yom  1 9.  April 
und  23.  September. 

2.  Beide  Vorphasen  sind  scharf  von  einander  zu  trennen  und 
schwächen  sich  gleichfalls  allmählich  ab.  Die  Hauptphase 
beginnt  mit  Wellen  von  außerordentlich  langer  Periode, 
aber  auffallend  geringer  Amplitude.  Erst  im  zweiten  Teil 
der  Hauptphase  stellen  sich  bei  kürzer  werdenden  Perioden 
vereinzelte  beträchtlichere  Amplituden  ein. 

Hierher  gehört  das  Seismogramm  des  Molukkenbebens 
vom  28.  März,  femer  diejenigen  vom  25.  Mai,  6.  Juli, 
2  2.  September  (Philippinen  ?),  20.  November  und  1 3.  Dezember. 

3.  Die  beiden  Vorphasen  sind  nicht  scharf  von  einander  getrennt. 
In  der  zweiten  Vorphase  nehmen  die  Perioden  und  Ampli- 
tuden allmählich  in  unregelmäßiger  Weise  zu,  sodaß  ein 
langsamer  Übergang  zur  Hauptphase  stattfindet,  welch 
letztere  aus  einigen  bis  vielen,  ofb  ziemlich  regelmäßigen 
Wellenzügen  mit  den  größten  Amplituden  des  ganzen  Seis- 
mogrammes  besteht. 

Zu  diesen  Seismogranunen  gehören  die  vom  22,  August 
(Kaschgar),  30.  August  (Taschkent),  6.  Oktober  (Neu- 
Margljan),  16.  Dezember  (Andischan),  28.  Dezember  (Bijsk), 
sowie  auch  dasjenige  des  macedonischen  Bebens  vom  5.  Juli. 

Der  Schwerpunkt  für  die  Unterscheidung  der  oben  charakteri- 
sierten Seismogramm  -  Typen  dürfte  auf  Grund  der  seitherigen 
Erfahrung  in  der  Ausbildung  der  Hauptphase  zu  suchen  sein, 
dahingegen  dürften  die  kräftigen  Wellen,  wie  sie  sich  in  den  Vor- 


i)  Vergleiche  hierzu  diese  Berichte  1902,  Taf  I  Fig.  i  und  Taf.  II 
sowie  das  der  vorstehenden  Anfsählung  beigegebene  Seismogramm  des 
Easehgar-Bebena  auf  Tafel  n. 
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Phasen  des  ersten  Seismogramms  vom  22,  Augnst  so  auffällig 
bemerklich  machen,  för  den  Gesamtcharakter  desselben  ohne  Be- 
deutung sein.  Sie  scheinen  vielmehr  von  jedem  besonders  heftigen 
Erdbeben  hervorgebracht  werden  zu  können,  da  sie  fast  nicht 
weniger  markant  auch  bei  den  Seismogranunen  der  Guatemala- 
Beben  (Typus  i)  auftreten,  ja  sich  auch  auf  dem  wahrscheinlich 
Inf  heftige  Stöße  in  Südostasien  zu  beziehenden  Seismognunm 
Tom  22.  September  (Typus  2)  vorfinden. 

Gleichartige  Aufzeichnung  deutet  hin  auf  den  gleichen  von 
den  Erdbeben  wellen  zurückgelegten  Weg,  also  auf  gleichen  ür- 
gpnmgsort  sowie  auf  gleiche  unterwegs  erlittene  Beeinflussungen 
der  Wellen.  Schlüter^)  spricht  die  nämliche  Erfahrung  aus, 
indem  er  sagt:  „daß  das  Erdbeben,  wie  es  sich  an  den  ver- 
schiedenen Beobachtungsorten  abwickelt,  eine  alleinige  Funktion 
der  Massenanordnungen  des  Weges  ist,  welche  der  fortgepflanzte 
Stoß  zwischen  Herd  und  Beobachtungsort  zu  passieren  hat/* 

Während  nun  das  epizentrale  Gebiet  der  den  Seismogramm- 
Typus  I  u.  3  liefernden  Beben  bekannt  ist,  hat  den  Typus  2  bis 
jetzt  mit  absoluter  Sicherheit  bloß  das  Seismogramm  des  Molukken- 
bebens  vom  28.  März  ergeben,  doch  steht  bei  seiner  höchst  eigen- 
artigen Entwickelung  zu  erwarten,  daß  alle  nach  dem  nämlichen 
T}rpus  entvdckelten  Seismogramme  auf  Beben  bezogen  werden 
können,  die  in  Ostindien  und  den  vorgelagerten  Inseln  sich  fühl- 
bar gemacht  haben. 

Nach  alledem  dürfte  man  berechtigt  sein,  unsere  Seismogramm- 
Tjpen  nach  den  epizentralen  Gebieten  der  zugehörigen  Beben  mit 
besonderen  Namen  zu  belegen  und  kann  sprechen  von: 

1.  einem  transatlantischen  Typus,  wenn  die  sich  auf- 
zeichnenden Wellen  den  atlantischen  Ozean  passiert  haben  und 
die  Haupiphase  mit  den  kräftigsten  und  längsten  Welleii  des 
ginzen  Seismogramms  beginnt; 

2.  einem  ostindischen  Typus,  wenn  sich  die  das  Seismo- 
gramm erzeugenden  Beben  jenseits  des  Himalaya  abgespielt  haben 
und  die  ersten  Wellen  der  Hauptphase  zwar  die  längsten  im 
Seismogramm  auftretenden  Perioden,  dabei  aber  auffallend  schwache 
Amplituden  besitzen; 

3.  einem  kontinentalen  Typus,  wenn  die  Wellen  in  dem 
dstUeh  und  südöstlich  von  uns  liegenden  Festlandskomplex  erzeugt 


I)  GsBLAHD,  Beiträge  zur  Geophysik  5.  Band  8.  446. 
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worden  sind  and  die  von  ihnen  im  Seismogramm  aufgezeichnete 
Hauptphase,  ohne  sich  scharf  von  den  Vorphasen  abzuheben,  aus 
mehr  oder  weniger  regehnäßigen  Wellenzügen  mit  den  gröfiten 
Amplituden  des  ganzen  8eismogrammes  besteht. 


Tafelerklänmg. 

Die  Tafel  ist  die  photolithographische  Reproduktion  zweier 
photographisoher  Abzüge  des  Original -Seismogramms,  auf  deren 
einem  nur  die  Aufzeichnungen  des  ersten  Stoßes  von  Kaschgar, 
auf  dem  andern  nur  diejenigen  des  70  Minuten  darauf  folgenden 
Bebens  mit  der  Feder  nachgezeichnet  wurden.  Das  Nähere  über 
die  Herstellung  der  Tafel,  über  die  Notwendigkeit  des  Auseinander- 
rückens beider  Seismogramme  sowie  die  Beschreibung  der  letzteren 
befindet  sich  auf  Seite  26  bis  29. 

Dem  I.  Einsatz  (jE^^)  4^  8™  folgen  die  Vorphasen  mit  den 
kräftigen  Wellengruppen  F,  bis  F4,  diesen  die  Hauptphase  U^ 
und  weiterhin  die  Endphase  EP.  Den  ohne  Unterbrechung 
reproduzierten,  auf  der  untern  Kurve  der  Tafel  allmählich  aus- 
klingenden Wellen  der  letzteren  ordnen  sich  5**  17"  8'  die  Aus- 
schläge des  ersten  Einsatzes  (E^  eines  zweiten  Bebens,  gefolgt 
von  der  Hauptphase  H^  über.  Von  der  Endphase  desselben  ist 
nur  der  Anfangsteil  zur  Darstellung  gelangt. 

Erdbebenstation 
des  paläontologisch-geologischen  Instituts  Leipzig.     Januar  1903. 


Drnekfertlg  «rkllirt  19.  II.  1908. 


über  Bernonllische  Zahlen 
imd  Fimktioiien  im  GeMete  der  Fniiktionen  zweier 

Yeränderlichen  Größen. 

Von 
Mastin  Krause. 

In  einer  Arbeit  des  Verfassers,  die  sich  in  den  vorjährigen 
Berichten  der  Eönigl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  findet, 
ist  eine  Theorie  der  ultra-bemonllischen  Zahlen  nnd  Funktionen 
abgeleitet  worden.  In  der  Einleitung  za  diesem  Aufsatze  sind 
einige  Verallgemeinerongen  kurz  skizziert  worden,  die  im  Gebiete 
der  BEKNOTTixischen  Zahlen  und  Funktionen  in  der  letzten  Zeit 
Ton  Yerschiedenen  Autoren  gegeben  worden  sind.  Im  Anschlufi 
Meran  möge  zunächst  noch  auf  die  folgenden  Arbeiten  hingewiesen 
werden,  die  es  sich  auch  zum  Ziele  setzen,  die  genannte  Theorie 
Dach  gewisser  Richtung  hin  weiterzufuhren.  Es  ist  das  erstens 
eine  Arbeit  von  Jonqui^re^),  in  welcher  Funktionen  betrachtet 
werden,  die  u.  a.  sich  in  die  Beihe  entwickeln  lassen: 

(^\^ n' '     "^^^^'     ^>^ 

und  in  engerm  Zusammenhang  mit  der  Yerallgemeinerten  Biemann- 
sehen  Beihe  stehen. 

Dann  aber  hat  Hei*r  Hurwitz')  fllr  die  EntwickelungskoefQ- 


i)  Über  eine  Verallgemeinenuig  der  BBBHouLLischen  Fmiktion  und 
ihren  Zusammenhang  mit  der  verallgemeinerten  RcBMAimBehen  Beihe. 
Stockholm.  Acad.  Bihang.  i6L  Siehe  auch  Fortechritte  der  Mathematik. 
Band  23.   S.  432. 

2)  Über  die  EntwicklnngskoefBzienten  der  lemniskatiscfaen  Funk- 
tionen.   Math.  Ann.  Band  51. 
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zienten  der  lemniskatiscben  Funktion  ähnliche  Eigenschafben  nach- 
gewiesen, wie  sie  die  BERNOULLischen  Zahlen  hesitzen  und  ein 
SchtQer  von  ihm,  Herr  Matter^)  hat  das  Analoge  für  die  Ent- 
wickelungskoeffizienten  der  Funktion  p{u]0,  4)  geleistet. 

Zu  diesen  Arbeiten  ist  nun  in  der  neuesten  Zeit  eine  Notiz 
von  Herrn  Appel^  getreten,  in  welcher  derselbe  auf  BEBNOULLische 
Funktionen  von  zwei  veränderlichen  GröSen  aufinerksam  macht 
und  dieselben  mit  den  elliptischen  Integralen  in  Verbindung  setzt. 
Im  Anschluß  an  letztere  Arbeit  hat  dann  der  Verfasser  dieses 
Aufsatzes^)  im  Gebiete  der  Funktionen  zweier  veränderlichen 
Größen  eine  Summenformel  aufgestellt,  welche  als  Analogen  zu 
der  MAC-LAUBiNSchen  Summenformel  im  Gebiete  der  Funktionen 
einer  veränderlichen  Größe  angesehen  werden  kann. 

Es  ist  der  Zweck  der  folgenden  Betrachtungen,  die  soeben 
genannten  Notizen  weiter  auszuführen,  vor  allem  die  Summen- 
formel ausfilhrlicher  zu  begründen. 


§  I. 

DefinitioB  von  BeinoHllisckeB  Zahlen  im  Gebiete 
4er  FnnktioBeii  iweier  veränderllelieB  Größen.   ReknrsionsfonBelB  für 

die  BereehnBBg  derselbeB. 

Unter  BERNouiitschen  Zahlen  im  Gebiete  der  Funktionen 
eweier  veränderlichen  Größen  tcoUen  wir  in  der  Folge  Größen 
7it  7%»  •  •  •  verstehen,  welche  der  Gleichung  Genüge  leisten: 

wöbd  a  und  ß  zwei  Willkürliche  Konstanten  bedeuten. 


i)  Die  den  BBBKouiiLischen  Zahlen  analogen  Zahlen  im  Körper  der 
dritten  Einheitswurzeln.  Vierteljahrsschrifb  der  Naturf.  Ges.  Zürich. 
Jahrgang  45-    1900. 

2)  Snr  les  fonctions  de  Bkbsouij;!  k  dem  yariablee  nnd  Über  die 
BfeBNouLLischen  Funktionen  zweier  veriinderlichen  Größen  von  K&^usb. 
Archiv  der  Math.  u.  Physik.    Dritte  Reihe.    IV.    B.  293. 

3)  Snr  une  fonnule  sommatoire  daoB  la  th^rie  des  fonctions  k 
denx  variables.    Comptes-Bendus  8  des.  1902.  Paris. 
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Ans  dieser  Gleichung  folgt  unmittelbar: 

oder  auch: 

W        y.  «  Ka*  +  n^\bn^ia*'^ß  +  •  -  •  ^5»  «  (ha  +  b'ß)(-) 

wenn  wir  die  Größen  h  durch  die  Gleichung  definieren: 

(3)  TZ-i  =  «*''=l  +  V  +  &iI^  +  --- 

Ans  der  letzten  Gleichung  folgt  bekanntlich,  daß  die  Größen  b 
mit  ungeradem  Index  der  Null  gleich  sind,  mit  Ausnahme  der 
Größe  6j,  welche  den  Wert  —  ^  hesitzt.  Hieraus  folgen  sofort 
die  Darstellungen: 

{4»)  7tfn  =  hm^"^  +  (2w),6,5t^»,a»«-«/5«  +  •  •  •  6im|5*'^, 
vorausgesetzt,  daß  m  >  2  ist,  während  für  m  »  2  sich  ergibt: 
{4b)  y,-&,a«+26fa/}  +  6,j3V 

Ferner  wird: 

(4c)       y,«+,=(2m+l)«^i&,«a/J(«»"»-*  +  |5««-0- 

Ans  diesen  Gleichungen  sind  die  Größen  y  der  Reihe  nach  zu 
berechnen,  wenn  die  Bernd ULLischen  Zahlen  bekannt  sind.  In 
doi  einfachsten  Fftllen  folgt: 

„  ^       ^  +  ß      ^        «'  +  P'   .   ^P      ^ «P(«  +  ß) 

Yi- — sö^  +  -r>   y5-      12       etc. 

Wir  können  die  Größen  y  aber  auch  direkt,  ohne  die  gewöhn- 
lidien  BEBNOULLischen  Zahlen  zu  kennen,  mit  Hilfe  von  Bekursions- 
formein  berechnen,  und  zwar  wird  sich  hier  eine  ähnliche  Mannig- 
faltigkeit ergeben,  wie  bei  den  letzteren.  In  der  Tat,  die  Formel  (i) 
ergibt  ohne  weiteres  die  Beziehung: 

(5)      (y  +  «  +  ßy^  -  (y  +  «)<»>  -  (y  +  ß^^  +  y«  -  0, 

außer  wenn  n  »»  2.  In  diesem  Falle  tritt  auf  der  rechten  Seite 
an  Stelle  der  Null  die  Größe  2«^. 
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Diese  Formel  kann  dann  dazu  dienen,  die  Größen  y  der 
Reihe  nach  zu  berechnen. 

Denken  wir  uns  ferner  in  Fonnel  (r)  an  Stelle  von  v:  —  v 
gesetzt,  so  wird: 

oder  also  wir  erhalten  die  Fonnel: 

(6)  (y+a   +   ß)(«)-(-.y)(«)«0, 

die  eine  ähnliche  Struktur  besitzt,  wie  die  Formel: 

(p  4.  i)(«)  -  (-  5)(«)  «  0 

in  der  Theorie  der  gewöhnlichen  BERNOULLischen  Zahlen.  Im 
Gegensatz  zu  Formel  (5)  bietet  sie  nur  die  Möglichkeit  die 
Größen  y  mit  ungeradem  Index  zu  berechnen,  wenn  die  Größen 
mit  niederem  Index  gegeben  sind.  Subtrahieren  wir  Formel  (5) 
von  Formel  (6),  so  ergibt  sich: 

(7)  (y  +  «)^»>  +  (y  +  ^)^*^  -  y« -  (-  y)^"^  «0, 

außer  wenn  n »  2 ,  wo  auf  der  rechten  Seite  der  Ausdruck 
—  2aß  zu  stehen  hat. 

Aus  diesen  Formeln  kann  dann  nach  bekannten  Prinzipien 
eine  unendliche  Anzahl  weiterer  abgeleitet  werden.  Es  geschieht 
das  mit  Hilfe  des 

Lehrsatzes:    Versteht  man    tmter   f(x)    eine   beliebige  gan»e 

rationale  FwnkHon  von  x,  so  finden  die  BdaUonen  stau: 

f{7  +  ^  +  ß)-  fiy  +  «)  -  f{y  +  P)  +  ny)  =  «^r  (0) , 

(8)  ^(y  +   «+^)_/-(-.y)=.0, 

f{y  +  «)  +  f{y  +  ß)-f{y)-  f(-  y)  «  -  «/»r  (0) , 

von  denen  die  letzte  eine  umnittdbare  Folge  der  beiden  ersten  ist 
Wir  sind  auf  diesem  Wege  im  stände  neue  Bekursionsformeln 

abzuleiten,   darunter  auch  abgekürzte.     Hierfür  möge  wenigstens 

ein  Beispiel  gegeben  werden. 
Wir  setzen: 

f(x)  =  (ä  —  «  —  ß)'^x* , 

dann  ergibt  sich  die  Beziehung: 

(9)      yin(y  +  «  +  isy«)  -  (-  l)-  +  «(y  +  «  +  ß^^^^yn  =  0, 
und  das  ist  eine  abgekürzte  Bekorsionsformel. 
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Wir  können  aber  weitere  Formeln  auf  folgende  Art  ableiten: 
Wir  hatten  gesetzt: 

zILi —.  ^y» 

(««•_  !)(«/»«'  —  1) 

An  SteUe  von  v  setzen  wir  links  nnd  rechts  2f ,  so  ergibt  sich: 

oder  also  wir  erhalten  nach  Zerlegung  des  Nenners  in  die  Faktoren: 

(ef^  -  1)  (e««  +  1)  {eP^  -  1)  (e/*»  +  1) 

den  Ldtrsatz:  Die  BERnouiLiscken  Zahlen  y  leisten  der  Behursums- 
fifrmd  Crenüge: 

(lo)  (2y  +  a  +  /5)<«)  +  (2y  +  «y»^  +  (2y  +  /3)(")  +  2«y„  ~  4y,«0, 

a«5  wddier  die  Größen  y  der  Beike  nach  berechnet  werden  können. 
Auch   hieraus   folgt    eine    allgemeine   Beziehung:    Verstehen 
wir  unter  f(x)   eine  beliebige  ganze  rationale  Funktion  von  x^ 
so  wird  allgemein  sein: 

(il)  f(2y  +  a  +  ß)  +  f(2y  +  a)  +  f{2y  +  ß)  +  f(2y)-^f(y)^0. 

Wir  können  die  letzten  Resultate  verallgemeinern.  In  der 
Tat,  setzen  wir  in  Formel  (i)  an  Stelle  von  t;:  kv^  wo  X  eine 
beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  so  wird: 


aßX^v* 


=  ey^* . 


Der  Nenner  kann  in  die  Form  gebracht  werden: 
(e-  -  1)  (e/^*  -  1)  (cC^-*)«"  +  e  (^-»)«''  +  .  . .  +  l) 

80  daß  wir  die  Beziehung  erhalten: 

(")  ^'yn-   y     ^  (iy  +  ra  +  sßr. 

Entwickeln  wir  die  rechte  Seite  nach  fallenden  y,  so  treten 
in  den  Koeffizienten  Doppelsummen  von  der  Form  auf: 

mit  denen  wir  uns  später  zu  beschlUtigen  haben  werdend 
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Anderweite  Dantellug  4er  BemonllischeB  ZaUei  y. 

Wir  fanden  für  die  Größen  y,^  den  Ausdruck: 

Es  können  hieraus  andere  Dantellungen  derselben  Größen 
hergeleitet  werden,  die  unter  ümstftnden  von  Wichtigkeit  sein 
können. 

Hieraus  folgt,  daß  wir  die  Größen  y^^  durch  eine  einfach 
unendUche  Beihe  darsteUen  kihmen,  in  deren  Koeffieienlen  die 
Größen  h  linear  auftreten  und  zwar  durch  die  Reihen  : 

(3)     y2«-6««(«»'"  +  ^*"')-»6»«-i(«»"-»^  +  «^»— 0  +  ^y^. 


r 


in  welcher  die  Größen  y^m  ^^  doppelte  Art  dargestellt  werden 
können,  nämlich  durch  die  Ausdrücke  (4): 


(r)        2w    2m~l  -^  _ , 


und: 

Daneben  Jk^nm  die  Größen  y$m  aber  auch  in  doppelt  unendliche 
B^hen  entwickelt  werden. 

Wir  gehen  dazu  yon  den  Entwickelungen  aus: 

UV  ^        av    ,  2a"t?'  2a'i?' 


2 
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Durch  Multiplikation  ergibt  sich  hieraus  die  Darstellung: 


rssOD     «ssoO 


r«l     ««1 


wobei  die  Yoraussetzting  hinznzunehmen  ist,  daß  -g  keine  ratio- 

oale  Zahl  ist 

Hieraus    ergibt    sich   zunächst   die    unmittelbar    ersichtliche 
Darsiellnng: 


dann  aber  wird: 


(-1) 


gSm^m 


rscoo 


y^ I  Jim"» 

TA  ^ 


rsaoO     «aaao 


(7)  „.- (- .)-'-=i-<SjP 2i+  2  S^r;-'. 

wobei  gesetzt  ist: 


r-r^f  »^ 


(8) 


y« 


.('-.  •)  _  (— 


Sm— S 


iSm  — S> 


Die  Resultate  modifizieren  sich,  wenn  a :  ß  eine  rationale  Zahl  ist. 
in  der  Tat,  nehmen  wir  an,  daß: 

ist,  wobei  a^  und  ß^  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten,  die  keinen 
gemeinsamen  Teiler  besitzen,  so  müssen  aus  der  Doppelsumme  in 
61.  (5)   alle  diejenigen  Glieder  fortgelassen  werden,  ftkr  welche: 

ist    An  ihrer  Stelle  treten  Glieder  von  der  Form: 

(V^g*  +  2«^«*»)« 

und  demgemäß  reduziert  sich  auch  die  Formel  (7). 

Die  auf  diesem  Wege  erhaltenen  Doppelsummen  treten  dann 
an  Stelle  der  einfachen  Summen: 

im  Gebiete  der  Funktionen  einer  yeränderlichen  Größe. 
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§  3. 

Definition  nnd  Hanpteigensebaften  von  BernonllLseben  Funktionen  » 
Gebiete  der  Funktionen  zweier  verfinderlieben  OH^fien.^) 

Ähnlich  wie  BERNOULLische  Zahlen  können  auch  Bbrnoulli- 
sche  Funktionen  im  Gebiete  der  Funktionen  zweier  yeränderlichen 
Größen  definiert  werden. 

Wir  gehen  dazu  yon  der  Gleichung  aus: 

(la)  — : ^ =sey» 

oder  auch: 

(ib)         a/3t?*«=  c<y  +  *  +  /*)»  —  c(y  +  a)»_c(y  +  /!Of +  gyr 

und  multiplizieren  dieselbe  mit: 

wobei  p  der  Beihe  nach  die  Werte  0,  1,  ...  o;  —  1,  $  der  Beihe 
nach  die  Werte  0,  1 ,  ...  y  —  1  annehmen  kann  und  addieren 
alle  Gleichungen.  Dann  ergibt  sich  durch  Vergleichung  der 
Koeffizienten  von  t;**  Hnks  und  rechts  die  Beziehung: 

(2)  9n(a?,y,  a,  /3)  =  (y  +  «ir+/5yy"^-(y+aa;)(«)-(y+/3y)W+y., 
wobei  gesetzt  ist: 

Bei  der  Ableitung  dieser  Beziehung  sind  die  Größen  x  und  y  als 
positive  ganze  Zahlen  vorausgesetzt.  Die  rechte  Seite  in  Gl.  (2) 
definiert  aber  bei  beliebigen  Werten  von  £  und  y  eine  ganze 
Funktion  von  x  und  y.  Wir  wollen  nun  folgendermaßen 
definieren: 

Unter  einer  BERNovLLischen  Funktion  nter  Ordnung  im  Ge- 
biete zweier  veränderlichen  Größen  soll  die  gange  Funktion  von  x 
und  y  verstanden  werden: 

{y  +  ccx  +  j5y)<«)  -  (y  +  axy-)  -  (y  +  ßyj^)  +  y, 

X  und  y  nennen  wir  ihre  Argumente^  a  und  ß  ihre  Barometer. 


I)  In  Bezug  auf  diesen  Paragraphen  möge  auf  die  in  der  Ein- 
leitung citierten  Notizen  im  Archiv  der  Math.  u.  Phys.  verwiesen 
werden. 
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Es  folgt  dann  der 

Lehrsatz:  VerstM  man  unter  x  und  y  0wei  game  posüwe 
ZMm^  80  stdlt  die  BERNouLLischt  Fimktion  nter  Ordnung  die 
Ikppelsumme  dari 


n(n-^l)aß  2j      2j    («^  +  i*«)' 

Für  die  soeben   angeführten  BBUNOULLischen  Funktionen  können 
noch  andere  Darstellungen  gegeben  werden. 
In  der  Tat,  der  Ausdruck: 

«(?t;«(e"*^--  l){eP^''  —  1) 
(e«»  —  1)  («/»•  ~  1) 

kann  geschrieben  werden: 

er»  (e««»  —  l)  (e/»y»  —  1) 
oder  auch: 

Hieraus   folgt,   daß   der  Entwickelungskoefißzient  von  —  gerade 

unsere   «te  BEBNOULUSche  Funktion  ist,  oder  also  wir  erhalten 
den  Lehrsatz: 

Die  f?orhin  definierte  BERNouLLische  Funktion  nter  Ordnung 
ist  gleidt  dem  nten  Lifferentialquotienfen  der  Funktion: 


aßv^  (e«*»  -  1)  (e/»y •  -  1)  :  (c«*  -  l)  (e^*  -  1) 

nadi  V  im  Punkte  x^O. 

Wir  können  aber  noch  eine  weitere  Darstellung  unserer 
Funktionen  geben.  In  der  Tat,  der  soeben  betrachtete  Quotient 
kann  auch  als  das  Produkt  der  beiden  Faktoren: 

uv{f'*  -  1)  :  €«•  —  1     und     /5i;(^»*  —  l)  :  e^»  -  1 

aufgefaßt  worden.     Hieraus  folgt  unmittelbar,  daß  er  auch  das 
Produkt  der  beiden  Summen  ist: 

wobei  unter  ^nie)  die  bekannte  BsRNOULLische  Funktion  einer 
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yeränderlichen   GMße    verstanden    wird,    die   für  einen  positiYezi 
ganzzahligen  Wert  von  0  gleich: 

ist     Hieraus  folgt  dann  der  Lehrsatz: 

Die  definierte  BERnouiLische  Funktion  nter  Ordnung  kann  in 
die  Form  gebracht  werden: 

9n(xj  y,  a,  /J)-fi««-»/J9.-.i(a?)9i(y) 
In  den  einfachsten  Fällen  wird: 

99(^1  y»  «,  /J)=-3a/Ja;y(aa;  +  /?y -«  —  /?), 
9>4  («•,  y,  «,  15)  --  2a/3xy  (2  (««a;*  +  /3>y«)  +  3aj8a;y  +  67^  («a?  +  /Jy)  +  6y 


•     • 


Die  soeben   eingeführten  Funktionen  haben  nun  ähnliche  Eigen- 
schaften wie  die  BBBNOULLischen  Funktionen  einer  yerftnderlichen 
Größe.     Es  möge  das  nicht  ausführlich  ausgeführt  werden,  viel- 
mehr beschränken  wir  uns  auf  die  folgenden  Bemerkungen. 
Bilden  wir  die  Funktion: 

9n{x+  1,  y,  «,  /3) 

so  kann  dieselbe  vermöge  der  bekannten  Beziehung: 

tpn  (x  +  1)  —  9n  («)  +  «a?"  -  * 
geschrieben  werden: 

9»(ic,  y,  «,  /3)  +  «(«- l)a"-*i5a;"-«9)i(y) 

In  ähnlicher  Weise  ist  die  GröBe: 

9n{x,  y+  1,  «,  /») 

zu  behandeln.     Hieraus  ergibt  sich  der  Lehrsatz: 

Die   Funktion  9.(0:  -|-  1,  y,  a,  /J)    X»iin   in  die  Form  ge- 
bracht werden: 

q>nix,  y,  a,  p)  +  an{ax  +  ß^df)}'"'^^ 
die  FunkHon  ^„(a:,  y  -|-  1,  a,  ß)  in  die  analoge: 

q>n{x,  y,  a,  ^)  +  |8w (j8y -f  ay  (ap))(" " i) . 
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Dabei  sind  die  Ausdrücke: 

{ax  +  ßip  (y)y«  -  *>     und     (ßy  +  ag)  (x))<*  -  *> 

flocft  dem  Jmomischen  Satfie  tsu  enttvickeln  und  ncuih  der  Ent- 
wvMmig  an  Steüe  van: 

<p  (xY    und     9  (yY 
m  setgen 

9^  (x)     resp.     q>f,  (y) . 

Die  beiden  soeben  befrachteten  Ausdrücke  sind  einfacher  zu 
berechnen,  als  die  BEBNOüLLischen  Funktionen  zweier  verSnder- 
liehen  Größen.  Kennen  wir  die  letzteren  also  in  dem  Intervall 
f  =  0,...,  1,  y  —  0,  ...  1,  so  können  wir  sie  für  weitere 
posiüye  Werte  von  x  und  y  auf  verhältnismäßig  einfache  Weise 
berechnen. 

Zu  ein&cheren  Resultaten  führt  die  Untersuchung  des 
Ansdracks: 

9n(x+  1,  y+1,   «,   ß)  —  9>n(x+  1,  y,   C,   ß) 

—  Vni».  y+  1,  «,  ß)  +  9n(xy  y,  a,  ß). 

Derselbe  kann  auf  mehrfachem  Wege  gebildet  werden.  Wir 
wollen  die  nte  BEBNOULUSche  Funktion  als  nten  Differential- 
qootienten  der  Größe 

«ßv^(f*^  —  1)  (e^y*  —  1)  :  (<?«•  -  1)  («<*•  -  1) 

uch  i;  im.  Punkte  t^  «>  0  zu  Grunde  legen.  Dann  wird  der  in 
Betracht  gezogene  Ausdruck  gleich  dem  nten  Differentialquotienten 
der  Größe: 

nich  V  im  Punkte  t? »  0  oder  also  gleich: 

Unter  solchen  umständen  erhalten  wir  den  Lehrsatz: 

Die  BERNouLusche  Funktion  nter  Ordnung  leistet  der  Ql^chung 
Genüge: 

l>n{x+l,y  +  l,a,ß)-q>n{x+l,y,a,ß)-g>n(x,y+lja,ß) 

+  q>n(x,  y,  «,  ß)^2aßni(ax  +  ßyY-r 

Diese  Gleichung  vereinfacht  wesentlich  die  numerische  Berechnung 
der  BBBMOULUSchen  Funktionen.     In  der  Tat,  denken  wir  uns 

lUtti.-pli7«.  KlMM  1908.  4 
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die  Werte  derselben  in  zwei  Streifen  gegeben,  beide  von  der 
Breite  1,  von  denen  der  eine  von  der  o;- Achse  und  der  Linie 
^  »  1,  der  andere  von  der  ^- Achse  und  der  Linie  o; »  1  und 
zwar  von  den  positiven  Teilen  dieser  Linien  begrenzt  ist,  so  folgt 
aus  der  abgeleiteten  Gleichung  eine  einfache  Berechnung  fEb*  die 
weiteren  positiven  Werte  von  x  und  y. 

Für  gewisse  Werte  der  Argumente  kann  der  Wert  der 
BERNOULLischen  Funktionen  leicht  angegeben  werden.  In  der 
Tat,  setzt  man  entweder  a;  =  0  oder  y  «  0,  so  folgt  aus  den 
Definitionsgleichungen  unmittelbar: 

,  X  9n{0,  y,  «,  15)  =  0, 

ipn(x,  0,  a,  /?)  =  0. 

Femer  folgt  mit  leichter  Mühe: 

(5)  91.(1,  1,  «,  /3)=-0, 

wenn  «  >  2,  sowie 

,^.  9«(1|  y»  «>  /5)— «aj5«-^g>,_i(y), 

(6) 

q>n{x,  1,  «,  /3)  =  na"-^j59)„__i(ir). 

Um  einige  weitere  Beziehungen  abzuleiten,  denken  wir  uns  den 
Ausdruck  zu  Grunde  gelegt: 

9n{x,  y,  a,  /?)  — «a'«-*j59„_i(ir)9i(y) 

Nehmen  wir  die  bekannte  Gleichung  hinzu: 

9,(1 -«:)-(- !)>„(«:),     n>l, 
so  ergeben  sich  die  Beziehungen: 

(?)  ^"^^  "*'  ^'  "'  |5)  «  9),(aj,  y,  -  «,  /J)  +  wajS"- Vi.-iÖ')» 
g>«(ar,  1  —  y,  «,  ß)  —  g>n(«,  y,  tt,  — /J)  +  «of»-"i/S9„_i(a;). 
Berücksichtigen  wir  die  Gleichung: 

Vn{x,  y,  «,  j5)  =  (-  !)>»(«,  y,  —  «,  —  /?), 
90  folgt  dann  für  n  >>  2  die  Beziehung: 

=-(— l)*(g>n(a?, y,  «,  i8)  — f«a«-^j59)„_,(ic)  — «a|5*'-*9)„-.i(y)). 
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Ebenso  einfEkch  folgt  der  Lehrsatz: 

Isi  n  eine  ungerade  Zahl  größer  aU  1^  so  ist  die  Größe: 

fn{i-x,  1-y,  a,  ß)  —  q>nil-'x\y,''Vjß)  —  ipn{x,  1— y,  a,ß) 

+  9>n{^y  y»  «>  ß) 

der  NM  gleich^  ist  dagegen  n  eine  gerade  Zähl  >  2,  so  folgt  für 
äesdbe  der  Wert: 

{'n<^-^ßtpn-i{x)—naß^-^q>n-i(y)  +  q>n{iC,  y,  «,  jJ)  — 9)»(a;,  y,  — «,  j5)). 

Von  besonderer  Bedentang  ist  der  erste  Teil  des  Satzes. 
In  der  Tat,  denken  wir  uns  fOr  einen  ungeraden  Wert  von  n 
die  BERNOuuJsclien  Funktionen  in  zwei  Streifen  gegeben,  beide 
Ton  der  Breite  j,  von  denen  der  eine  yon  der  rr- Achse  und  der 
Linie  jf=jy  der  andere  von  der  y -Achse  und  der  Linie  x  ^^  l 
und  zwar  von  den  positiven  Teilen  derselben  begrenzt  ist,  so 
folgt  aus  der  angegebenen  Beziehung  der  Wert  für  weitere  posi- 
tiie  Werte  von  x  und  y. 

Im  Punkte  fl? » j,  y  *»  y  ist  der  Wert  der  Funktion 
folgendermaßen  leicht  zu  bestimmen. 

Wir  können  ihn  als  den  nten  Differentialquotienten  der 
Größe: 

aßv^  (e'^  -  l)  (e'^  -  l)  :  (e« •  -  l)  (c^*  -  l) 

nich  V  im  Punkte  t? »  0  ansehen.     Letztere  Qröße  kann  aber 
geschrieben  werden: 

Crw&gen  wir,  daß  fOr  a,  ^  der  Ausdruck: 

(^*  _  1)  («/»•-_  1)  ""  ^ 

ist,  80  ergibt  sich  als  Wert  der  Funktion  tpn(\y  \^  ^i  ß)  ^^^ 
Ausdruck: 


2^ 


4ri(«i^fe«-i«"-'/J(2  -  l)(2«-i  -  1) 


4* 
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Ist   daher  n  eine  ungerade  Zahl  und  zwar  gleich  2  m -f-  1,   so 
reduziert  sich  dieser  Ausdruck  auf: 


ist  dagegen  n  eine  gerade  Zahl  und  zwar  gleich  2m,  so  erhalten 
wir  für  g)»m(i,  j»  «>  ß)  den  Wert:  (m  >  l) 

-j;^  ((2m),6,ft„„  -  ,««•«  -  */3«  (2«  -  1)  (2««  -  »  -  1) 

+  •  •  •  (2m),ft,««,6,««ß««-«(2«  -  1)(2«"— «  -  D). 

Endlich  möge  noch  mit  wenigen  Worteii  auf  die  Differential- 
quotienten der  BEBNOULLischen  Funktionen  eingegangen  werden. 
Wir  wollen  uns  dazu  die  Funktion: 

9n(xy  y,  «,  ß) 
geschrieben  denken: 

Differenziert  man  nach  x^    so  wird  der  Differentialquotient   der 
Klammer: 

oder  also  es  ergibt  sich  die  Belstion: 

d<p,{x,  y,  «,  ?) 

j^ =  ««9>,_,(«,  y,  «,  p) 

-1  /  *      t^f  —  r 


Nun  ist  aber 


av 


y!i>M, 


e<"  _  1      ^    "   r\ 

SO  daß  wir  für: 

ay,(g,  y,  «,  ffi 

den  Ausdruck  erhalten: 

nag>»-i(a?,  y,  «,  /?) 

+  na(a"-i&«-ig>o(y)  +  («  -  l)i«"""*/?^-29'i(y)  +  •  •  •  i5''-'&o9>.-i(j 
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In  ähnlicher  Weise  ist  der  erste  partielle  Differentiftlqiiotieiit  nach 
jf  zu  entwickeln. 

Die  Besnltate  können  in  dem  folgenden  Lehrsatz  zusammen- 
gefaßt werden: 

Die  beiden  ersten  BifferenlialquoHenten  der  Funktion  q>n  (^,  y,  a,  ß) 
lassen  sich  in  der  Form  darsteUen: 

^ =  »«g>,-i(aj,  y,  «,  /?)  +  na(a6  +  ßg^Cy)/»-^), 

?^^^ljl^^-n/?9),.i(a:,  y,  «,  ß)  +  nß(ßh  +  aipix)^^-'^ 

wM  die  beiden  Atisdrücke: 

(ab  +  ßg>(y))(^-'') 
und 

Mcfc  dem  binomischen  Saiee  zu  enttoickeln  und  nach  der  En^ 
widdung  an  Stelle  von  If^  ^'{pft  9>{yy  ^esp.  eu  setzen  ist: 

Dabei  ist  zu  bemerken,  daß  g>Q  (x)  »  q>Q  {y)  =  0  ist. 

§  4. 
Sunierog  gauer  ratieBaler  PuktioneB  tob  x  und  y.  Erste  Methode. 

Wir  hatten  gesetzt: 

aßv*  ! 


(««•—!)  («/*•— 1) 

Seilen  wir  links  und  rechts  an  Stelle  von  v:  —  t;,  so  können 
wir  die  Gleichung  auch  schreiben: 

wobei  dann: 

W  rn  -  (-  1)*  Yn  -  (-  1)-  («fe  +  ßbT^ 

ist    Wir  schreiben  Gleichung  (i)  in  der  Form: 

ond  multiplizieren  beide  Seiten  derselben  der  Reihe  nach  mit: 

eC'+y  +  of  +  i^*)»^ 


I 
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wobei  an  Stelle  von  r  and  8  zn  setzen  ist  resp.: 

1,  2,...i>;     1,  2,...g, 

und  X  und  y  zwei  beliebige  Grrößen  bedeuten. 

Addieren  wir  die  auf  diesem  Wege  entstandenen  Gleichungen 
und  vergleichen  den  Koeffizienten  von  t;*  +  *  links  und  rechts, 
so  erhalten  wir  fOr  die  Sunune: 

aß(n  +  2)(n  +  l)^  ^(^  +  y  +  «r  +  ßs)- 

den  Ausdruck: 

{/  +  x  +  y  +  ap  +  j5gy«  +  «)  -  (y'  +  a;  +  y  +  «!>)<'•  +  «) 

Derselbe  kann  auch  geschrieben  werden: 

-  (o;  +  y  +  /3«)»+>-?  +  {x  +  y)»  +  »-?). 

Setzen  wir: 

g>  (x,  y)  -=  («  +  y  +  ap  +  /?g)*  +  *  —  («  +  y  +  «p)"  +  * 

-  («  +  y  +  ßg)"+»  +  («  +  y)»+» , 

so  ist  die  Klammer  gleich: 

^yy(j?iy)  _,  ^yy(a?.  y) ^yy(j;,  y) 

wobei  6  den  Wert  hat: 

1 

6  s 


n  +  2,  n-f-l---**  —  P  +  5 

Erwägen  wir  noch  den  durch  Gl.  (2)  gegebenen  Wert  von  y^. 
so  folgt,  daß  die  nach  q  genommene  Sunmie  auch  geschrieben 
werden  kann: 

wobei  das  Symbol: 

in  bekannter  Weise  aufzulösen  ist. 
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unter  solchen  umständen  erhalten  wir  den  Lehrsatz: 
Versteht  man  unter  f(x^  y)  die  spetneUe  ganze  rcUdonalc  Ftmktion: 

«0  findä  die  Beeiehmiff  statt: 

iM&ei  die  Funktion  q>{x^  y)  durch  die  Gleichung  definiert  ist: 

In  dieser  Gleichung  sind  x,  y,  a,  ß  willkürliche  Größen.    Denken 
wir  an  Stelle  derselben  nns  resp.  gesetzt: 

»0«»  «1^»  «0«»  ^ßy 
wobei  Oq  und  Oj   zwei  weitere  willkürliche  Größen  bedeuten,  so 
wird  die  Gleichung  richtig  bleiben  —  dann  aber  folgt  sofort,  daß  sie 
aach  bestehen  bleiben  muß,  wenn  wir  unter  f{x^  y)  die  Funktion: 

{a^x  +  a^yY^^ 

und  unter  tp{x^  y)  die  hiermit  zummenhftngende  Funktion: 

9(a^,  y)  — /*(a?+ai>,  y  +  /3g)  — /'(a;  +  «1?,  y)-f{x,  y+ßq)+f(x,  y) 

verstehen,  während  a  und  ß  ihre  Werte  beibehalten. 

Hieraus  folgt  aber  mit  Hilfe  weniger  Schlüsse  der  Lehrsatz: 
Versieht  man  unter  f(x,  y)   eine   beliebige  gange  rationale 

Funktion  von  x  und  y  von  der  Ordnungszahl  n  +  2^  tmter  a  und  ß 

bMbige  Größen,  so  findä  die  Besfiehuny  statt: 

woM  die  Funktion  q>{x,  y)  durch  die  QMchvmg  definiert  ist: 
?(x,jf)  =  /•(«  + «j),  y  + /Ja)  - /-(aj+ai»,«)- /•(x,y  + |J5f)+/-(a!,y). 

§5.') 
SoiMieinBg  gauer  rationaler  Fuktioaen  ven  x  ud  y.  Zweite  Methode. 

Das  Schlußresultat  des  vorigen  Paragraphen  kann  noch  auf 
eine  andere  Methode  abgeleitet  werden,  die  vor  der  vorigen  den  Vor- 
zog hat,  daß  sie  auf  allgemeine  Funktionen  übertragen  werden  kann. 

i)  Siehe  in  Bezug  auf  die  beiden  letzten  Paragraphen  die  oitierte 
Kote  des  Verfassers  in  der  Gomptes  Bendus. 
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Wir  verstehen  dazu  unter  f{x^  y)  eine  ganze  rationale  Punk- 
tion von  X  und  y  von  der  Ordnungszahl  m  und  bilden  den  Aus- 
druck: 

{i)F{x,y)^f{x-u,y-ß)--f{x--a,y)^f{x,y-f)+f{x,yy 

Derselbe  kann  nach  dem  TAYLORSchen  Lehrsatz  entwickelt  werden 
und  zwar  wird: 

In  ähnlicher  Weise  können  die  ersten,  zweiten  etc.  Differential- 
quotienten von  F(x^y)  nach  Potenzen  von  a  und  ß  entwickelt 
werden,  wobei  sich  das  Gleichungssjstem  (3)  ergibt: 


^ssffl — 1 


•n  —  S 

m— 1 

a'F     V(- ly  /  8'  /  a/- ,  ff  aA(»    ..  y+V    ..„y^Vx 
dxdy"'^   ft!  Va«ayra«'''Pay^        a«^+'ay   ^  d^+^dxP 

m— 8 

a'F     V(-ir/a'    A.  g/^  I  ff  aA'^)   „,.  g^+V     ^^  y+V  \ 
gy*  "-^   f»i  Vgy*  \  dx'^Pdy)     "  ax^ay«    ^  drf^*r 

Die  Oleichimg  (2)  und  die  Gleichungen  des  Sjstemes  (3) 
multiplizieren  wir  der  Beihe  nach  mit: 

18  1 

1>     -Cio«i      -%/5>     TTä<^«*'     r^^i**/^'      iT2%P*» 

-jr^*'''     ■"SV^I«*/'»     -5tCi,a/3»,     -^c^ß*     etc., 

wobei  die  Größen  c  einstweilen  willkfirlich  gelassen  werden  und 
addieren    sie   sämtlich.      Die   rechte  Seite   wollen  wir  uns  nach 
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steigenden  Differentialquotienten  von  f{x^y)  in  der  gewöhnlichen 
Weise  geordnet  denken,  dann  nimmt  das  erste  Glied  die  Form  an: 

^^  dxdy' 

Wir  wollen  nun  versuchen,  die  Größen  c  so  zu  bestimmen, 
daß  die  Koeffizienten  aller  übrigen  Diffemtialquotienten  ver- 
schwinden. Nehmen  wir  zunächst  die  Reihe  der  Differential* 
quotienten: 

aV  aV  d^f 


dx^dy'     dx^dy'  dxf-^dy'  *" 

so  werden  die  Koeffizienten  Null,  wenn  die  Gleichungen  bestehen: 


1  +  (fi  —  l)iCio  +  (f*  —  l)s^  H (f*  —  l)/u-sC^-20«  0. 

Hieraus  folgt,  dafi  die  Größen  c^^,  c^,  c^.  . . .  resp.  gleich 
^1^1  ^9  •  •  -  ^^^  müssen.  Dasselbe  Resultat  ergibt  sich  ffir 
^e  Größen  ^d  ^9  <^9  •  •  •  ^^  nehmen  nunmehr  die  Differential- 
quotienten: 

av         av  a^/" 


so   werden 
stehen: 

die   Koeffizioitsii  Null,    wenn 

(^  +  2<^j  -  0, 
«M  +  3iCu  +  3,c^  -  ( 

die 

• 

-2). 

•         • 

Gleichungen    be- 

•    •     *     • 

-  2X^11  +  (f»  -  2),c«  +  • 

•              m 

1—80/4  — »1  =  0. 

Hieraus  folgt,  daß  die  Größen: 

resp.  gleich  sind: 

oder  also  es  folgt: 

^1  *•  ^1^1»     ^1  ""  ^s^i>  •  •  •  ^/*— M  "  ^fi-^z^r 
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In  ähnlicher  Weise  kann  weiter  gegangen  werden  Es  er- 
gibt sich  das  Resultat,  daß  die  Größen  Cf^^  durch  die  angegebenen 
Bedingungen  eindeutig  bestimmt  sind  und  den  Wert  besitzen: 

(4)  Cf^v  ^  bfihr  ^  Cvfi- 

Die  linke  Seite  nimmt  die  Form  an: 


m 


SO  daß  wir  den  Lehrsatz  erhalten: 

Versteht  man  unter  f(x,  y)  eine  ganze  rationale  Funktion  von 
X  und  y  von  der  Ordnung  m  und  setzt: 

F{x,y)^f(x-(x,y-ß)-f{x-a,y)^f{x,g-ß)  +  f(x,y), 

wobei  a  u/nd  ß  voWcommen  unWoürlit^e  Größen  bedeuten,  so  findet 
die  Beziehung  statt: 


m 


In  dieser  Formel  setzen  wir  an  Stelle  von  x  und  y  die  Größen 
^  +  ^«y  y  +  sß  und  lassen  r  und  s  der  Reihe  nach  resp.  die 
Werte  annehmen: 

1,  2,  .  .  .  !>;     1,  2,  ...  g 

und  addieren  s&müiche  Formeln.  Dann  erhalten  wir  auf  der 
linken  Seite  die  Summe: 

".^  ^  dxdy 

Die  rechte  Seite  nimmt  die  Form  an: 


m 


wenn   die  Funktion  fp{x^y^   durch   die  Gleichung  definiert  wird: 

unter  solchen  umständen  erhalten  wir  den  Lehrsatz: 
Versteht  man  unter   f(x,  y)   mne   beliebige   ganze  rationale 
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Funktion  von  x  und  y  v(m  der  Ordnung  m  und  unier  a  und  ß 
hdidnge  Größen,  so  findet  die  Bmehung  statt: 

wobei  die  Funktion  tp  (a;,  y)  durch  die  Gleichung  definiert  ist: 
9(^9)  ^f(3c  +  apyy  +  ßq)-f(x  +  cip,y)-'f(x,y  +  ßq)  +  f{x,y). 

Es  ist  das  derselbe  Satz  wie  am  Ende  des  yorigen  Parapraphen, 
nur  daß  die  Bezeichnungen  zum  Teü  geändert  worden  sind. 

§6. 

Avfstellug  einer  allgeMeinen  SvmienfonBel 
n  GeUete  der  Puktionen  zweier  verfinderlielieii  Größen. 

Die  zuletzt  angewandte  Methode  gibt  die  Möglichkeit,  eine 
allgemeine  Summenformel  im  Gebiete  der  Funktionen  zweier  ver- 
änderlichen Größen  aufzustellen.  Wir  nehmen  dazu  an,  daß 
f{xj  y)  eine  beliebige  Funktion  von  x  und  y  sei,  die  sich 
nach  dem  Taylor  sehen  Satze  entwickeln  l&ßt  und  setzen 
wiederum: 

(1)  F(x,y)^f{x-a,y^ß)^f(x''a,y)^f(x,y-ß)+fix,y\ 

dann  tritt  an  Stelle  der  Formel  (2)  des  vorigen  Paragraphen  die 
Formel: 

(2)  F(x,y)^8n,o  +  Bfno, 

wobei  8mo  der  Wert  der  rechten  Seite  in  der  Formel  (2)  des 
Torigen  Paragraphen  ist,  und  für  jß^o  der  Ausdruck  gewählt 
werden  kann: 


(- 


^/C-O' 


\L^f(^^)  i  ß^f(i^n)\(^'^')   ^n,+i8"+V(iy)    flm-uia"^V(^>^)1.^ 

wobei  gesetzt  ist: 

i==a;  — cf<,    fi^y  —  ßt. 

In  ähnlicher  Weise  ist  in  den  Gleichungen  des  Sjstemes  (3) 
des  vorigen  Parapraphen  auf  der  rechten  Seite  je  ein  Best  hinzu- 
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ztLfögen.     Bezeichnen  wir  denselben  resp.  durch  Rm—i,ih  ^—1,1» 

^-2,0,  ^— 8,i>  ^—2,8»  ...  so   erhalten  wir  fttr  dieselben  die 

Ansdräcke: 

1 

0 

1 
0 

LayV       dx     ^P     dy    /         "^      ax^ay         ^       ay~+*    J 
Die  Ansdrftcke  f&r: 

JBni,09      -Rm— l,Oi      -Rm— 1,1>      ■Bm— 2,(h      -Km— 2, 1>      -Bm— 2,2--. 

sind  nun  der  Beihe  nach  zu  multiplizieren  mit: 

1,     -«^,     -ßh^     rh^«'    iTl^i^i'     1— 2^«'-- 
und  zu  addieren. 

Bei  der  Addition  sind  dreierlei  Arten  von  Gliedern  zu  unter- 
scheiden^ erstens  solche,  bei  denen  Faktoren  von  der  Form: 

vorkommen,  zweitens  solche,  bei  welchen  sich  Faktoren  von  der  Form : 


\ — V 


und  endlich  solche,  bei  denen  sich  Faktoren  von  der  Form: 

vorfinden. 

Wir  wollen  uns  zuerst  mit  den  Gliedern  der  ersten  Art  be- 
schäftigen. Der  hierauf  bezügliche,  innerhalb  des  Integrals  stehende 
Teil  kann  in  die  Doppelsumme  zusammengefaßt  werden: 
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wobei  gesetzt  ist: 

und  die  Summatioii  nach  fi  von  0  bis  m,  nach  v  von  0  bis  ft 
lu  nebmen  ist  Non  kann  die  Größe  Df,r  i^ber  symboliscb  ge- 
ickrieben  werden: 

oder  ancb: 

"    dx      ■'■P    ay    ' 
wobei  2)^.  den  Wert  besitzt: 


Setzen  wir  diesen  Wert  in  nnsere  Doppelsunune  ein,  so 
nimmt  sie  die  Fenn  an: 

weim  wir  tinter  iS  die  Summe  verstehen: 

die  anch  symbolisch  geschrieben  werden  kann: 

(.2*i(i-.  +  »)  +  ??£|Ä  (._,  +  »,.)- 

Wir  nehmen  jetzt  die  vorbin  angedeutete  zweite  Kategorie 
von  Gliedern.  Der  hierauf  bezügliche  Teil,  welcher  innerhalb  des 
Integralzeichens  steht,  kann  geschrieben  werden: 

Wendet  man  ihnlicbe  Betrachtungen  wie  vorbin  an,  so  Folgt 
sls  Wert  dieses  Teiles: 


wenn  unter  8^  die  QrOfie  verstanden  wird: 
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Analog  wird  sich  beim  dritten  Teil  ergeben: 

wenn  gesetzt  wird: 

Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  den  Lehrsatz: 
Verstefit  man   unter  f(x,  y)  eine   beliebige  FunHion  von   x 
und  y,  die  nach  dem  Tatlo fischen  Lehrsatz  entmckeU  werden  kanm, 
unter  a  und  ß  beliebige  Grröfien,  so  findet  die  Beziehung  statt: 

iu=0 

wobei  gesettt  ist: 

F(x,  y)  -f(x-cc,y-ß)-  fix-u,  y)-f{x,y-p)-\-f{x,y) 

und  Bn  den  Wert  besitzt: 

0 

In  der  allgemeinen  Summenformel  würde  dann  ein  ähnliches 
Restglied  auftreten,  welches  aus  dem  soeben  hingeschriebenen 
durch  Summation  entsteht. 

Die  Form,  die  dieses  Bestglied  besitzt,  kann  als  eine  ein* 
fache  nicht  bezeichnet  werden.  Es  dürfte  sich  empfehlen,  bei 
Anwendungen  aus  derselben  weitere  Formen  abzuleiten,  ähnlich 
wie  es  bei  der  gewöhnlichen  MAC-LAuniNschen  Summenformel 
geschieht,  indessen  würde  es  den  Rahmen  dieser  BetrachtungMi 
überschreiten,  hierauf  näher  einzugehen. 
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SITZUNG  VOM  2.  MÄRZ  1903. 

Es  hat  yozgeiragen: 

Herr  M.  SisiVBiBD:  ^Znr  EenntniB  der  Hydrolyse  des  Eiweißes"*. 

Herr  A.  Matxr  teilt  eine  Notiz  von  Herrn  G.  Sghbffsbs  mit:  „Be- 
merkungen zu  einem  Satze  von  Sophus  Lts  über  algebraische 
Funktionen". 

Herr  Esoxl  einen  Aufsatz  von  G.  Eowalswski:  „Über  projektive  Trans- 
foTmationsgmppen*^ 

Gresch&ftlich  haben  vorgelegen: 

1.  Die  Anzeige  der  Münchner  Akademie  betreffend  den  am 
38 — 29.  Mai  in  München  abzuhaltenden  Kartelltag. 

2.  Die  Einladung  der  Bojal  Society  zu  der  für  den  4.  Juni  in 
London  anberaumten  Sitzung  des  Komitees  der  internationalen  Asso- 
ciation der  Akademien.  In  beiden  F&llen  behält  sich  die  Klasse  vor, 
erst  nach  Kenntnis  der  Tagesordnungen  Beschluß  zu  fassen. 

3.  wird  eine  Aufforderung  der  Berliner  Akademie  mitgeteilt  zur 
Beihilfe  an  den  Vorarbeiten  zur  interakademischen  Leibniz- Ausgabe. 

4.  Einige  die  H&rtelstiftung  betr.  Fragen  werden  den  Sekretären 
der  beiden  Klassen  cur  Erledigung  überwiesen. 

5.  Die  ungarische  Akademie  der  Wissenschaften  übersandte  die 
AuMchreibung  eines  Bolyai- Preises. 


Zur  Kenntnis  der  Hydrolyse  des  Eiweißes. 

Von 

M.    SiEOFBIED. 


/ 

/ 


\ 


Das  Stadium  der  Peptone  ist,  wie  ich  bereits  wiederholt^) 
erYorgehoben   habe,  in  erster  Linie  geeignet,  zu  Einblicken  in 
jäie    Eonstitation    des    Eiweiflmoleküles    za    fahren.      Denn    die 

j  Peptone  entstehen  durch  die  allmählich  hydrolysierende  Wirkung 

\', 

i)  M.  Sbgpbibd,  Arch.  f.  Anat.  u.  Physiologie,  physiol.  Abtlg:  1894. 
S.  417  n.  Ber.  d.  deutschen  ehem.  (^eseUsch.  33  S.  2852. 
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der  VerdaunngsenzTme  aus  dem  Eiweiß,  sind  selbst  noch  eiweiß- 
fthnlich,  dabei  aber  viel  kleinere  Moleküle  als  das  Eiweiß.  (Gelingt  j 
es  erst  die  Konstitution  eines  Peptons  festzustellen,  so  ist  der  Weg 
von  den  Peptonen  tlber  die  Albnmosen  zum  Eiweiß  gegeben.    ..^ 

Seitdem  es  mit  Hilfe  der  yon  mir  beschriebenen  Eisen- 
methode möglich  war^),  reine,  wohl  charakterisierte  Peptone  dar- 
zustellen, ist  die  Aufgabe,  die  Spaltungsprodukte  derselben  zu 
untersuchen,  von  meinen  Schülern  und  mir  bearbeitet  worden. 
In  allen  Fällen  haben  sich  als  Spaltungsprodukte  Basen,  Arginin, 
und  Ljsin,  sowie  Amidosfturen,  unter  diesen  in  erster  Linie 
Olutaminsfture  ergeben. 

Mein  Bestreben  ging  dahin,  den  Abb«^"  t^f^r  Pftpf/^nft  afthritf.- 
weise  vorzunehmen,  um  so  wieder  einfachere  Komplexe  als  die 
Peptone,  aber  größere  als  die  Basen  nnij^Ary^ii^nQitnrATi ^  y.n  ar- 
halifiiLe.  Denn  nur  so  läBl  sich  eiife "Kenntnis  der  Atomgruppen 
gewinnen,  aus  denen  die  letzten  Spaltungsprodukte,  die  Amido- 
sfturen und  Basen,  entstehen. 

Der  weiteren,  successiven  Spaltung  wurde  das  durch  tryp- 
tische  Verdauung  aus  Leim  dargestellte  Pepton  von  der  ein- 
fachsten Formel  C^gH^  NgOg,  die  zugleich  die  Äquivalentformel 
der  ausgesprochenen  Sfture  ist,  unterworfen.  Wie  bereits  mit- 
geteilt^, wurden  als  Spaltungsprodukte  bei  vollständiger  Zer- 
setzung mit  Schwefelsäure  aus  diesem  Pepton  Arginin,  Lysin, 
Glykokoll  und  Glutaminsäure  erhalten. 

um  ein  Bild  der  äUmähUchen  Einwirkung  verdünnter 
Salzs&ure  auf  dieses  Pepton  zu  gewinnen,  wurde  während  der 
Spaltung  in  kurzen  Intervallen  das  Sinken  des  Drehungsver- 
mögens  der  salzsauren  Lösung  untersucht.    Das  Pepton  dreht  sehr 

20 

stark  nach  links,  M^v  ™—  loi^,  die  Summe  der  Spaltungs- 
produkte in  der  salzsauren  Lösung  nach  rechts.  Gerade  wegen 
seines  hohen  Drehungsvermögens  wurde  dieses  Pepton  gewählt 
Versuch  I.  Eine  Lösung  des  Peptons  in  12,5%  Salzsäure, 
welche  lo^o  Zinnchlorür 'enthielt,  drehte  im  20***  Bohr  um  6,1® 
nach  Unks.  Die  Lösung  wurde  vor  dem  Bückflußkühler  rasch 
zum  Sieden  erhitzt,  jedesmal  eine  bestimmte  Zeit  im  Sieden  er- 


i)  M.  SiEOFBiED,  Ber.  d.  deutschen  ehem.  GeBellschaft  33  S.  2851. 
Derselbe  Zeitschr.  f.  physiol.  Chemie  35  S.  164. 

2)  M.  SiEOFBisD,  Zeitsch.  f.  physiol.  Chemie  35  S.  187. 
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halten,  und  rasch  abgekühlt;  hierauf  wurde  im  20^  Bohr  das 
Drehungsrermögen  bestimmt. 

So  wurde  erhalten:  nach       o  Minuten  Sieden  a  »  —    6,1^ 

20 

w  "5  w  n 

w       205  „  „ 

Da  Versuch  I  gezeigt  hatte,  daß  durch  Sieden  mit  i2,57o 
SalzsSure  und  ZinnchlorOr  die  Zersetzung  so  rasch  erfolgt,  daß 
konstante  Zwischenphasen  nicht  zu  beobachten  waren,  wurde  in 
emem 

IL  Versuch  mit  12,5%  Salzsfture,  die  20%  Zinnchlorür 
enthielt,  zuerst  bei  Zimmertemperatur,  dann  bei  38^  zersetzt  Es 
worden  beobachtet: 

Nach       o  Stunden  «  «=  —  11,76® 

„        14         „      bei  Zimmertemperatur  «  =  —  11,70^ 

33         „       „  ,,  «--11,450 

»        62         „       „  „  ««— 11,16® 

«        86         „        „  „  a 10,890 

»      134         „        „  w  « 1046® 

Die  durch  Sinken  des  Drehungsvermögens  kontrollierte  Spal- 
tung des  Peptons  erfolgte  also  bei  Zimmertemperatur  außerordent- 
lich langsam.  Deshalb  wurde  dieselbe  Lösung  weiter  auf  38® 
ei'wftrmt. 

Nach     22  Stunden  bei  38®  «  =-  —  8,40® 
w        70        »  «      w    ««  —  6,14® 

«      "8        „         w     „     « 5tOO® 

w      166        „         „     „     ««  —  4,82® 

Dieser  Versuch  zeigt,  daß  durch  Spaltung  mit  12,50/0  Salz- 
fiore  bei  38®  die  Zersetzung,  soweit  sie  durch  das  Drehungs- 
T«nnOgen  der  Lösung  kontrollierbar  ist,  nach  118  Stunden  Halt 
macht  und  auch  nach  214  Stunden  nicht  merklich  weiter  geht. 

Hieraus  war  zu  schließen,  daß  Zwischenprodukte  entstanden 
waren,  welche  der  weiteren  Spaltung  durch  12,50/^  Salzsäure 
bei  38®  hartnftckig  widerstehen. 

Zu  den  weiteren  Versuchen,  welche  die  Isolierung  zunächst 
eines  dieser  Zwischenprodukte  bezweckten,  wurde  das  Pepton 
7  Tage    lang   mit   der    10 fachen   Menge    12,5^/^    Salzsäure   im 

6* 
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Brutschrank  gehalten,  das  Beaktionsprodnkt  mit  Phosphorwolfram- 
sänre  aosgefftllt. 

Der  Phosphorwolframs&ureniederschlag  wurde  mit  57o  H,S04 
Cl-frei  gewaschen,  in  heiBem  Wasser  unter  Zusatz  von  Ammo- 
niak gelöst  und  mit  Barythydrat  zersetzt.  Das  Filtrat  vom 
Barytniederschlage  wurde  nach  Entfernung  des  fiherschüssigen 
Baiytes  durch  Kohlensäure  eingedampft  und  hinterließ  einen  Sirup, 
der  nach  dem  Trocknen  bei  70^  und  über  Schwefelsäure  im 
Yacuum  stark  alkalisch  reagierte  und  die  Biuretreaktion  gab. 
Derselbe  wurde  in  wenig  Wasser  gelöst,  die  Lösung  mit  Salzsäure 
angesäuert.  Hierbei  entwich  Kohlensäure.  Die  erhaltene  Substanz 
bestand  vorwiegend  aus  einer  starken  Base,  welche  Kohlen- 
säure bindet.  Zu  der  schwachsalzsauren  Lösung  wurde  Platin- 
chlorid gegeben  und  durch  Alkohol  und  Äther  ein  Platinaalz 
gefällt  Bei  dieser  Darstellung  verschmierte  zunächst  das  außer- 
ordentlich leicht  lösliche  Platinsalz  und  wurde  durch  Losen  in 
wenig  Wasser  und  Fällen  mit  Alkohol  und  Äther  in  hellbraunen 
Flocken  erhalten.  Auf  keine  Weise,  auch  selbst  bei  über  Monate 
ausgedehnten  Versuchen,  konnte  es  ganz  oder  teilweise  kristallisiert 
erhalten  werden. 

Die  Analysen  der  bei  verschiedenen  DarsteUungen  erhaltenen, 
wiederholt  umgefällt  und  fraktioniert  gefällten  Platinsalze  gaben 
zwar  ähnliche,  aber  keine  so  konstanten  Werte,  daß  aus  ihnen 
die  Zusammensetzung  der  Base  hätte  abgeleitet  werden  können. 

um  ausgiebigeres  Material  zu  gewinnen,  wurde  versucht,  die 
Base  direkt  aus  Gelatine  darzustellen.  Li  den  zu  dem  Zwecke 
ausgefCihrten  Versuchen  wurde  Oelatine  mit  der  10  fachen  Menge 
12,5^0  gr.  Salzsäure  12  Tage  auf  38^  erwärmt,  das  mit  dem 
gleichen  Volumen  Wassers  verdünnte,  von  einer  sehr  geringen 
flockigen  Ausscheidung  abfiltrierte,  Beaktionsgemisch  wurde  unter 
kräftigem  umrühren  mit  5  o^oiger  Phosphorwolframsäure  ausgefällt. 
Die  weitere  Verarbeitung  geschah  wie  in  den  mit  Pepton  an- 
gestellten Versuchen.  Trotz  des  jetzt  reichlicher  vorhandenen 
Materiales  konnten  keine  Platinsalze  von  ganz  konstanter  Zusanunen- 
setzung  erhalten  werden.  Auffallend  scharf  war  jedoch  die  Konstanz 
des  Verhältnisses  C  :  N  »  2.  Später  nach  Feststellung  der  Zu- 
sammensetzung der  Base  fanden  die  Analysen  der  Platinsalze  ihre 
Erklärung.  Die  Werte  entfernten  sich  nur  wenig  von  den  fEb:  das 
Platinsalz  der  Formel  berechneten,  und  zeigten,  daß  die  Base  mit 
nicht  genau  äquivalenten  Mengen  Platinchlorids  verbunden  war. 
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Hingegen  fährte  die  Darstellung  des  Sulfates  zum  Ziel  Die 
aus  dem  Phosphorwolframs&ttreniederschlage  erhaltene,  mit  Alkohol 
gelSÜlte  Base,  die  stets  Kohlensäure  enthielt  und  stark  alkalisch 
reagierte,  wurde  in  Schwefels&ure  verschiedener  Konzentration 
gelöst  und  gefällt.  Es  ergab  sich  fOr  die  aus  verschiedenen 
Darstellungen  erhaltenen  Präparate  konstante  Zusammensetzung, 
die  auch  nach  wiederholtem  ümfäUen  aus  Schwefelsäure  kon- 
stant blieb. 

J.  Darstdking,  Die  durch  Zersetzung  der  Gelatine  erhaltene 
Rohbase  wurde  in  das  Platinsalz  übergeföhrt.  Aus  400  gr.  Gelatioe 
wurden  I55gr.  Platinsalz  gewonnen.  Dasselbe  wurde  mit  Schwefel- 
wasserstoff zersetzt,  das  Filtrat  vom  Schwefelplatin  eingeengt 
and  mit  Phosphorwolframsäure  ausgefällt.  Aus  dem  Niederschlage, 
der  mit  ^\\gBr  Schwefelsäure  chlorfrei  gewaschen  war,  wurde 
die  Base  dargestellt  Das  Gewicht  der  aus  sehr  verdünnt  ammo- 
makalischer  Lösung  in  Alkohol  gefällten  Base,  über  Schwefel- 
säure getrocknet,  betrug  12  gi*.  Die  Verluste  bei  der  wiederholten 
Ausfällung  mit  Phosphorwolframsäure,  Fällung  des  Platinsalzes 
und  der  Base  sind  sehr  bedeutende  wegen  der  relativen  Löslich- 
keit der  betreffenden  Niederschläge  in  den  betreffenden  Flüssig- 
keiten, ermöglichen  aber  gerade  deshalb  die  sichere  Beindarstellung. 
5  gr.  dieser  Base  wurden  in  1 5^  Wasser  +  5  gr-  konz.  Schwefel- 
saure gelöst,  in  Alkohol  verrührt,  abgesaugt  und  mit  Alkohol 
und  Äther  gewaschen.     Ausbeute  an  Sulfat:  3,5  gr. 

Analysen  der  bei  70^  bis  zum  konstanten  Gewichte  ge- 
trockneten Substanz. 

L  0,2025  gr  S.  g.  0,2351  gr.  CO,  u.  0,1 128  g.  H. 

C-3i,667o  H  =  6,237o 

IL  0,2002  gr.  S.  g.  28,2««*  tr.  N  bei  757™  Bar.  u.  24<>  T. 

«  16,13%  N 

Das  Sulfat  wurde  aus  i  obiger  Schwefelsäure  in  Alkohol 
umgefällt,  abgesaugt,  über  Schwefelsäure  und  zur  Analyse  bei  70^ 
bis  zur  Gewichtskonstanz  getrocknet. 

m  0,1960  gr.  S.  g.  0,2308  gr.  COj  u.  0,1 125  gr.  H,0 

C  =  32,io7o  H-6,27% 

IV.  0,2085  gr.  S.  g.  29,7«»  tr.  N.  b.  755"*"  Bar.  u.  2f 

N- 16,10% 

V.  0,2141  gr.  S.  g.  0,1552  gr.  BaSO^  -=  9,95 7o  ^ 
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n.  DcMTsteUung.  30  gr.  aus  dem  Phosphorwolframs&ure- 
niederschlage  einer  anderen  Zersetzung  erhaltenen  Bohbase  wurden 
in  50®®"  Wasser  gelöst,  dazu  die  Mischung  von  15**°*  Wasser  und 
1 5  gr.  konz.  Schwefelsäure  gegeben  und  in  Alkohol  gef&llt.  Die 
Substanz  wurde  z.  Analyse  bei  100°  getrocknet: 

VI.  0,1845  gr.  S.  g.  0,2181  gr.  CO,  u.  0,0948  gr.  H,0 


0-3V67o 


H  -  5,75  % 


Vn.  0,2028  gr.  S.  g.  28,4«»»  tr.  N.  b.  20^  u.  752"»"  «  i6,i4N 
Vm.  0,2050  gr.  S.  g.  0,1456  gr.  BaS04  —  9,75  7o  S 

1 2,5  gr.  des  Sulfates  wurden  in  einer  Mischung  von  25  ^'^  Wasser 
und  20  gr.  konzentrierter  Schwefelsäure  (!)  gelöst  und  in  Alkohol 
yerührt.  Das  ausgeschiedene  Sulfat  wurde  in  ca.  40  ^'^  Wasser, 
dem  einige  Tropfen  konzentrierter  Schwefelsäure  zugesetzt  waren, 
gelöst  imd  in  2  Liter  Alkohol  verrührt.     Ausbeute  6,5  gr. 

Dieses  Sulfat  war  also  zweimal  umgefällt,  d.  h.  dreimal  aus 
Schwefelsäure  verschiedener  Konzentration  gefällt.  Es  besaB  die 
gleiche  Zusanunensetzung,  wie  das  einmal  gefällte. 

Analysen  der  bei  70^  b.  z.  c.  G.  getr.  S. 

EX.  0,1997  gr.  S.  g.  0,2353  gr.  CO,  u.  0,1101  gr.  H,0 

C  =  32,13%  H  =  6,i6% 

X.  0,2032  gr.  S.  g.  0,2401  gr.  00,     C  —  32,23  7^^ 
XI.  0,2016  „    „  „  27,8«»»  tr.  N.  b.  20^  u.  764"™=  16,15  7o 
Xn.  0,1991   „    „  „  0,1431  gr.BaSO^     S  =  9,877^^ 

Von  diesem  Sulfate  wurden  4,5  gr.  in  möglichst  wenig 
Wasser  und  einigen  Tropfen  konzentrierter  Schwefelsäure  gelöst 


ABalysoi- 
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Es  b«i«olmet  sich  fOr  das  Sulfat  die  Formel: 
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and   in    Alkohol   yerrührt.     Ausbeute   2,8  gr.     Dieses   Präparat 
war  also  Yieimal  gefallt.    Es  besafi  die  gleiche  Zndammensetznng 
wie  die  früheren.     Es  enthielt  ca.  i  %  Asche. 
Analysen: 

Xm  0,2022  gr.  S.  g.  0,2362  gr.  CO,  u.  o,iii9gr.  H,0 

C- 31,86%  H  =  6,i97o 

XIV.  0,1990  gr.  S.  g.  0,2362  gr.  CO,  u.  0,1 106  gr.  H,0 


c- 31,78% 


H-6,2i% 


XV.  0,2022  gr.  S.  g.  27,4*»»  tr.  N.  b.  759°™  16® 

N.=  15,99% 
XVI.  0,2009  gr-  S.  g.  0,1478  gr.  BaSO^     S  «  10,10^0 

Der  Umstand,  dafi  das  viermal  gefällte  Sulfat  dieselbe  Zu- 
sammensetzung wie  das  dreimal  gefällte  und  das  einmal  gefällte  hatte, 
und  dafi  diese  Zusammensetzung  bei  yerschiedenen  Darstellungen 
die  gleiche  war,  berechtigt  zu  dem  Schlüsse,  dafi  das  Sulfat  ein* 
emkeiÜidier  Körper  ist.  Denn  es  ist  ausgeschlossen,  dafi  ein 
Gemenge  heterogener  Verbindungen  bei  den  mannigfachen  Opera- 
tionen, dem  Umfallen  aus  yerschiedenen  Konzentrationen,  aus 
yerschiedenem  Gehalte  an  Schwefelsäure,  Operationen,  bei  denen 
stets  ein  sehr  beträchtlicher  Teil  der  Substanz  in  den  Flüssig- 
keiten, aus  denen  der  betreffende  Niederschlag  sich  abscheidet, 
niifUibleibt,  sodafi  jede  Umfällung  einer  fraktionierten  Pällung 
gleichkommt,  stets  in  gleichem  Verhältnis  gemischt  erhalten  würde. 

Die  meisten  hier  mitgeteilten  C-,  H-,  und  N-Bestimmungen 
wurden  yon  Herrn  E.  SmaswALD  ausgeführt.  Obgleich  die  für 
Wasserstoff  erhaltenen  Werte  fast  durchweg  bei  grofier  Konstanz 
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untereinander  gegenüber'  den  berechneten  um  ca.  0,5  %  höher  sind, 
nehme  ich  füU:  die  Anzahl  der  in  der  Base  enthaltenen  Wasser- 
stoffatome keinen  größeren  Wert  an,  sondern  setze  das  plus  iron 
Wasserstoff  auf  Rechnung  von  unvermeidlichen  Analjsenfehlem 
der  schwefelreichen  Substanz.  Es  ist  zu  berücksichtigen^  daft  die 
scharf  getrocknete  Substanz  schon  beim  EinfOhren  des  Schiffchens 
in  das  Yerbrennungsrohr  in  dem  wasserdampfreichen  Yerbrennungs- 
Zimmer  Wasser  anzieht. 
k  Es  ist  möglich,  dafi  die  Formel  der  Base  imi  i  Mol.  Wasser 

fk größer  als  aus  der  Formel  des  Sulfates  hervorgeht,  also  G^iH^^NgOg 
'Ikst,  und  daß  bei  der  Bildung  des  Sulfates  durch  Einwirkung  der 
f|Säure  nach  Analogie  der  Bildung  des  Kreatinins  aus  dem  Kroatin 
Juurch  Säurewirkung  Wasser  abgespalten  wird.  Versuche  znr 
I  Beantwortung  dieser  Frage  sind  begonnen  (vgl.  p.  74). 

Für  die  das  Sulfat  bildende  Base  schlage  ich  den  Namfgi 

Kyrin  vm*  (t6  jgggog,  der  iLem  einer^ache  jm  bildlichen  Sinne), 

und  zwar  för  die  aus  Slütin  ftTii.g^;/>>iftnjfl  "Rggfl  ij(ffl  I^farnft"  ^^^^- 

I  ^i?^*      Sollten  die  bereits  begonnenen  Untersuchungen  ergeben, 

!,  daß    dieselbe    Basis    auch   bei   entsprechender   Spaltung   anderer 

i\  Proteinsubstanzen,  eigentlicher   Eiweißkörper  entsteht,  so  würde 

»ihr  der  Name  Protokprin  zu  geben  sein. 

Wird  aus  dem  Sulfate  der  Base  die  Schwefelsäure  durch 
Barythydrat  genau  ausgefüllt,  so  reagiert  die  Lösung  der  Base 
intensiv  alkalisch  und  nimmt  schon  beim  Eindampfen  Kohlensäure 
aus  der  Luft  auf.  Das  Sulfat  reagiert  sauer,  sogar  auf  Congo- 
papier.     Glutokyrin  gibt  deutliche  Biuretreaktion. 

Das  Ghlorhjdrat  ist  in  Wasser  und  Alkohol  sehr  leicht 
löslich,  das  Sulfat  in  Wasser  leicht,  in  absolutem  Alkohol  fieist 
unlöslich. 

Das  Phosphorwolframat  ist  in  kaltem  Wasser  schwer  löslich, 
viel  leichter  in  heißem  und  scheidet  sich  beim  Erkalten  der  heißen 
wäßrigen  Lösung  in  schönen,  mikroskopischen  Kristallen  aus. 
Zunächst  entstehen  hierbei  oft  Kömchen,  die  dann  zu  Drusen 
auswachsen,  kugelförmige  Aggregate  feiner  Nadeln.  Oft  schnell, 
oft  erst  nach  längerem  Stehen  bilden  sich  dann  feine  zu  Sternen 
imd  Büschebi  gruppierte  Nadeln.  Die  Abbildung  zeigt  im  oberen 
Teile  vorwiegend  die  Drusen,  im  unteren  die  mehr  aufgelösten 
Nadeln. 

Zur  Darstellimg  des  kristallisierten  Phosphorwolframates  fällt 
man   entweder   die  Lösung  der  Base  oder  die  mit  Natronlauge 


Sie gfriedy  zur  Kenntnis  der  Hydrolyse  des  Eiweißes,     Zu  S.  70J71, 


Berichte  math,-phys»  Klasse  1903. 


ZuB  EbSHTMIB  Dm  HtDBOLTSK  DBS  ElWBISSBS.  71 

albüiflcli  gemachte  Lösung  des  Snlfates  mit  Phosphorwolfram- 
sSore,  filtriert,  wSsoht  mit  kaltem  Wasser  aus  und  löst  dann  den 
Niederschlag  auf  dem  Wasserbade  in  Wasser  von  70®  auf^  wobei 
er  sich  völlig  glatt  za  einer  wasserklaren  Flüssigkeit  löst,  aus 
der  beim  Erkalten  das  Salz  ganz  gleichmäßig  kristallisiert. 

Analysen  des  gleichmäßig  kristallisiertem  Phosphorwolframates, 
bei  70^  getrocknet. 

L  Das  Salz  war  ans  der  mit  Natronlauge  alkalisch  gemachten 
Lösung  des  Sulfates  gefUlt. 

i)  1,0610  gr.  S.  g.  29,0«"  tr.  N.  b.  i8<>  u.  745"»"  Bar. 
2)  1,0730  gr.  S.  g.  0,2454  gr.  CO,  u.  0,1 161  gr.  H^O 


C-6,24Vo     H=  1,217^ 


0 


n.   Das  Salz  war  aus  der  wäßrigen  Lösung  der  Base  gef&llt. 

3)  1,0863  gr.  S.  g.  29,2««"  tr.  N.  b.  19^  u.  756^°"  Bar. 

=  3,i3  7oN- 

4)  1,0930  gr.  S.  g.  0,2528  gr.  COg  u.  0,1175  gr.  H,0 

C-6,3i7o  H=  1,207, 

Die  Substanzen  verbrannten  erst  nach  dem  Vermischen  mit 
Knpferoxjd  vollständig. 

Das  Verhältnis  C:N  ist  im  ersten  Salze:  1,987,  im  zweiten 
Salze:  2,016,  während  sich  aus  der  Formel  des  Glutokyrins 
C  :  N  =  1,994  berechnet. 

Da  auch  durch  Einwirkung  von  Säuren  auf  Eiweiß  ent- 
stehende, den  durch  Enzyme  gebildeten  Peptonen  nah  verwandte 
Stoffe  zu  den  Peptonen  gerechnet  werden,  ist  auch  das  Gluto- 
kjrin  als  Pepton  zu  bezeichnen. 

Das  Phosphorwolframat  des  Glutokyrins  i^t  also 
das  erste  deutlich  kristallisierte  Salz  eines  Peptons. 

Nach  dem  Ersdieinen  der  Untersuchung  E.  Fischers  und 
F.  Bergells  ^)  über  die  ^-Naphtalinsulfoderivate  der  Amidosäuren 
wurde  das  ^-Naphtalinsulfoderivat  des  Glutokyrins  dargestellt. 
Nachdem  durch  einen  Vorversuch  die  Menge  des  erforderlichen 
^-Naphtalinsulfochlorids  ermittelt  war,  wurden  im  ganzen  5  Dar- 
stellnngen,  4  mit  Sulfat  aus  Gelatine,  i  mit  Sulfat  aus  Pepton 
angestelll  Alle  diese  Versuche  lieferten  übereinstimmend  dasselbe 
Derivat. 


i)  Ber.  d«  deutschen  Chem.  Ges.  35.    8.  3779. 
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Das  yerwendete  ^-Naphtalinfliilfochlorid  war  durch  Schütteln 
seiner  ätherischen  Lösung  mit  2  %iger  Natronlange  gereinigt  und 
aus  Äther  kristallisiert    Fp.  76,6^. 

Versuch  L  1,62  gr.  Snl&t  aus  Gelatine  in  20««  Nonnal- 
natronlange  gelOst  wurde  mit  der  fttherischen  Lösung  von  10  gr. 
Naphtalinsulfochlorid  mit  einer  sehr  kräftigen  Maschine  zunächst 
I  Stunde  geschüttelt,  dann  weitere  lo^'^  Normalnatronlauge  dazu- 
gegeben und  1,5  Stunden  geschüttelt  und  stets  nach  1,5  Stunden 
je  weitere  10***  Lauge  hinzugegeben,  bis  im  Ganzen  105^*™ 
Natronlauge  verwendet  waren.  Die  alkalische,  von  der  ätherischen 
getrennte  Lösung  wurde  nach  Verdünnen  mit  dem  10  fachen 
Volumen  Wasser  in  io%ige  Essigsäure  yerrflhrt,  die  ausgeschiedenen 
weißen  Flocken  nach  Absitzenlassen  dekantiert,  abgesaugt,  sehr 
anhaltend  mit  Wasser  gewaschen  imd  über  H^SO^  getrocknet. 
Ausbeute  2^2  gr. 

Analysen  der  über  H2SO4  b.  z.  c.  Gew.  getrockneten  Substanz: 

L  0,2522  gr.  S.  g.  0,2008  gr.  BaS04  »  10,93%  S 

n.  0,1996  „    „  erf.  n.  Kj.   11,15*^  ^S-7,82% 

m.  0,1264  „   „  b.  70%  getr.  g.  n.  Dumab  9,3 ~"  tr.  N.  b.  17® 
u.  768«»»- 8,75%  N 

IV.  0,1651  gr.  S.  0,3423  gr.  CO,  u.  0,0733  gr.  H,0 

0-56,51%  4,95  7o 

Versuch  IL  3,24  gr.  Glutokyrinsulfat,  20  gr.  ^-Naphtalin- 
sulfochlorid in  Äther,  zunächst  40 ^'^^  Normalnatronlauge,  nach 
je  1,5  stündigem  Schütteln  weitere  20®®",  im  ganzen  200**". 

Abgehobene  Lösung  auf  i  Liter  verdünnt,  in  700^^  io%ige 
Essigsäure  yerrührt     Ausbeute  3,8  gr, 

Analysen  der  über  H^SO^  getrockneten  Substanz: 

V.  0,1676  gr.  S.  g.  0,1303  gr.  BaSO^  «  10,68%  S 
VI.  0,1498  „    „  ort  10,7««  f-  S  -  7,84  7oN 
Vn.  0,1990  „    „  g.  0,4100  gr.  00,  u.  0,0885  gr.  H,0 

c- 56,19%  4,98  7o 

Versuch  IH.  Dieser  Versuch  setzt  sich  aus  2  Versuchen 
zusammen.      In   jedem    derselben    wurden    2,43  gr..  Sulfat    aus 
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Gelatine  mit  15  gr.  /J-Naphtalinsnlfocblorid  und  im  ganzen 
i^Qeem  KormalnatronlaugB  in  Intervallen  von  1,5  Stnnden  wie 
in  Yen.  I  nnd  11  geschüttelt.  Die  erhaltenen  Produkte  wurden 
vereint  abgesaugt  und  aus  der  alkalischen  Lösung  durch  Essig- 
säure umgef&llt.     Ausbeute  5  gr. 

Analysen  der  bei  70^  getrockneten  Substanz: 

rm.  0,1742  gr.  S.  g.  0,1333  gr.  BaSO^  «  10,51  %  ß 

IX.  0,3133  „    „  „    22^  tr.  N.  b.  747""  u.  20<>-  7,977^ 

X.  0,2091   „    „  „   0,4321  gr.  COj  u.  0,0916  gr.  H,0 

c«  56,36%         H-4,90% 

Versuch  IV.  Von  Sulfat,  aus  Trypsin-Glutin-Pepton  darge- 
stellt, wurden  1,62  gr.  mit  10  gr.  Naphtalinsulfochlorid  und  im 
ganzen  loo^'^™  Normalnatronlauge  wie  in  den  andern  Versuchen 
geschüttelt. 

Analysen  der  bei  70®  getrockneten  Substanz: 

XI.  0,1955  gr.  S.  g.  0,1526  gr.  BaSO^  =  10,72  %  S 

Xn.  0,1704  gr.  S.  g.  0,3523  gr.  COj  u.  0,0749  gr.  H,0 

C  -  56,38  %  H  -  4,02  % 

Xm.  0,2034  gr.  S.  g.  15,1««  tr.  N.  b.  1 7®  u.  760"«»  Bar  -  8,680/0  N 

Versuch  V.  4  gr.  Sulfat  aus  Gelatine  wurden  mit  den  ent- 
sprechenden Mengen  ^-Naphtalinsulfochlorids  und  Natronlauge 
geschüttelt;  abweichend  von  den  früheren  Versuchen  wurde  nicht 
Noimalnatronlauge,  sondern  die  entsprechenden  Mengen  von 
ZO^igeir  Natronlauge  verwendet.     Das  Besultat  war  dasselbe. 

Analysen  der  bei  70^  getrockneten  Substanz 

XIV.  0,2076  gr.  S.  g.  0,4270  gr.  CO,  u.  0,0917  gr.  H,0 

C-56,io7o  H-4,957o 

XV.  0,1980  gr.  S.  g.  0,4111   gr.  CO,  u.  0,0852  gr.  H,0 

C- 56,63  7o  H-4,8i7o 

IVL  0,1894  gr.  S.  g.  0,1468  gr.  BaS04  —  io,647oS 

XVn.  0,2111  gr.S.g.  i4,5«»tr.N.b.  i8,50u.756"»Bar.N-7,987j 
XVm.  0,2076  gr.  8.  g.  14,7««  tr.  N.  b.  15«  u.  756"»»  N  -  8,347o 
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AialyseR- 
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Die  Analysenwerte  entsprechen  der  Formel:  O^iH^NjOg. 
(C,oH,SO,)s  +  H,0 

Es  IftJBt  sich  wegen  des  hohen  auf  die  einfache  Formel  be- 
zogenen Molekulargewichtes  der  Naphtalinsulfoverbindung  nicht  mit 
Sicherheit  entscheiden,  ob  die  Verbindung  i  Mol.  H^O  nach  Art 
des  Eristallwassers  enthält.  Die  Gewichtsdifferenz  mit  und  ohne 
Wasser  betrftgt  nur  1,2%.  Allerdings  verlor  die  Substanz  nach 
Trocknen  über  Schwefelsäure  bis  zum  konstanten  Gewichte  bei 
125—130«  gerade  1,3%, 

0,1825  gr.  S.  Verl.  0,0024  gT-  ^ei  125« — 130*^=1,3% 

aber  die  Substanz  war  gesintert,  geschmolzen  und  schwach  gefiLrbt. 

Ich  lasse  also  vorläufig  noch  die  Frage  offen,  ob  die  |3-Naph- 
talinverbindung  Wasser  nach  Art  des  Eristallwassers  enthält  Es 
ist  auch  nicht  ausgeschlossen,  da£  die  Formel  des  Glutokyrins 
um  I  Mol.  Wasser  zu  vergrößern  ist,  und  daß  bei  der  Bildung 
des  Sulfats  i  Mol.  Wasser  abgespalten  wird  etwa  nach  Analogie 
der  Entstehung  des  Kreatinins  unter  Wasserabspaltung  aus 
Ereatin  durch  Einwirkung  von  Säuren  (v.  p.  70). 

Die  /^-Naphtalinsulfoverbindung  des  Glutokyrins  ist  fast  un- 
löslich in  Wasser,  löslich  in  Äthylalkohol  und  Methylalkohol, 
leichter  in  verdünntem  als  absolutem,  löslich  in  Chloroform,  un- 
löslich in  Benzol,  Ligroin,  Schwefelkohlenstoff.  Sie  schmilzt  bei 
137 — 138^,  nachdem  sie  vorher  stark  gesintert  ist. 


Spaltnngeii  des  Glutokyrins. 

Der  ausgeprägt  basische  Charakter  der  Glutokyrins  ließ 
vermuten,  daß  in  ihm  die  basischen  Komplexe  mehr  hervortreten 
als  in  den  durch  Enzyme  entstehenden  Peptonen,  die  ausgesprochene 
Säuren  sind.  Die  Ergebnisse  der  Spaltungsversuche  zeigten  die 
Bichtigkeit  dieser  Vermutung. 


Zur  Ebuitmu  die  Htdboltsb  dbs  Eiwsiszss. 
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Imitate. 
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A.  Versuche, 

I.  3  gr.  Sulfat  wurden  mit  der  Mischnng  von  18  gr.  Wasser  und 
9  gr.  konzentrierter  Schwefelsänre  1 2  Stunden  am  Bückflufikfihler 
gekocht  Aus  dem  auf  ca  100*^^  mit  Wasser  aufgefüllten  Beak- 
tkmsprodukte  wurde  durch  Phosphorwolframsäure  ein  kristalli- 
insdiier  Niederschlag  erhalten.  Derselbe  wurde  wie  früher^)  an- 
gegeben weiter  verarbeitet 

Die  aus  der  Silber- Baxyt- Fällung  erhaltene  Base  war  firei 
von  Histidin.  Sie  wurde  in  das  saure  Silberdoppelsalz  überge- 
fOhrt,  das  trotz  Umkristallisierens  unter  Zusatz  einiger  Tropfen 
Salpetersäure  einen  etwas  höheren  SUberwert,  als  Argininsilber 
besaß: 

0,2040  gr.  S.  g.  0,0558  gr.  Ag.  -  27,42 7,^ 

Ber.  f.  C,Hi^N,0,.NO,H.  AgNO,,  Ag«26,557o 
Fp.  174 — 175®  (uneorr.)  corr.  178 — 179® 

Aus  der  Ljsinfraktion  wurde  i  gr.  reines  Ljsinplatinchlorid, 
das  mit  i  Mol.  Alkohol  kristallisierende  Salz  der  optisch  aktiven 
Modification  erhalten: 

•0,2683  gr.  S.  g.  0,0872  gr.  Pt «  32,5o7o 

Ber.  f  CeHi^NjO,  •  PtCl^H,  +  CjHgOH,  R  =»  32,377o 

^  8,5  gr.  Sulfat  wurden  mit  der  Mischung  von  47*^^ 
Wasser  und  24  gr.  konz.  Schwefelsäure  12  Stunden  gekocht 

Die  aus  dem  Phosphorwolframsäure -Niederschlag  erhaltenen 
Basen  waren  wieder  frei  von  Histidin  und  bestanden  aus  Ljsin 
und  Arginin.  Erstere  wurde  wieder  als  das  charakteristische 
Platinsalz  abgeschieden,  letzteres  als  saures  Süberdoppelsatz,  das 
nach  Umkristallisieren  vOllig  rein  war. 


i)  M.  SneFBiBD.    Zeitechr.  f.  physiol.  Chemie  35  S.  164. 
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I.  0,2386  gr.  S.  g.  0,0632  gr.  Ag. 
H  0,2184  gr.  S.  g.  39,5'^  tr-  N.  bei  752™  u.  24,5^ 

Gefunden:  Ber.  f.  C^Hi^N^O,  •  NO,H  •  AgNO, 

Ag  26,497o  26,55% 

N  20,5  7  \  20,68  7o 

Fp.  178—179*  corr.  182,6— 183,6« 
Das  Silbersalz  war  rechtsdrehend 

c  -  7,3235  «  -  o,59*       1  -  2 

Nach  QuLHWiTBCH*)  ist  [«]  ^  =  5,6. 

Von  dem  umgefällten  Sulfat  des  Glutokyiins  war  das  Platin- 
salz dargestellt  worden.  Zu  diesem  Zwecke  war  die  wäßrige 
Lösung  von  37  gr.  des  Sulfates  durch  einen  kleinen  ÜberschuS 
▼on  Barythydrat  von  der  Schwefels&ure  befreit,  das  überschüssige 
Barythydrat  durch  Anmionkarbonat  entfernt,  das  Filtrat  vom  Ba- 
ryumkarbonat  Yollstftndig  eingedampft.  Aus  der  w&firigen  Lösung 
der  Base  wurde  durch  37  gr.  PlatinchloridchlorwasserstoffB&ure 
das  Platinsalz  in  einer  Ausbeute  von  38  gr.  gewonnen.  Von 
diesem  Salze  gilt  das  auf  S.  66  Mitgeteilte.  Die  Analysen  er- 
gaben zwar  genau  das  Verhältnis  C  :  N  «=  2 ,  die  erhaltenen 
Werte  entfernten  sich  jedoch  aus  den  oben  erörterten  Gründen 
von  den  für  das  Platinsalz  berechneten. 

Analyse  der  Platinsalze: 

L   0,1967  gr.  S.  g.  0,1628  gr.  00,  u.  0,0666  gr.  H,0 

C- 22,577^     H-3,797o 

n.        0,1991  gr.  S.  g.  9,1639  gr.  COg  u.  0,0664  gr.  H,0 

C=.22457o  H  =  3,737o 

m.    o,2ioi  gr.  S.  g.  20,6^  tr.  N.  b.  22^  u.  753"^=  11^2^% 

Für  das  Platinsalz  (%  H^gN^Og),  (PtCleH,),  berechnet  sich: 
C-2i,737o     H-3,657o    N  - 10,890/^. 

m.  Von  diesem  Platinsalze  wurde  ca  i  gr.  mit  Schwefel- 
wasserstoff zersetzt,  das  Filtrat  yom  Schwefelplatin  wurde  völlig 


I)  Zeitsch.  f.  physiol.  Chem.  27.  278. 
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eingedampft,    18    Standen   mit    loo^'^    SO^^iger   Salzsäure    am 
Bfickfloßkühler  gekocht  und  auf  250^^  aufgefüllt 

50«="  erf.  n.  Kj.  14,7****  ~S  =  0,10290  gr.  N. 

Der  Best  wurde  mit  Natronlauge  fast  neutralisiert  und  mit 
Magnesia  usta  destilliert.  Das  Destillat  erforderte  nach  dem  Kochen 

rar  Vertreibung  der  Kohlensäure  *)  i ,  2®^  --  S.  «=  ca  2  %  der  Qe8.-N. 

0,5  gr.  Sulfat  wurden  12  Stunden  mit  der  Mischung  von 
I  Gew.  Schwefelsäure  und  2  T.  Wasser  gekocht.  Nach  Abstumpfen 
der  Säure  mit  Natronlauge  und  Destillation  mit  Magnesia  usta 
wurde  kein  Ammoniak  erhalten. 

Dies  steht  im  Einklang  mit  der  Erfahrung,  daß  aus  Eiweiß- 
k5ipem  durch  Kochen  mit  Salzsäure  mehr  Ammoniak  als  beim 
Kochen  mit  Schwefelsäure  entsteht.  Glutokyrin  enthält  also 
keinen  durch  Schwefelsäure  abspaltbaren  sog.  Ammoniak-  oder 
Amidstickstoff. 

IV.  Von  demselben  Platinsalze  wurden  ca  27  gr.  in  das 
Chloriijdrat  übergeführt  und  mit  200^'^™  rauchender  Salzsäure 
11,5  Stunden  am  Bückflußkühler  gekocht.  Die  Lösung  wurde 
eingedampft  und  in  57o^^  Schwefelsäure  auf  500^^^  gelöst. 
Hierron  erforderten  nach  Kjeldahl: 


1 6,66<^  —  S.  im  Mittel 
'  10 


i)  5««»  16,6*^  — S. 

2)  5  «    16,8  „    „   „ 

3)  5  n     16,6  „     „    „ 

"■0,02332  gr.  N  für  die  ganze  Lösung  berechnet 

=  2,332  gr.  N. 

i  Der  Best  =  485«**  *)  wurde  mit  Phosphorwolframsäure  gefälli 
Bei  diesen  Fällungen  geschah  der  Zusatz  der  Phosphorwolfram- 
saurelösung    vorsichtig   nur   so    lange,    als    noch    nach    wenigen 

I  Sekunden  ein  Niederschlag  entstand.  Der  Niederschlag  wurde 
abgesaugt  und  mit  5%  Phosphorwolframsäure -Schwefelsäure  ge- 
wasdien. 


i)  Zeitechr.  f.  physiol.  Chemie  37  S.  297. 

2)  Die  geringe  Menge  der  an  den  Pipetten,  welche  zom  Ausblasen 
kahhriert  waren,  haftenden  Flüssigkeit  wurde  bei  dieser  und  den 
folgenden  Berechnungen  vernachlässigt. 
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A)  Das  FiUrat  vom  Phasj^iorwolframsäuremedersddage  wurde 
auf  2  Liter  aufgefüllt,  hierYon  erforderten  nach  Kjeldahl: 


i)  20®*"  5,4*^  —  S. 
2)  20  „    5,5  „ 


w   w 


5,45^  ^  S.  im  Mittel  =  0,00763  gr.  N. 
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Es  enthielt  also  das  Filtrat  vom  Phosphorwolframsäurenieder- 
schlage  0,763  gr.  N,  d.  i.  auf  die  ganze  Zersetznngsflüssigkeit  be- 
rechnet: 

0,778  gr.  N  -  33,4 7o  ▼•  C^es.  N. 

unter  Berechnung  der  von  OuLEwrrscH  angegebenen  L(>slich- 
keit   des  Argininphosphorwolframates  beträgt  der  Amidosäure-N 

32,57o  ^^^  Ges.-N. 

Von  dem  übrigen  Filtrate  wurde  der  größte  Teil  von  Phos- 
phorwolframsfture  durch  Baiythjdrat  befreit,  das  Baryum  durch 
Schwefels&ure  genau  ausgefl&llt,  das  Filtrat  vom  Baryumsolfat 
eingedampft,  in  verd.  Alkohol  gelöst  und  durch  alkoholisches 
Ammoniak  Amidosfturen  ausgeschieden.  Die  noch  etwas  chlorhal- 
tige Substanz  wurde  aus  Wasser  unter  Zusatz  von  Alkohol  um- 
kristallisiert  und  in  das  Eupfersalz  durch  Kochen  mit  anhydrischem 
Eupferoxjdhjdrat  übergeführt.  Sowohl  dieses  Eupfersalz  als  auch 
noch  2  aus  den  Mutterlaugen  dargestellte  Eupfersalze  wurden 
analysiert  Die  Analysen  ergaben,  dafi  keine  einheitlichen  Ver- 
bindungen vorlagen.  Sie  lieferten  als  Verhältnis  C  :  N  2,6;  2,3; 
2,0.  Da  schon  im  Alanin  dieses  Verhältnis  2,57  ist,  so  ist 
wahrscheinlich,  daß  wenn  nicht  Alanin,  ein  Gemenge  ron  GlykokoU 
und  einer  oder  mehr  höherer  Amidosäuren  vorlag.  Die  Unter- 
suchung des  Bestes  der  Amidosäurenlösung  ergab  die  Gegenwart 
von  Glutaminsäure. 

Der  Best  dieser  Lösung  wurde  nach  Entfernung  der  Phos- 
phorwol&amsäure  mit  Barythydrat  etc.  bei  salpetersaurer  Beaktion 
durch  Silbemitrat  entchlort,  mit  Ammoniak  neutralisiert  und  nach 
der  von  nur  früher  beschriebenen  Methode^)  mit  Silbemitrat  und 
ammoniakalischer  Sübemitratlösung  glutaminsaures  Silber  abge- 
schieden. Dasselbe  wurde  abgesaugt,  sorgfältigst  mit  Wasser  ge- 
waschen und  über  Schwefelsäure  getrocknet. 

Die  Analysenwerte  entsprachen  den  für  glutaminsaures  Silber 
berechneten: 


i)  M.  SiBOFsiBD.    Zeitschr.  f.  physiol.  Chemie  35*  S.  185. 
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L  0,1735  gr.  S.  g.  0,1043  gr.  Ag 
n.  0,2013  gr.  S.  erf.  5,7~*"  ~  S- 
Gefunden:  Ber.  f.  C5H7N04Agj|: 

Ag  6o,i27o  59,81% 

N     3,967o  3,897o 

Von  den  erhaltenen  0,7  gr.  wurde  der  Best  mit  Salzs&ure 
zersetzt;  das  Filtrat  vom  Chlorsilber  setzte  nach  Eindampfen 
zaerst  auf  dem  Wasserbade,  dann  im  Yacuumexsiccator  die  cha- 
rakteristischen, in  Salzsäure  schwer  löslichen  Kristalle  des  Gluta- 
mins&urechlorhydrates  ab.  Auch  die  Mutterlauge  derselben 
kristallisierte  beim  Verdunsten  vollständig. 

Die  Analyse  der  Kristalle  gab  bei  Benutzung  des  Neubaubr- 
schen  Platintiegels  einen  wegen  der  geringen  Menge  der  ange- 
wandten Substanz  unerwartet  genauen  Cl-Wert. 

0,0224  gr.  S.  g.  0,0176  gr.  AgCl 
Gefunden:  Ber.  f.  OgH^NO^  •  HCl 

i9^37o  19,31% 

B)  Der  IhaaphorwolframsäuremederschUig  wurde  in  heißem 
Wasser  unter  Zusatz  von  Ammoniak  gelöst,  mit  Barythjdrat  ge- 
ftUt,  das  Baryum  durch  Kohlensäure  entfernt.  Die  Niederschläge 
worden  sorgfältigst  ausgewaschen  und  wiederholt  ausgekocht;  das 
mit  den  Waschwässem  vereinigte  Filtrat  vollständig  eingedampft, 
in  Wasser  zu  250®°*  gelöst 

5««  verbr.  21,3«»°  ^  S  ==  0,02989  gr.  N.  x  ^^ 

^^  ^»537  gr.  Gesamt-Basen-N. 
Da  der  (resamt-N  der  Zersetzungsflüssigkeit  (s.  p.  77)  2,332  gr. 

betrog,  war  hiervon 

65>97o  Basen-N 

welche  Zahl  mit  der  aus  Si  78  bestimmten  Amidosäuren-N  sich 
berechnenden  nahe  übereinstimmt.^) 

Der  Best  der  Basenlösung  wurde  benutzt:  i)  zum  Nachweis 
des  Fehlens  von  Histidin,  2)  zur  Isolierung  des  Argininsilber- 
oitrates  und  3)  des  Ljsinplatindoppelsalzes. 

Nach  der  Vorschrift  von  Kossel  und  Kutsoher  lie£  sich 
keine    Fällimg     mit     ammoniakalischer    Silberlösung     erreichen, 

i)  Die  geringen  Mengen  NH^  sind  bei  der  Berechnung  nicht  be- 
rfieksichtigt. 

MaXh.'phjt.  KlMM  1908.  6 


80  M.  SnaFBiED: 

woraus    das    Fehlen    Yon   Histidin    auch    bei    dieser   Zersetzung 
hervorgeht 

Arginin  und  Lysin  wurden  wie  oben  angegeben  getrennt  ak 
Basen  isoliert  und  in  Silber-  und  Platinsalz  übergeftthri 

a)  Lysmjfi^aimMorid; 

Auch  hier  wurde  das  Salz  in  den  leicht  zu  erhaltenden,  schönen 
Prismen  gewonnen.  Dasselbe  enthielt  auch  hier  Eristallalkohol, 
woraus  hervorgeht,   daß  die   optisch   aktive  Modifikation  vorlag. 

I.     0,2276  gr.  S.  über  HJ1SO4  bis  zum  const.  bzw.  getrocknet 
g.  0,0737  gr.Pt 
II.     0,21 19  gr.  S.  g.  0,1250  gr.  CO,  u.  0,0732  g.  H,0 
ni.     0,2055   „    „  „  9,i°"  tr.  N.  bei  i2fi  m.  760«^  Bar. 

Gefanden:  \  Ber.  f.  (C^H^^NjOa),  RCl^H,:  % 

I       n     m 
c    —    16,09  —  15,95 

H     —        3,86    —  3,69 

N     —        —     5»!  9  4,67 

Pf  32,38     —       —  32,37 

b)  ArffmmaQbermtraii 
Fp.   I78,8<>  corr.  i83<> 

I.     0,1980  gr.  S.  g.  0,0532  gr.  Ag 

n.     0,2071    „    „       36,1®«  tr.  N.  bei  19*^  u.  761"^  Bar. 
m.     0,2163   „    „       90,1425  gr.  CO,  u.  0,0692  gr.HjO 

Gefunden:  Ber.  f.  C^Hj^N^O,  •  NO,OH  •  AgNO, 

I       n      m 

Ag  26,71      —        —  7o  26,55% 

N     —     20,41     —    „  20,68  „ 

c    —      —    17,97  „  17,68  „ 

H     —       —       3,58,,  3,71  w 

V.  ca  3  gr.  Glutokyrinsulfat  wurden  mit  der  Mischung  von 
140**°*  Wasser  und  70  gr.  Schwefelsäure  22  Stunden  gekocht. 
Die  klare  Lösung  wurde  auf  250''*™  aufgefeüli     Hiervon 

i)  io~"  verbr.  12,9^^  —  S 

2)  10  „       „      12,9  „     „  „ 

=-  0,01806  gr.  N,  auf  die  ganze  Lösung  ber.  0,4515  gr.  N. 
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A.  Das  Fütrat  vom  Fhosphorwolfiramsäureniederschlag  wurde 
auf  I  Liter  aufgefüllt;  hiervon: 

i)  loo*'*™  verbr.  io,4~°-^Sl    „.,,  ,  «™  n  „ 

^  '•^       10     l  Mittel  10,25«»"  —  S 

=»  0,01435  gr.  ^9  &u^  ^s  ganze  Filtrat  ber.  0,1435  gr.  N,  auf 
die  ganze  Zersetzimgsfifissigkeit  ber.  0,156  gr.  N  <= 

34,57o  Amidos&uren-N 

*»  unter  Berücksichtigung  der  Korrektion  für  Arginin:  32,5% 

Durch  einen  besonderen  Versuch  wurde  der  Nachweis  er- 
bracht, dafi  dieser  Stickstoff  lediglich  Amidosäuren  und  nicht 
Ammoniak  angehörte. 

3)  100«™  der  Lösung  wurde  mit  Magnesia  usta  destilliert, 
Das  zum  Vertreiben  der  Kohlensäure  gekochte  Destillat  und  vor- 


n 


gelegte  Schwefelsäure  erforderte  genau  so  viel  —  A.  wie  vorgelegte 


10 


0        5^^  erf.     0,1*        ^^. ,        ««     ,  ,,.^,  ,  «„ 


B.  Die  aus  dem  Niederschlage  nicht  quantitativ  gewonnene 
Basenlösung  wurde  auf  100«™  aufgef&llt.     Hiervon: 

Hieraus  berechnet  sich  für  den  Oesamt-N-Gehalt  der  Basenlösung 
o»2568  gr.  N. 

Es  wurde  femer  der  Arginin -N  in  3  Versuchen  bestimmt. 
Bei  den  ersten  beiden  wurde  der  Ag-Ba  Niederschlag  auf 
NsüBAUEBSclien  Platintiegeln  abgesaugt,  nach  dem  Auswaschen 
mit  Baiytwasser  mit  Alkohol  und  Äther  gewaschen. 

Das  trockene  Pulver  läßt  sich  gut  in  den  Verbrennungskolben 
tlberffihren.  Um  etwa  noch  anhaftende  Spuren  zu  entfernen,  wurde 
der  Tiegel  mit  verdünnter  Salzsäure  und  darauf  mit  Wasser 
durchsaugt,  diese  Flüssigkeit  in  den  Ejeldahl-Kolben  zum  Nieder- 
schlage  gegeben.    Diese  Methode  erspart  das  Verkohlen  der  Filter. 

In  dem  dritten  Versuche  wurde  der  Niederschlag  auf  N-fireiem 
Pftpierfilter  abfiltriert 

i)     20~"  Basenlösung.     Der  Ag-Ba  Nd.  erf.  24,1  «»> -5- s. 

3/       ^^  n  rt  w        n     w        >i        w      ^5*3     w     »    ?» 

6* 
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Somit  erforderten  im  Mittel  20*«*  24,92*^  7io  S-  =  ^»0349  gr.  N 
»  für  die  ganze  Basenlösung  berechnet:  0,1745  gr.  N,  also  von 
dem  Basen  N: 

67,97o  Arginin  N. 

Hieraus  berechnet  sich  Ljsin  N  «  32,i7o- 

Außer  dem  Sul&t  wurde  die  /3-Naphta1insu1f6verbindung  des 
Olutokyrins  zersetzt.  Von  vornherein  war  es  nicht  ausgeschlossen, 
da  bei  der  großen  Molekularformel  dieser  Verbindung  sich  aus 
den  gefundenen  Analysenwerten  mehrere  Formeln  berechnen  lassen, 
daß  bei  der  Synthese  durch  die  Gegenwart  der  Natronlauge  eine 
Veränderung  des  Glutokjrrins  stattgefunden  hatte. 

Diese  Versuche  hatten  mit  der  großen  Widerstandsfähigkeit 
der  Naphtalinsulfoverbindung  zu  kämpfen.  Selbst  durch  tagelanges 
Sieden  mit  Salzsäure  und  Zinnchlorür  wurde  sie  nicht  vollständig 
gespalten,  nur  durch  sehr  anhaltendes  Erhitzen  auf  150 — 160®. 
Hierbei  können  aber  schon  sekundäre  Zersetzungen,  wie  die  der 
Glutaminsäure  zur  Pyrrolidoncarbonsäure  eintreten. 

VI.  ca  2  gr.  des  jS-Naphtaünsulfoglutokyrins  wurden  in 
30*^*^™  Alkohol  gelöst  und  mit  60*^  konzentrierter  Salzsäure 
60  Stunden  am  Rückflußkühler  gekocht.  Das  Beaktionsprodukt 
wurde  in  Wasser  gegossen,  das  Filtrat  mit  5^/Qiger  Schwefelsäure 
auf  so"^  aufgefüllt. 

i)  Hiervon  erf.  n.  Kj.   10«»"  5,6^  ^  S 

=»  0,00784  gr.  N.  In  der  ganzen  Flüssigkeit  befanden  sich  also 
0,03920  gr.  Stickstoff. 

Der  Best  der  Flüssigkeit  wurde  mit  Phosphorwolframsäure 
gefäUt 

2)  Das  FUtrat  erford.  n.  Kj.  8«»»  i  S 

»  auf  die  ganze  Zersetzungsflüssigkeit  berechnet:  0,0640  gr.  N 
=*  35,77o  Amidosäuren-N 

corr.  3i,97^> 

In  Übereinstimmung  mit  den  Spaltungen  des  Sulfates  wurde 
hier  gefunden,  daß  etwa  %  Basen  und  Y,  Amidosäuren  entstehen. 
Dieses  Besultat  ist  aber  nicht  einwurfsfrei,  weil  nur  ein  Teil  der 
Substanz  zersetzt  war  und  es  nicht  sicher  ist,  daß  nicht  in  dem 
ungelösten  Teile  eine  teilweise  Spaltung  stattgefunden  hat. 

Die  abfiltrierte,  gefärbte  Substanz  war  reich  an  N,  enthielt 
aber  weniger  N  als  das  Ausgangsmaterial. 
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o,i6oi  gr.  Über  Schwefelsaure  getr.  g.  7,1*^  tr.  N.  b.  18®  u.  766 

Vn.  ca  1,5  gr.  der  Napbtalinsulfoverbindung  wurden  mit  20 
raacL  Salzs&ure  zunächst  48  Stunden  auf  120^  erhitzt.  Da  die 
Substanz  nur  zum  Teil  zersetzt  war,  wurde  die  Röhre  weiter  60 
Stunden  auf  150 — 160^  erhitzt.  Beim  OlFhen  der  Bohre  ergab 
sich  nur  ganz  geringer  Druck,  der  Inhalt  roch  stark  nach  Naphtalin. 
Die  Substanz  schien  vollständig  zersetzt  zu  sein,  außer  den  hellen 
Kristallen  des  Naphtalins  befanden  sich  in  der  Flüssigkeit  nur 
sehr  geringe  Mengen  schwarzer  Flocken  bezw.  Lamellen  suspen- 
diert Das  Filtrat  wurde  auf  250*™  aufgefüllt.  Das  getrocknete 
Kiter  gab  leicht  an  Äther  das  Naphtalin  ab,  das  nach  dem  Ver- 
dunsten des  Äthers  fast  farblos  auskristallisierte  und  den  Sohmelz- 
pimkt  80 — 81^,  welcher  dem  Naphtalin  zukommt,  besaß. 

Von  dem  auf  250®*^  aufgefüllten  Filtrate  wurden 

i)  50**"  n.  Kj.  erf.  16,5*^  —  S  «  0^231  gr.  N  =  auf  das 

ganze  Filtrat  bereohnet  0,1155  gr  N. 

2)  100*'°°'  wurden  auf  oa  die  Bälfte  des  Volumens  eingeengt 
nnd  mit  Fhosphorwolframstture  ausgefällt     Das  Filtrat  hiervon 

er!  n.  Ej.  1 1,0**^  -5-  S  =-  0,0154  gr  N,  auf  die  ganze  Flüssigkeit 

berechnet  0,0380  gr  N  =-  32,9^0  AmidosÄuren  N  corr.  29,570. 

Auch  dieser  Versuch,  der  beweisla^ftiger  als  der  vorige  ist, 
weil  die  Substanz  vollständig  zersetzt  war,  ergibt  annähernd  in 
Übereinstimmung  mit  den  bei  den  Zersetzungsversuchen  des  Sul- 
fites gewonnenen  Resultaten  das  Verhältnis  von 

Ges.  N  :  Basen-N  :  Amidosäure-N  *»  3 :  2  :  i 

B.  ErgebnUse  der  Spaitungsversuche, 

Die  Versuche  ergaben,  daß  durch  starke  Schwefelsäure  kein, 
durch  Salzsäure  äußerst  geringe  Mengen  Ammoniaks  abgespalten 
werden.  Das  Qlutokyrin  enthält  also  Jceinen  sogenannten  Ärnmo- 
niak'  oder  AsmdsHckstoff. 

Als  Basen  entstehen  Arginm  und  Lysm^  kein  Histidin^  von 
Amidosäuren  Ohdaminsäure  und  wahrscheinlich  Glykökoll.  Das 
letztere  ist  bisher  nicht  isoliert,  seine  Entstehung  bei  der  Zer- 
setzung des  Glutokyrins  ist  aber  wahrscheinlich,  weil  erstens 
die  Analysen  der  Eupfersalze  (S.  78),  die  aus  glutaminsaurem 
Kupfer  uud  dem  Kupfersalz  der  fraglichen  Amidosäuren  bestanden 
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ein  Verhältnis  von  C  :  N,  welches  kleiner  bezw.  in  einer  Fraktion 
ebenso  groß  wie  im  Alanin  war,  ergaben,  zweitens,  weil  nach  meinen 
früheren*)  Versuchen  über  die  Spaltung  des  Glntin-Trypsin-Pep- 
tons  anzunehmen  ist,  daß  bei  der  Spaltung  dieses  Peptons,  der 
Muttersubstanz  des  Glutokyrins,  außer  OljkokoU  keine  in  Alkohol 
schwer  lösliche  Amidosäure  entsteht. 

Die  gutmtUativen  Versuche  ergaben  femer: 

i)  daß  '/s  ^®s  StickstofiEs  im  Glutokjrin  den  Basen  zukommt, 
Ys  den  Amidosäuren. 

2)  daß  von  dem  BasensückstofF  %  auf  Arginin  Y,  auf  Ljsin 
kommt,  daß  somit  auf  i  Molekül  Arginin  i  Molekül  Lysin  ent- 
steht, unter  der  berechtigten  Voraussetzung,  daß  nicht  andere 
Basen,  als  Arginin  und  Ljsin  entstehen. 

Da  die  einfache  Formel  des  Glutokyrins  C^i  B.^  N^  0^  ist, 
gehören  von  den  9N- Atomen  6  den  Basen  und  zwar  4  den 
Arginin  2  dem  Lysin.  3  Atome  N  kommen  auf  Amidosäuren, 
von  denen  eine  die  Glutaminsäure,  die  andere  noch  unbekannt, 
wahrscheinlich  Glykokoll  ist.  Unter  der  Voraussetzung,  daß  bei 
der  Spaltung  außer  Glutaminsäure  nur  Glykokoll  entsteht,  ergibt 
sich  folgende  Gruppierung  des  Glutokyrins: 

I   Mol.  Arginin  CeHuN^O, 

I      „     Lysin  CeHj^NjO, 

1  „     Glutaminsäure  C5  H9  N  0^ 

2  „     Glykokoll  C^H^oNgO^ 

minus  4H,0  Hg       0^ 

Glutokjnin  =  CjiHjgNgOg 

Bereits  begonnene  Versuche  sollen  prüfen,  welche  Mengen 
Glutaminsäure  und  ob  und  in  welchen  Mengen  Glykokoll  ent- 
steht, femer  ob  die  Mengen  dieser  Amidosäuren  unter  ver- 
schiedenen Verhältnissen  konstant  sind  und  in  dem  Verhältnis 
I  Mol.  Glutaminsäure  :  2  Mol.  Glykokoll  stehen. 

Schon  früher*)  habe  ich  es  als  unwahrscheinlich  hingestellt, 
daß  das  Eiweißmolekul  aus  den  Spaltungsprodukten,  welche 
durch  Salzsäure  entstehen,  in  der  Weise  aufgebaut  ist,  daß  die  ge- 
samte Anzahl  der  aus  einem  Eiweißkörper  entstehenden  Spaltungs- 

i)  Zeitschrift  f.  physiol.  Chemie  35  S.  187. 
2)  Zeitschr.  f  physiol.  Chemie  35  S.  180. 
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Produkte,  könnte  man  sie  vollständig  isolieren,  dieselbe  Anzahl 
Ycm  C-  oder  N- Atomen  besitzen  wtürde,  wie  das  EiweiBmolekul, 
ans  dem  sie  hervorgegangen,  selbst.  Dies  wäre  nur  einer  der 
mdglichen  Fälle.  Nach  Analogie  der  nns  bekannten  Spaltongs- 
Torgange  komplizierterer  Verbindungen  ist  es  viel  wahrscheinlicher, 
daß,  wenn  auch  nicht  durchgängig,  so  doch  an  mehreren  Stellen 
des  Eiweißmolekuls  die  Spaltungen  zum  Teil  in  der  einen,  zum 
Teil  in  der  anderen  Richtung  erfolgen,  sodaß  die  Summe  der 
C-Atome  aller  bei  den  Spaltungen  erhaltenen  Produkte  größer 
als  die  Anzahl  der  C-Atome  des  Ausgangsmateriales,  des  Eiweißes 
ist  Man  würde  meines  Erachtens  nach  ebenso  fehl  gehen,  wollte 
man  aus  den  Spaltungsprodukten  durch  Zusammensetzung  der- 
selben unter  Wasserabzug  das  Eiweißmolekul  konstruieren,  als  es 
nicht  angeht,  aus  allen  Spaltungsprodukten  etwa  substituierter 
Aoetessigester  oder  des  Ejreatins  die  betreffenden  Acetessigester 
oder  das  Ereatin  in  gleicher  Weise  aufzubauen. 

Der  eine  mögliche  Fall,  daß  die  Spaltung  in  einer  Richtung 
glatt  verläuft,  scheint  bei  der  Abspaltung  des  Arginins  und  Ljsins 
aus  dem  Glutokyrin  vorzuliegen;  dafür  sprechen  die  überein- 
stimmend bei  verschiedenen  Zersetzungen^  mit  Salzsäure  und  mit 
Schwefelsäure,  erhaltenen  Werte  für  Basen-  und  Amidosäuren- 
stickstoff. 

Die  Auffindung  der  Olutokyrins  hat  den  Beweis  geliefert, 
daß  bei  der  successiven  Spaltung  eines  ProteiokÖrpers  Basen, 
Ljsin  und  Arginin,  in  einem  relativ  kleinen  Komplex  mit  Amido- 
säuren,  deren  Stickstoff  in  Summa  nur  die  Hälfte  des  Basenstick- 
fltoffis  beträgt,  erhalten  bleiben.  Wenn  man  sieht,  wie  dieser  aus- 
gesprochene basische  Kern  aus  dem  Proteinmolekul  durch  die 
hydrolysierenden  Agentien  snccessive  herausgeschält  wird,  selbst 
der  weiteren  Hydrolyse  stärkeren  Widerstand  leistend  als  das 
Protein-  und  Peptonmolekul,  so  wird  man  unwillkürlich  an  die 
Anschauungen  Kossels  über  den  basischen  Kern  des  Eiweißes 
denken.  Wenn  auch  diese  Anschauung  Rössels  durch  die  Resul- 
tate meist  seiner  eigenen  Untersuchungen  manche  Veränderung 
erfahren  hat,  so  bleibt  ihr  doch  der  Grundgedanke,  daß  ein 
basischer  Komplex  im  Proteinmolekul  existiert,  ein  basischer  Kern, 
um  den  sich  die  anderen  Komplexe  gruppieren.  Bis  zu  einem 
gewissen  Grade  bringt  diese  Untersuchung  den  Beweis  für  die 
Richtigkeit  der  Anschauung  Kossels.  Denn  wenn  auch  die  bei 
der  Zersetzung   des   Glutins   neben   dem   Kyrin   gleichzeitig   ent- 
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stehenden  Körper  noch  nicht  bekannt  sind  —  mit  deren  Unter- 
suchung bin  ich  zur  Zeit  beschäftigt  —  und  wenn  wir  viel* 
leicht  auch  hier  größeren  Komplexen  als  den  Amidosfiuren,  den 
E.  FiBOHERS  ,^eptiden^  zugehörigen  Körpern  begegnen  werden^ 
so  ist  doch  bewiesen,  daß  Lysin  und  Arginin,  in  äquimolekularen 
Mengen  mit  geringen  Mengen  Amidosfturen  einen  Komplex  bilden, 
der  infolge  seiner  Widerstandsfähigkeit  als  Kern  zu  betrachten  ist. 
Wenn  sich  entsprechende  nicht  basische  Komplexe  auffinden  lassen, 
die  ähnliche  Widerstandskraft  gegen  Hydrolyse  besitzen,  wird  man 
diese  neben  dem  Kyrin  zu  ordnen  haben.  Zerfällt  aber  das 
Proteinmolekül  bei  der  Reaktion,  bei  welcher  das  Kyrin  erhalten 
bleibt,  in  Kyrin  und  die  einfachen,  letzten  Spaltungsprodukte,  die 
Amidosäuren  etc.,  so  wird  dem  basischen  Kern,  dem  Kyrin,  eine 
Sonderstellung  zuzuweisen  sein,  in  diesem  Falle  wird  es  <2er 
Kern  sein. 

Die  relativ  große  Widerstandsfähigkeit  des  Kyrins  ist  die 
Folge  der  Stabilität  der  in  dem  Kyrin  vorhandenen  Gruppierung. 
Deshalb  wird  auch  die  Synthese  des  Kyrins  relativ  leicht  vor  sich 
gehen.  Hier  ist  die  Existenz  des  Glutaminsäure -Komplexes  im 
Kyrin  besonders  bemerkenswert.  Ich  habe  schon  früher^)  die 
Bedeutung  der  Tatsache  hervorgehoben,  daß  alle  bisher  rein  dar- 
gesteUten  5  Peptone  Glutaminsäure  in  großen  Mengen  bei  der 
Spaltung  liefern,  daß  also  beim  Abbau  des  Eiweißes  selbst  durch 
das  weit  spaltende  Trypsin  der  Glutaminsäure-Komplex  erhalten 
bleibt,  der  beim  Aufbau  des  Eiweißes  in  der  Pflanze  eine  so 
große  Rolle  spielt. 

Wir  sehen  auch  in  dem  Kyrin  die  Glutaminsäure  mit  den 
Basen  vereint;  es  erhebt  sich  daher  die  Frage:  Wird  auch  beim 
Aufbau  des  Eiweißes  in  der  Pflanze  ein  Kyrin  aus  Basen  und 
Glutaminsäure  oder  Asparaginsäure  als  Vorstufe  des  Eiweißes 
gebüdet? 

Wie  einerseits  die  Stabilität  des  Kyrins  die  Bildung  des- 
selben im  pflanzlichen  und  tierischen  Organismus  begünstigen 
muß,  ist  andererseits  die  Annahme,  daß  es  dort  als  Zwischen- 
produkt bei  dem  Abbau  von  Proteinkörpem  entsteht,  berechtigt. 
Nach  den  Untersuchungen  Mieschebs  bildet  der  Lachs,  ohne 
Nahrung  aufzunehmen,  aus  seiner  Körpersubstanz  die  Protamine. 
Als  Vorstufe  dieser  Protamine  beschreibt  Mibsoheb  die  Kemal- 


i)  Karlsbader  NatorforBcherversammlung  1902. 
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buminose,  eine  peptonartige  Substanz.  Nach  Miescheb  werden 
bei  der  ümwandlnng  der  Albtuninose  in  Protamin  Amidosänren 
abgespalten.  Nachdem  nachgewiesen  ist,  daß  durch  allmähliche 
Hydrolyse  ans  einem  Proteinkörper  ein  ausgesprochen  basischer 
Kern  eliminiert  wii*d,  der  nach  seinem  Gehalt  an  Stickstoff  und 
baoBchen  Gruppen  den  Protaminen  sehr  nahe  kommt,  liegt  die 
Varstellnng  nahe,  daß  Protamine  aus  Kyrin  oder  kyrinähnlichen, 
durch  Hydrolyse  aus  Eiweiß  entstehenden  Substanzen,  durch  ein- 
&di  polymeiisierende  oder  anhydrisierende  Synthese  hervorgehen. 

Mit  der  weiteren  Untersuchung  des  Eyrins  und  der  Beant- 
worfeong  der  Frage:  Entsteht  Kyrin  auch  bei  der  allmählichen 
Hydrolyse  anderer  Proteinkörper?  bin  ich  beschäftigt. 

Diese  Untersuchung  ist  zum  Teil  mit  den  von  der  Königl. 
sichs.  Ges.  d.  Wissenschaften  aus  der  Mende-Stiftung  bewilligten 
Mitteln  ausgeführt. 


DnwkiMig  erkllrt  S.  lY.  1909.] 


Beinerklingen  zn  einem  Satze  Yon  Sophns  Lie  Aber 

algebraische  Funktionen. 

Von 
G.  Scheffers. 

Im  Jahre  1892  hat  Sophus  Lie  in  einem  Briete  an  Herrn 
Leo  Eönigbberoer  ein  Theorem  über  algebraische  Funktionen 
mitgeteilt,  über  dessen  Beweis  er  nur  die  kurzen  Anmerkungen 
machte:  er  sei  auf  sehr  einfachen  geometrischen  Anschauungen, 
nämlich  auf  Mannigfaltigkeitsbetrachtungen,  begründet.  Soeben 
hat  nun  Herr  Eöniosberoer  in  den  Acta  mathematica  einen  rein 
analytischen  Beweis  des  Satzes  mitgeteilt.^) 

Da  SoPHUS  Lie  selbst  den  fraglichen  Satz  in  seiner  speziellsten 
Form  in  Vorlesungen*)  exakt  auf  synthetischem  Wege  abgeleitet 
hat,  bedarf  es  nur  einer  einfachen  Ausdehnung  seines  Verfahrens 
auf  B&ume  von  beliebig  vielen  Dimensionen,  um  den  allgemeinen 
Satz  so  zu  begründen,  wie  es  höchst  wahrscheinlich  Lie  selbst 
getan  haben  würde,  wenn  er  sich  darüber  überhaupt  näher  würde 
geäußert  haben. 

Zugleich  liefert  dies  synthetische  Verfahren  sofort  auch  den 
Ausnahmefall^  in  dem  der  Satz  nicht  gilt;  xmd  es  unterliegt  für 
jemanden,  der  in  die  Anschauungsweise  Lies  einigermaßen  ein- 
geweiht ist,  keinem  Zweifel,  daß  Lie  selbst  diesen  Ausnahmefall 
kannte,  wenn   er  ihn  auch  in  dem  Schreiben  an  Herrn  Königs- 


i)  „Bemerkungen  zu  einem  Satze  von  Sophus  Lib  über  ein  Ana- 
logon  zum  ABBLSchen  Theorem*',  Acta  math.  26.  Bd.  (1903),  S.  171  — 188. 

2)  In  Leipzig  um  1890  herum.  Ein  anderer  Beweis,  der  aber  auf 
den  im  Texte  gemeinten  zurückkommt,  z.  B.  in  der  Arbeit:  ,3eiträge 
zur  Theorie  der  Minimalflächen  I",  Math.  Ann.  14.  Bd.  (1879),  S.  331 
bis  416,  insbes.  S.  344,  345,  sowie  „Untersuchungen  über  Translations- 
flächen r*,  Leipziger  Berichte  1892,  S.  447 — 472,  insbes.  S.  461,  462. 
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BKRGiB  nicht  erwähnt  hat.  Spricht  er  dodb  selbst  darin  von  der 
nonchalanten  Form"  seiner  Briefe.^)  Der  Ausnahmefall  ist  nnn 
fon  Herrn  EöNiosBERaEB  unrichtig  formuliert  worden;  doch  würde 
mich  dies  ziemlich  geringfügige  Versehen  nicht  yeranlassen,  hier 
auf  den  Satz  zurflckzukonmien,  wenn  ich  es  nicht  als  eine 
Meht  der  Pietät  betrachtete,  zu  zeigen,  wie  einfach  der  LiESche 
Beweis  ist,  und  zwar  auch  dann,  wenn  man  ihn  analytisch  wieder- 
gibt Man  kann  sagen,  daß  eben  nur  der  erwähnte  Ausnahme- 
fdl  ämge  weitergebende  Überlegungen  fordert. 

Der  S$tz  lautet  in  Lies  eigener  Formulierang  so*): 
,/cÄ  betraute  i»  +  1  Gleichungen  van  der  Farm: 

mä  madie  über  sie  nur  die  einzige  Varaussäzung^  daß  sidi  aus 
ihnen  nur  eine  Relation  zwischen  t;^,  t;^  •  •  •  ^m-{-i  (ableiten  läßt; 
dann  ist  die  Belation 

äK,  v^"'  t;„+i)  «  0 
dann  und  nur  dann  algebraisch^  wenn  zwei  beliebige  Größen 

dwrdt  eine  algebraische  Belation  gebtmden  sind/* 

Natörlich  beschränkt  sich  Lie  stillschweigend  auf  Funktionen, 
die  äch  in  einem  gewissen  Bereiche  regulär  verhalten.  ^  Er  hätte 
aber  noch  eine  Voraussetzimg  hinzufügen  müssen: ' 

Die  Relation  Ä  =-  0  darf  keine  Gleichung  von  der  Form 

in  der  a^^  o,  •  •  •  a^^^  nicht  sämtlich  verschwindende  Konstanten 
mdy  nach  sich  ziehen.^) 

Zxmächst  soll  nun  Lies  Beweis,  aber  ins  Analytische  über- 
tragen, gegeben  werden,  und  zwar  soll  dies  möglichst  ausführlich 
geschehen. 


i)  Bei  EdirioBBBBOXB  a.  a.  0.  S.  173. 

2)  Ebda.  8.  171,  172. 

3)  Vgl.  z.  B.  Math.  Ann.  14.  Bd.  a.  a.  0.  8.  333,  Fußnote. 

i)  Bei  KöNiosBBBOBB  a.  a.  0.  S.  182,  183  wird  nur  verlangt,  daß 
A  as  0  nicht  linear  in  den  Argtunenten  sei.  Auf  diesen  Irrtum  brieflich 
«ifiiierkBam  gemacht,  erkannte  Herr  E()nio8bseoxb  meinen  Einwand 
sofort  als  richtig  an. 
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§  1.  AialTÜseber  Beweis. 

Nach  Voraussetzmig  sollen  die  m -f  1  Gleichnngen : 

nur  eine  von  ^,  ^  '  * '  ^m  &®^^  Gleichung 
(2)  Ä(t;i,  t;,  . . .  t;«^i)  -  0 

nach  sich  ziehen,  und  diese  Gleichung  soll  überdies  algebraisch  sein. 
Setzen  wir: 

sodaß  die  Wj^  von  t^  frei  sind,  so  wird  also  die  Gleichung: 

(4)  ä(mi  +  «Tj,  11,  +  IT,,  . . .  u^^i  +  w^^i)  -  0 
für  alle  Werte  von  t,,  t^-  -  -  t^  durch  die  Funktionen 

(5)  «i-Ai(0»     «*i  =  ^i(Oi     •••     <*m+i-A»+i,i(0 

Ton  ^  identisch  erfüllt.  Wir  geben  jetzt  ^,  ^  ' ' '  ^m«  ^^^  nicht 
^  irgend  welche  bestimmten  Zahlenwerte,  sodaB  die  Funktionen 
tDj^  nach  (3)  bestimmte  Werte  a^  annehmen.  Alsdann  geben  wir 
^,  ^s  *  * « ^,„  andere  bestinmite  Werte,  sodaß  die  Wj^  etwa  die  be- 
stimmten Werte  hj^  annehmen  u.  s.  w.  Wir  können  so  aus  der  einen 
Gleichung  (4)  eine  hdiebig  große  Anzahl  van  Gleichungen  bilden: 

(6)  Ä(t«i  +  &,,«,  +  &„...  u^^,  +  ft^^O  -  0, 


die  sänUUch  durch  die  Funktionen  (5)  tdenüsch  befriedigt  werden. 
Sie  sind  sämtlich  algebraisch  in  u^,  t4,  ' ' '  ^j^+y 

Unter  diesen  Gleichungen  (6)  können  natürlich  nicht  mehr  wie 
m  von  einander  unabhängige  enthalten  sein,  da  sie  durch  die 
Funktionen  (5)  erfüllt  werden,  zwischen  denen  nur  m  von  einander 
unabhängige  Relationen  bestehen.  Sind  nun  —  und  dies  ist  der 
allgemeine  Fall  —  unter  den  Gleichungen  (6)  gerade  m  von 
einander  unabhängig,  so  lehren  sie,  daß  zwischen  u^,  ^^  '  '  *  ^m-i-i 
gerade  m  von  einander  unabhängige  algebraische  Gleichungen  be- 
stehen.   Demnach  sind  auch  je  zwei  der  m  +  1  Funktionen  u^, 

^"'  <fm+i  oder  Aiih)^  /^lÄ)  • '  •  ^m+i,i(0  d^irch  je  eine 
algebraische  Belation  miteinander  verknüpft,  was  zu  beweisen 
war.  Analog  wird  der  Beweis  fEb:  jede  andere  Funktionenreihe 
^<(0i  ^i(0  •  •  •  An+i,<(0  geführt 
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Dieser,  wie  man  sieht,  sehr  einfache  Beweis  yersag^t  jedoch, 
sobald  man  keine  m  von  einander  unabhängigen  Gleichungen  (6) 
bilden  kann.  Indem  wir  jetzt  diese  Annahme  machen,  kommen 
wir  zu  dem  in  der  Einleitung  erwähnten  ÄusnahmefäU. 

Wir  haben  jetzt  vorauszusetzen:  Unter  aUen  Gleichungen, 
die  man  erhält,  wenn  man  in 

(4)  Ä(Ui  +  tTi,   11,  +  IT,,    •  •  •    W^  +  i  +  W«,  +  i)  =«  0 

for  iTi,  Wj  •  •  •  «?«+i  irgend  welche  Werte  setzt,  die  sich  aus  (3) 
ergeben,  sobald  man  darin  ^,  t^' ' '  t^  irgend  welche  Werte  gibt, 
sind  höchstens  m  —  1  von  einander  hinsichtlich  der  Argumente 
«j,  M,  -  •  •  li^^j  unabhängige  Gleichungen  enthalten.  Anders 
gesagt: 

Die  Gesamtheit  derjenigen  Wertsysteme  14^,  ^  ' ' '  ^^^v  ^^ 
aüm  diesen  in  u^,  ^  '  • '  ^fn^i  algebraischen  Gleichungen  (4) 
genfigen,  erfOllt  weniger  wie  m  7on  einander  unabhängige  alge- 
braische Gleichungen.  Sind  es  nur  m  —  r  Gleichungen,  so  heißt 
dies:  Etwa  u^,  t4,  •  •  •  ti^,  u^^i  können  ganz  beliebig  ge^^^hlt 
werden,  während  alsdann  die  übrigen  u,.^,,  ^r+s  ' ' '  ^m+i  ^S^' 
braische  Funktionen  von  t^f  ^  ' '  '  ^r»  ^r+i  c^^üi  sind.  Da  r 
mindestens  gleich  Eins  ist,  so  können  mindestens  zwei  der  u  ganz 
beüebig  genommen  werden.     Wir  können  also  sagen: 

Äüen  Gleichungen  (4)  wird  dadurch  genügt,  daß  wir  unter 
«1,  M,  •  •  •  u^^i  algebraische  Funktionen  von  mindestens  zwei 
neuen  Yeribiderlichen  jp,  q  verstehen  (wo  z.  B.  Ui  ■»i>,  *t4,  «=  g 
sein  könnte).  Diese  algebraischen  Funktionen  dürfen  nicht  samt- 
Kdi  von  einander  abhängig  sein.     Sie  seien  so  bezeichnet: 

Da  die  Gleichung  (4),  abgesehen  von  der  Bezeichnung  der 
Aigunente,  mit  der  Gleichung  (2)  übereinstimmt,  die  äUe  Wert- 
systeme t?i,  r,  •  •  •  v^^x  definiert,  weil  zwischen  v^,  v,  •  •  •  v^^i 
nach  Voraussetzung  nur  diese  eine  Gleichung  (2)  besteht,  so  folgt: 

Fassen  wir  die  Gesamtheit  äUer  Wertsjsteme  ^i»  ^s  * "  ^m+i 
ins  Auge,  die  durch  (3)  definiert  sind,  so  erhalten  wir  aus  ihr 
die  Gesamtheit  aller  Wertsysteme  ^v  f^^  ' "  ^m+i  ä^  zwei  wesent- 
hdi  verschiedenen  Wegen: 

erstms  dadurch,  daß  wir  zu  den  w^^,  ir,  •  •  -  f^'m+i  ^® 
Funktionen  -^i(Oi  -^i('i)  *  ' '  -^«+1  i(0  addieren, 

Bweüens  dadurch,  daß  wir  zu  den  w^^  w^  -  -  -  w^^^  die 
FnnktLonen  ^^(p,  g),  9,(1?,  g)  •  •  •  9)«+i(i>,  g)  addieren. 


1 
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Dabei  ist  das  eine  Mal  t^  beliebig  veränderlich,  während 
das  andere  Mal  p  und  q  ganz  beliebig  verändert  werden  dürfen. 
Zur  größeren  Klarheit  sei  noch  hervorgehoben,  daß  ^,  jp  und  q 
bei  der  Bestimmung  (3)  der  Wertsysteme  iTj,  w,  •  •  •  fv^^i  nicfä 
auftreten. 

Weil  nun  die  Funktionen  q>i{p,  q)j  ^»(jp,  q)  '"  9m+i(i^i  ^) 
nicht  sämtlich  von  einander  abhängig  sind,  würde  das  zweite  Ver- 
fahren viel  mehr  Wertsysteme  v^,  t;,  •  •  •  t?^  ^  ^  liefern  als  das  erste, 
wenn  nicht  die  Addition  von  unendlich  vielen  Wertsystemen  der 
Funktionen  q>^  zur  Gesamtheit  der  Wertsysteme  tr^^  dasselbe  gäbe 
wie  die  Addition  eines  Wertsystems  der  Funktionen  Äj^^Q^  zur 
selben  Gesamtheit  der  Wertsysteme  fr^^.  D.  h.  es  besteht  zwischen 
J9,  q  und  f^  eine  gewisse  Beziehung: 

(7)  fip,  i)-k 

derart,  daß  alle  Wertepaare,  die  man  f&r  |),  q  hieraus  bei  an- 
genonmienem  \  wählen  darf,  beim  zweiten  Verfahren  dieselbe 
Gesamtheit  von  Wertsystemen  v^^  geben  wie  ^  beim  ersten  Ve]> 
fahren. 

Nun  sei  pg,  g^  ein  bestinmites  Wertsystem,  das  (7)  bei  an- 
genommenem ^  genügt,  p,  q  ein  beliebiges  Wertsystem,  das  der- 
selben Bedingung  (7)  genügt.     Durch  Addition  von 

zu  allen  Wertsystemen  ir^,  w^  •  •  •  w^^i  geht  dann  dieselbe  Ge- 
samtheit von  Wertsystemen  hervor  wie  durch  Addition  von 

nämlich  die  Gesamtheit  der  Wertsysteme 

die  zu  dem  angenommenen  \  gehören.     Also  folgt: 

Die  Gesamiheü  der  Wertsysteme  w^,  «'s  •  •  •  «^^+1  0^^^^  durch 
Addition  der  Funktionen: 

in  sich  selbst  über.  Dabei  sind  p^,  q^  irgendwie  bestimmt  eu 
wählen,  während  p,  q  nach  (7)  nur  an  die  Bedingung 

(8)  f(P,  9)  -  f(Pi^  «b) 
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fdmüpft  sind.  Diese  Bedingung  gibt  etwa  q  als  Funktion  von 
j9,  sodaß  jene  zu  addierenden  Funktionen  alsdann  als  Funktionen 
fOD  p  allein  auüznfassen  sind. 

Es  gibt  demnach  gewisse  m  +  1  FumikiUmen  von  p: 

äk,  eur  GesamiheU  aUer  Wertsysteme  irj,  Wj  •  ■  *  w^m+i  (^^^^^^» 
jedes  soldie  Wertsystem  in  ein  Wertsystem  derselben  Gesamtheit 
verwanddn.  Diese  Funktionen  sind  nicht  sämüich  konstant,  denn 
sonst  wSren  die  Gleichungen: 

9>k{P^  i)  —  9*(i>o>  3o)  =  <5onst.  (*-i,r  •  m-f-i) 

Folgen  der  Gleichnng  (8),  d.  h.  alle  Funktionen  9i,  9>s  '  '  9m+i 
wären  von  einander  abhängig. 

Weiter  folgt  hieraus,  da  die  Vj^  aus  den  Wj^  durch  Addition 
der  Funktionen  Äj^^{t^  mit  beliebigem  ^  hervorgehen: 

Die  Gesamtheit  aller  Wertsysteme  t?^,  Vg  •  •  •  t^m+i  bleibt  un- 
ge&ndert,  wenn  man  zu  ihnen  die  nicht  sämtlich  konstanten 
Funktionen  if/i(jp),  ^s(i>)  *  •  •  ^m+i(i^)  addiert,  in  denen  p  eine 
beliebige  Veränderliche  ist.  Es  wird  aber  die  Gesamtheit  der 
WertBjsteme  Vj,  v^  •  •  •  v^^^  durch  die  eine  Gleichung 

(2)  Sl{v^,  t;,  ...  t'„+i)  =  0 

definiert.  Wenn  wir  p  irgend  einen  bestimmten  Wert  Po  geben, 
80  ist  also  die  Gleichung 

(9)  Sl{v^  +  i/;,(i?o),  v^  +  ^^{p^l  •  •  •  v«+i  +  t/^„,+i(i>o))  -  0 

mit  (2)  identisch.  Geben  wir  p  einen  von  p^  unendlich  wenig 
ibweichenden  Wert,  so  ergibt  sich,  wenn  '^[{jp^i  '^'%(jp^  '  '  • 
^m+iCPo)  ^^  nicht  sämtlich  verschwindende  Konstanten  mit  a|, 
%  -•«  a^^j  bezeicJmet  werden,  daß  die  Gleichung 

eine  Folge  von  (9)  oder  (2)  sein  muß.   Hiemach  können  wir  sagen: 
In  dem  Ausnahmefälle  muß  die  Gleichung  .$2  »  0  eine  Gleichung 

M  mxM  sänUUch  verschwindenden  Konstanten  a^,  a^  -  -  '  a„^^i 
Mcft  «idr  giehen. 


94  Gt.  SomrrsR«: 

Ich  will  mich  nicht  damit  aufhalten,  hier  zu  zeigen,  daß 
tatsächlich  in  diesem  Ansnahmefail  der  Lsssche  Satz  nicht  gilt. 
Dies  macht  sich  kürzer  nnd  klarer  hei  der  synthetischen  Beweis- 
führong,  zu  der  wir  jetzt  ühergehen. 

§  2.  SynthetisclLer  Beweis. 

Während  ich  beim  Vortrage  des  analytischen  Beweises  ab- 
sichtlich sehr  ausführlich  gewesen  bin,  darf  ich  mich  beim  syn- 
thetischen Beweis  knapper  fassen,  da  ich  mich  an  solche  Leser 
wende,  die  mit  begrifflichen  Überlegungen  in  Bäumen  von  beliebig 
vielen  Dimensionen  vertraut  sind.  Ich  schicke  aber  ausdrücklich 
voraus,  daß  in  §  1  gerade  dieser  kurze  synthetische  Beweis  in 
analytischer  Einkleidung  wiedergegeben  ist. 

Liegen  die  Gleichungen  vor: 

(lo)  v^  -  ^i(0  +  ^,(0  +  . . .  +  ^«(O  (*-i,«...«+i), 

aus  denen  nach  Voraussetzung  eine  und  nur  eine  von  f^,  ^  •  *  • 

t^  freie  Relation 

(ii)  Ä(t;„  r,  ...  r«+i)  =  0 

folgt,  die  überdies  algebraisch  ist,  so  deuten  wir  v^,  v^  ' '  '  ^m+i 
als  gewöhnliche  Punktkoordinaten  in  einem  Baume  B^^^  von 
m  -|-  1  Dimensionen.  Die  Voraussetzungen  besagen  dann,  daß 
allen  Wertsystemen  (lo)  die  Punkte  einer  algebraischen  m-fach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  M^  oder  (ii)  entsprechen.  Auf 
ihr  sind  i^,  ^  *  *  *  ^^  krummlinige  Koordinaten.  Nennen  wir  ein- 
fach ausgedehnte  Gebilde  Kurven^  so  ist  die  M^  von  m  Scharen 
von  je  oo"*""^  kongruenten  und  gleichgestellten  Kurven  überzogen. 
G^ben  wir  nämlich  allen  Parametern  <^,  t^  -  -  »  t^  mit  Ausnahme 
eines,  etwa  t^^  bestimmte  Werte  ^,  <S  •  •  •  C,  so  stellen  die 
Gleichungen  (lo)  eine  solche  erzeugende  Kurve  dar.  Werden  den 
bestimmt  gewählten  Parametern  andere  bestimmte  Werte  gegeben, 
so  heißt  dies,  daß  zu  den  Koordinaten  t;^,  v^  *  *  •  v^^^  der  Punkte 
jener  Kurve  Konstanten  addiert  werden,  sodaß  die  neue  Kurve 
tatsächlich  zur  vorigen  kongruent  und  mit  ihr  gleichgestellt  ist. 
Die  Mannigfaltigkeit  M^  ist  also,  wie  wir  sagen  können, 
eine  algebraische  TranskttUms-  oder  Schi^}ungsmanmgfcAtigkeU^\ 
die  dadurch   entsteht,  daß  man  zuerst  m  Kurven  q,  c^  •  -  •  c^ 

i)  Vgl.  SoPHUB  Leb,  ,^e  Theorie  der  TranBlationsflächen  und  das 
ABBLsche  Theorem**,  Leipziger  Berichte  1896,  S.  141— 198,  insbes.  8. 152. 
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durch  einen  Punkt  P  annimmt,  daranf  c^  ohne  Drehung  längs 
r^_i  Terschiebt,  das  entstandene  Qebilde  ohne  Drehung  l&ngs 
c._,  u.  s.  w.  Setzen  wir  dieses  Verfahren  zunächst  nur  bis  zur 
Eor^e  e^  fort,  so  erhalten  wir  eine  (m  —  l)fach  ausgedehnte 
Sehiebungsmannigfaltigkeit  itf^-i  ^^  m  ~  1  Scharen  von  je  oo^~' 
kongmenten  und  gleichgestellten  Eurren,  von  denen  die  m  --  1 
Kurven  c^^  c^  * '  -  e^  durch  P  die  Typen  sind.  Die  M^  gdd 
(ms  der  M^_^  hervor^  wenn  die  M^_^  längs  c^  ohne  Drehung 
versdioben  wvrd^  d.  h.  auch  dadurch,  daß  man  durch  jeden  be* 
liebigen  Punkt  Q  der  -Sf^.!  wie  durch  den  Punkt  P  eine  mit 
e,.  kongruente  und  gleichgestellte  Kurve  zieht. 

Jetzt  sei  Q  ein  beliebiger  Punkt  von  M^^^^  und  wir  denken 
uns  die  M^  doppelt  übereinanderliegend,  einmal  als  ruhendes 
Exemplar  mit  dem  Punkte  P  und  dann  als  ein  nachher  in  andere 
Lage  zu  bringendes  Exemplar  mit  dem  Punkte  Q.  Dies  zweite 
Exemplar  enthält  eine  durch  Q  gehende  mit  c^  kongruente  und 
gleichgestellte  Kurve.  Wird  also  die  zweite  M^  soweit  ver- 
sdioben,  daß  ihr  Punkt  Q  nach  P  fällt,  so  hat  sie  nunmehr 
mit  der  ersten,  ruhenden,  M^  die  Kurve  (\  gemein. 

Dies  Verfahren  denken  wir  uns  fftr  beliebig  viele  Punkte  Q 
ausgeführt  Alsdann  erhalten  wir  beliebig  viele  mit  M^  kon* 
gmente  und  gleichgestellte,  also  auch  algebraische  M^^  die  sämtlich 
q  enÜialten.  Schneiden  sich  alle  diese  M^  nur  in  einer  Kurve, 
also  in  q,  so  ist  c^  algebraisch.  Dies  aber  soUte  bewiesen  werden^ 
da  längs  der  q  die  Koordinaten,  abgesehen  von  additiven  Konstanten, 

gleich  ^u(0,  ^i(0  •  •  •  An  +  i,i(<i)  siad. 

Jetzt  kommen  wir  zu  dem  Ausnahmefall:  Er  tritt  ein,  wenn 
alle  Jf^,  die  man  aus  der  einen  M^  erhält,  wenn  man  sie  so 
verschiebt,  daß  ein  beliebiger  Punkt  Q  von  M^^^  nach  P  rtlckt, 
nicht  nur  eine  Kurve,  sondern  eine  mindestens  zweifach  aus- 
gedehnte algebraische  Mannigfaltigkeit  M  gemein  haben. 

Schiebt  man  die  M^  in  ihre  alten  Lagen  zurück,  so  heißt 
dies:  Durch  jeden  Punkt  Q  der  M^^^  geht  eine  mindestens 
zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  die  mit  M  kongruent  und 
gleichgestellt  ist  und  vollständig  in  der  M^  liegt.  Mit  anderen 
Worten:  Die  Jf„  kann  auf  zwei  Arten  aus  dexM^_^  erzeugt  werden: 

erstens  dadurch,  daß  man  itf^-i  längs  q  verschiebt, 

zweitens  dadurch,  daß  man  -Sf^.i  längs  M  verschiebt. 
Im   zweiten  Falle   aber    nimmt   die  M^_^   mehr  Lagen  wie  im 
eisten  Falle  an,  wenn  nicht  bei  oo^  Verschiebungen  der  M^^^ 

MaflL.phjB.  El  Mae  190S.  7 
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auf  der  M  die  M^_^  in  dieselbe  Lage  kommt  wie  bei  einer  Ver- 
Schiebung  auf  o^.  Anders  gesagt:  Die  M^_i  gestattet  notwendig 
00^  Yerschiebongen,  bei  denen  sie  invariant  bleibt  Daraus  folgt 
sofort,  daß  sie  auch  bei  einer  unendlich  kleinen  Verschiebung  in- 
variant bleibt,  d.  h.  durch  alle  Punkte  der  M^_i  gehen  parallele 
Gerade,  die  der  M^^^^  angehören.  Weil  nun  die  M^  aus  der 
Jlf^.j  durch  die  Verschiebungen  längs  q  hervorgeht,  so  folgt: 
Auch  durch  alle  Punkte  der  M^  gehen  parallele  Gerade,  die  der 
M„  angehören. 

Enthält  aber  eine  Mannigfaltigkeit  unendlich  viele  parallele 
Geraden  derart,  dafi  durch  jeden  ihrer  Punkte  eine  geht,  so  kann 
man  sie  eine  cylindrische  MaimigfäUigkeU  nennen. 

Der  Ausnakmefaü  (ritt  also  auf,  trenn  die  MannigfaUigkeit 
M^  hei  einer  unendlich  kleinen  Verschiebung 

inva/riant  bleibt,  oder,  was  dassdbe  ist,  cylindrisch  ist,  wobei 
(o^  :  a| :  •  •  • :  a^^i)  die  Richtung  des  Cjlinders  angibi  Analytisch 
ausgedrückt:  Der  Ausnahmefall  ergibt  sich,   wenn  die  Gleichung 

der  Mannigfaltigkeit  eine  Gleichung 

m-f  1 

da 


l 

nach  sich  zieht,  in  der  a^,  o,  •  •  •  ^m+i  ^^^^^  sämtlich  ver- 
schvrindende  Eonstanten  sind. 

Daß  nun  der  LiESche  Satz  tatsächlich  nicht  gilt,  wenn  die 
Mannigfaltigkeit  cylindrisch  ist,  erkennt  man  sofort  Es  genügt 
der  Nachweis  im  gewöhnlichen  Baume:  Man  kann  auf  einem 
algebraischen  Cylinder  eine  beliebige  transcendente  Kurve  an- 
nehmen und  längs  des  Cylinders  verschieben.  — 

Indem  ich  schließe,  möchte  ich  zur  Vermeidimg  einer  falschen 
Auffassung  nochmals  hervorheben,  daß  ich  diese  Mitteilung  nur 
als  eine  sehr  nahe  liegende  Verallgemeinerung  LiEScher  Ideen- 
gänge auffasse,  die  nur  das  Eine  zeigen  sollte,  daß  Lie  selbst 
schon  im  wesentlichen  im  Besitz  eines  einfachen  Beweises  seines 
Satzes  gewesen  sein  wird.  Eine  selbständige  Bedeutung  möchte 
ich  diesen  Zeüen  nicht  beilegen. 

Darmstadt,  im  Februar  1903. 


Druckferticr  erkltet  26.  HI.  190S.] 


über  projektive  Transformationsgrnppen. 


Von 
Gerhabd  Eowalewski. 

F  sei    eine  algebraische  Form  nter  Ordnung  in  den  Ver- 

ioderlichen   j^,  j,,  I3.     Den  EoefiGizienten  von  fj""^""*' •  5j  •  Jj 

weilen  wir  mit 

n! 

beseichnen,  wo  i  die  imaginäre  Einheit  sein  soll.^)  Die  Indices 
der  j(n  +  1)(m  +  2)  Koeffizienten  x  sind  nach  dieser  Festsetzung 
lauter  yerschiedene  komplexe  Zahlen. 

unterwirft  man  F  den  Transformationen  der  Gruppe 

(i)  E^^,  (^,^-1,«,») 

so  werden  die  Koeffizienten  x  durch  folgende  Gruppe  transformiert: 

3^-1        ""^^^-l  +  erli^^-l-ati 
3^-<     '"^^*^  +  l  +  ((y-l)<l'^  +  a<» 

i)  In   allen  Formeln  der  y erliegenden  Arbeit  hat  t  diese  Be- 
deatimg. 

7* 
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Betrachtet  man  die  x  als  homogene  Punktkoordinaten  in 
einem  Baume  Bjr  mit  JT—  —  1  +  j(n  +i)(n  +  2)  Dimennonen, 
so  ist  (2)  eine  projektive  Ghiippe  in  diesem  Banme. 

Man  kann  sich  die  Aufgabe  stellen,  alle  projektiven  Gruppen 
des  Bü  zn  ermitteln,  welche  die  Grappe  (2)  als  Untergmppe 
enthalten.  Die  analoge  Frage  im  Gebiet  der  binären  algebraischen 
Formen  habe  ich  in  einer  früheren  Arbeit  erledigt.^)  Die  dort 
benutzte  Methode  läßt  sich  im  wesentlichen  auch  hier  anwenden, 
und  es  ist  leicht  zu  erkennen,  wie  sie  in  dem  allgemeinen  Falle 
zu  handhaben  sein  wird,  wo  man  von  einer  algebraischen  Form 
mit  irgend  einer  Anzahl  von  Veränderlichen  ausgeht. 

I.  Einffthrug  geeigneter  Ctowiehte. 

Es  wird  sich  als  zweckmäßig  erweisen,  jedem  x^A.ai  ^^ 
Gewicht   q  +  ci  und  dem  Symbol  Po+ai'^  ä — —   ^*®  Gewicht 

—  (^  +  0%)  beizulegen.  Als  Gewicht  von  x^'^a'iPq-k-ai  gilt  die 
Summe  der  Gewichte  der  beiden  Faktoren  ^  d.  h.  die  komplexe 
Zahl  (p'  —  p)  +  (<y'  —  tf)»-  Bei  einer  isobaren  infinitesimalen 
Transformation  haben  alle  Glieder  das  gleiche  Gewicht,  und  wenn 
man  mit  zwei  solchen  Transformationen  den  Elammerausdmck 
bildet,  so  addieren  sich  ihre  Gewichte. 

®  sei  eine  projektive  Gruppe  des  22jr,  in  welcher  die 
Gruppe  (2)  als  Untergruppe  steckt,  und  X  sei  eine  nicht  isobare 
infinitesimale  Transformation  von  ®.  3E  zerlegt  sich  dann  in 
isobare  Summanden  von  verschiedenem  Gewicht'): 

Kombiniert  man  3E  wiederholt  mit  der  in  (2)  vorkommenden  in- 
finitesimalen  Transformation 

8  +  iSä  =J'(^  +  isi)x    ,^p      ,, 
80  findet  man 

(8  +  »SB,  3E)  -  K  +  ft«)3E«.+ft<  +  K  +  ß,i)K*fi.i  +  •  •  • . 

(85+»»,(»+»aB,3e))  -  («x+ßiiYK+ß.i + i'h+M'K+ß.i +■■■ 

u.   s.  f.      Daraus    folgt    dann    wegen    der    Verschiedenheit    der 

i)  Diese  Berichte,  1902.    8.  371—392. 

2)  Die  Indioes  sollen  die  Gewichte  anzeigen.  Nach  diesem 
Prinzip  haben  wir  oben  die  sechs  ersten  infinitesimalen  Transformationen 
von  (2)  bezeichnet 
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komplexen  Zahlen  oc^  +  ßih  «j  +  ft^---»  daß  Sa^^ß.ii  3£a,+|j,rf,... 
selbständig  in  @  yorkommen.  Wir  können  nns  daher  auf  die 
Betrachtung  der  isobaren  infinitesimalen  Transformationen  von  @ 
beschranken.  Jede  solche  hat  ein  bestimmtes  Gewicht  a  +  ßi^ 
welches  wir  nns  durch  den  Punkt  mit  den  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten a,  /?  in  einer  Ebene  yersinnlicht  denken.  Bezeichnen 
wir  alle  Punkte  mit  ganzzahligen  Koordinaten  als  Gitterpunkte, 
80  werden  also  die  in  @  vorkonmienden  Gewichte  durch  eine 
Anzahl  yon  Gitterpunkten  repräsentiert,  die  wir  kurz  die  Oitter- 
pimkie  der  Gruppe  &  nennen  werden. 


n.  BiBseUießviif  der  Gitterpunkte  von  &  in  ein  Seehseek. 
In  der  Gruppe  (2)  kommen  nur  die  sieben  Gewichte 

0,     —1,     1,     i,     —  i,     —  1+i,     1— • 

TOT.  Die  zugehörigen  Gitterpunkte 
bilden  die  Ecken  und  den  Mittel- 
punkt eines  Sechsecks. 

Wenn  man  dieses  Sechseck 
Yom  Mittelpunkt  aus  im  Ver- 
hältnis 1  :  m  vergrößert  (m  eine 
positive  ganze  ZabX)j  so  entsteht 
ein  Sechseck  @^.  Jeder  Gitter- 
punkt  der  Ebene,  der  vom  An- 
fangspunkt verschieden  ist,  liegt, 
wie  der  Anblick  der  Figur  zeigt,  auf  der  Peripherie  eines  und 
nur  eines  Sechsecks  aus  der  Reihe 

(3)  ®i,     ®„     ®8,... 

Das  gilt  insbesondere  von  den  Gitterpunkten  der  Gruppe  ®,  und 
es  wird  unter  den  Sechsecken^  auf  deren  Peripherie  ein  Gitter- 
punkt von  (^  existiert,  ein  größtes^  ®^  geben.  Das  Sechseck  ©^^ 
entJiftlt  also  auf  seiner  Peripherie  mindestens  einen  Gitterpunkt 
von  ®,  während  dies  von  €^^^1  nicht  mehr  gilt.  Offenbar  ist 
1<  *  <  n. 


in.  Umformiuig  von  ®  doreh  Yertanschiuig  der  x. 

Die  Gruppe  (2)  bleibt  bei  gewissen  Vertauschimgen  der  x 
nngeandert,  was  unmittelbar  daraus  folgt,  daß  {],  l^^  £3  beliebig 
permutiert  werden  dürfen,  ohne  daß  die  Gruppe  (i)  sich  ändert. 
Bechnen    wir    die    identische    Substitution    mit,    so    haben    wir 
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folgende  sechs  SubstitatLonen,  welche  die  Ghuppe  (2)  imgeilndert 
lassen^): 

/      9  +  ^*      \        (      9  +  <fi      \        [        9  +  <fi       \ 
\      Q  +  ^i      F      \      tf  +  V*      /        \n  — p  — tf  +  fff/ 
^^^    ■/         9  +  ^^       \       (         V  +  «'»         \        /  9  +  ^^         \ 

■   •••  ***l  I***  ***l  I***  ***■ 

\n  —  p  —  ff  +  ^»7        \p  +  (n  —  p  —  6)%}        \ff  +  (n  —  ^  —  ff)*/ 


(5)  {" 


Wendet  man  auf  eine  isobare  infinitesimale  Transformation 
vom  Gewicht  a  +  /?i  =H  0  diese  Sabstitationen  an,  so  entstehen 
sechs  infinitesimale  Transformationen  mit  folgenden  Gewichten: 

+  ßi,     ß  +  ai,     -^{a  +  ß)  +  ßi,     -(a  +  /?)  +  «f, 

a-(a  +  ß)i,     ß^(a  +  ß)i. 

Die  Bildpunkte  dieser  Gewichte  liegen,  wie  man  leicht  er- 
kennt, alle  auf  der  Peripherie  eines  einzigen  Secksecks  @^  aus 
der  Beihe  (3),  und  zwar  so,  daB  von  zwei  benachbarten  Seiten*) 
wenigstens  eine  einen  von  den  betrachteten  Punkten  enthält 
Dies  gilt  insbesondere  von  den  beiden  Seiten,  die  in  der  Ecke 
(m,  0)  zusammenstoßen. 

Aus  den  obigen  Bemerkungen  können  wir  folgendes  schlieBen: 
Wendet  man  auf  &  eine  von  den  Substitutionen  (4)  an,  so  be- 
wahrt &  die  Eigenschaft,  die  Gruppe  (2)  als  Untergruppe  zu 
enthalten,  auch  bleibt  die  oben  definierte  Zahl  A;  ungeftnderi 
Wir  können  es  außerdem  immer  so  einrichten,  daß  das  Sechseck 
®^  auf  den  beiden  in  der  Ecke  (A;,  0)  zusammenstoßenden  Seiten 
einen  Gitterpunkt  von  &  enthUi 

Gesetzt  nun,  (A;,  0)  wäre  kein  Gitterpunkt  von  @.  Dann 
wählen  wir  unter  den  Gitterpunkten  von  (S,  die  sich  auf  den 
anstoßenden  Seiten  von  €;^  befinden,  einen,  der  möglichst  nahe 

an  (*,  0)  üegt.    3E ^^%a^a-^^+{fi+a)iPQ+ai  8öi  e"i«  infinitesimale 
Transformation  von  ®,  deren  Gewidit  durch  diesen  Gitterpunkt 
repräsentiert  wird.    Die  Gewichte  der  drei  infinitesimalen  Trans- 
formationen 
(3ei3e),    (X,30,    (3Ei_,30 

i)  Der  Sinn  dieser  Symbole  ist  der,   daß  jedes  x  ^^^  durch  das 

X,   dessen  Index  unter  Q-^ci  steht,   ersetzt  werden  soll.     In  den  p 
vollzieht  sich  jedesmal  die  entsprechende  Substitution. 

2)  Zu  einer  Seite  rechnen  wir  iiuner  die  sie  begrenzenden 
Ecken  mit 
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nnd 

a  +  l  +  ßi,     a  +  {ß+l)i,     a  +  l+(^-l)i 

nad  werden  durch  Gitterpunkte  dargestellt,  die  entweder  außer- 
halb Yon  @jt  liegen  oder  auf  den  beiden  von  (A;,  0)  ausgehenden 
Seiten,  dann  aber  näher  an  (ä;,  0)  als  der  Punkt  (a,  ß).  Beides 
ist  ausgeschlossen,  und  man  hat  daher 

(IiX)  =  0,     (X,X)  =  0,     (3Ei_,X)-0. 

Daraus  folgt  aber,  wie  eine  einfache  Bechnung  zeigt,  daß  X 
identisch  yerschwindel  Wir  dürfen  also  schließen,  daß  (kj  0) 
selbst  zu  den  Gitterpunkten  von  &  gehört. 

lY.  Die  iifeütesiHimle  Tnuisfonnatieii  Yom  Gewicht  k. 

Wir   können   nach  dem  Obigen  annehmen,   daß  in  &  das 
Gewicht  k  vertreten  ist. 

sei  eine  infinitesimale  Transformation  von  (8  mit  diesem  Gewicht. 
Dann  muß 

(6)  (3EiaR)-0,    (X,3R)  =  0,    (Xi.,3R)-0 

sein;  denn  die  Gewichte  dieser  infinitesimalen  Transformationen 
werden  durch  Punkte  repräsentiert,  die  außerhalb  des  Secksecks 
6|  liegen  und  daher  unmöglich  Gitterpunkte  von  (^  sein  können. 
Aus  (6)  ergibt  sich  aber  (abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor) 


fn^-k 

3R  =  Vk+? 


£&  ist   also   in  (&  nur  diese  eine  infinitesimale   Transformation 
vom  Gevncht  k  vorhanden. 

Y.  ErledigoBg  des  Falles  k^l. 

Für  A;  »  1  fallen  die  Gitterpunkte  von  (S  mit  denen  der 
Gruppe  (2)  zusammen.  nSDt  reduziert  sich  auf  3Ej  und  nach  dem 
Obigen  gibt  es  in  (8  keine  andere  infinitesimale  Transformation 
vom  Gewicht  1.  Wenn  überhaupt  irgend  einem  Gitterpunkt, 
der  vom  Anfangspunkt  verschieden  ist,  zwei  infinitesimale  Trans- 
formationen von  (&  entsprächen,  so  brauchte  man  nur  eine  passende 
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Substitution  (4)  anzuwenden^),  um  eine  neue  Gruppe  zu  erbalien 
mit  zwei  infinitesimalen  Transformationen  yom  Gewicht  1.  Das 
ist  aber  unmöglich,  weil  für  diese  neue  Gruppe,  in  der  die 
Gruppe  (2)  als  Untergruppe  steckt,  inmier  noch  X;  ==  1  wäre. 
Es  gibt  also  in  &  nur  vom  Gewicht  0  mehr  als  eine  infinitesimale 
Transformation.  Ist  ^a^a^i(-\-aiPq^ai  ©ine  solche,  so  müssen 
alle  X  in  der  Gruppe  (2)  isobar  bleiben,  wenn  man  die  Be- 
legung (a)  einführt,  d.  h.  jedem  x^^ai  ^^  Gewicht  a^^^  and 
jedem  i>^^9<  das  Gewicht  —a^,a  beilegt.*)  Daraus  folgt  aber 
leicht,  da0^a^,(r  ^^  +  0;1>^  4.0«  iich  linear  aus  U,  83,  SB  zu- 
sammensetzt. 

Wir  erkennen  also,  daß  im  Falle  A; »  1  die  Gruppe  @  mit 
(2)  zusammenfUlt,  und  werden  daher  im  folgenden  immer  A;  >  1 
voraussetzen. 

VI.  Ermitteluif  des  Wertes  k  im  Falle  A;  >  1. 

Wir  schreiben  die  infinitesimalen  Transformationen 
(7)  3R,  X_„  Xj,  SB,  U 

in  folgender  Weise 

SK  =  3f  -|-  •  •  •,  X_i  =■  X_i  +  •  •  •>  «1  =■  -Xj  +  •  •  •, 

wobei 

fn  —  k 


(8) 


C7) 


sein  soll.  Die  durch  Punkte  angedeuteten  Glieder  enthalten  kein 
X  und  auch  kein  p  mit  reellem  Index.  Die  infinitesimalen 
Transformationen  (8)  mögen  die  Verkürzungen  von  (7)  heißen. 
Offenbar  ist  dann  die  Verkürzung  des  Elammerausdrucks  von 
zwei  infinitesimalen  Transformationen  (7)  gleich  dem  Elammer- 
ausdruck  ihrer  Verkürzungen. 

i)  Den  Substitutionen  (4)  entspricht,  wie  aus  (5)  hervorgeht,  eine 
transitive  Gruppe  von  Vertauschungen  der  Ecken  von  @j. 

a)  Vgl.  die  Auefühmngen  auf  S.  372  in  meiner  oben  citierten 
Arbeii 
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Wenn  man  nun  durch  fortgesetzte  Anwendung  der  Klammer- 
Operation  ans  den  infinitesimalen  Transformationen  (7)  neue  her- 
leitet, 80  gelangt  man  schliefilich  zu  einer  Gruppe,  die  in  (K  enir 
halten  ist  Die  Verkürzungen  ihrer  infinitesimalen  Transformationen 
bilden  ebenfalls  eine  Gruppe,  die  wir  mit  Q  bezeichnen  wollen. 
G  ergibt  sich  auch,  wenn  man  von  den  infinitesimalen  Trans- 
fonnationen  (8)  ausgeht  und  fortgesetzt  die  Elammeroperation 
anwendet.  Die  Zahl  k  ist  offenbar  das  Maximalgewicht,  welches 
in  Q  Yorkommt.  Gerade  um  diese  Gruppe  handelte  es  sich  aber 
in  meiner  oben  citierten  Arbeit,  und  h  hatte  damals  genau  die- 
selbe Bedeutung.  Wir  können  uns  also  auf  die  Besultate  jener 
Aibeit^)  hier  stOtzen  und  zunächst  folgendes  behaupten: 

Bei  ungeradem  n  ist  X;  gleich  n,  bei  geradem  n  jedenfalls 
nicht  kleiner  als  n  ^  1. 

Wenn  n  gerade  und  Ic^n  —  1  ist,  so  hat  man 

Kombiniert  man  diese  infinitesimale  Transformation  (n  —  l)-mal 
nacheinander  mit  X_|,  so  kommt  (abgesehen  von  einem  nicht 
Tenchwindenden  Faktor) 

2'(-i)*0(»-2^)v«+"^(-i>C7>,+<i',+.- 

0  0 

Setzen  wir 

(0>i), 

80  sind  die  isobaren  Summanden  (von  yerschiedenem  Gewicht), 
in  die  eine  infinitesimale  Transformation  von  @  bei  Einführung 
der  Belegung  (g)  eventuell  zerfällt,  selbst  infinitesimale  Trans- 
formationen von  &.     Nun  ist 

Die  Gewichte  der  einzelnen  Glieder  sind  bei  der  Belegung  (ß) 
der  Reihe  nach  folgende: 

^14.n(n-2),     -1,     -1. 

Da  Ä;  »■  n  —  1  angenommen  wird  und  %  >  1  ist,  so  hat 
man  n'^2,  und  das  erste  Glied  hat  also  ein  anderes  Gewicht 

I)  Siehe  a.  a.  0.  S.  376  f. 
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SITZUNG  VOM  4,  MAI  1903. 

Geschäftliches: 

Erledigimg  eingegangener  Znschriften  sowie  des  TaoschTerkehres. 

Zur  Kartellyersammlnng  in  München  (5.  und  6.  Juni)  wird  Herr 
WmnB  als  Delegierter  entsandt. 

Die  Ton  der  Royal  Society  anberanmte  Sitznng  des  Komitees  der 
internationalen  akademischen  Association  soll  am  4.  Jnni  in  London 
stattfinden.  Daran  soll  sich  eine  konstituierende  Sitzung  der  von  der 
K.  S.  Geaellsch.  d.  Wissensch.  beantragten  Kommission  zur  Förderung 
der  Gehimforschung  anschließen.  Zur  Komiteesitzung  wird  der  Klassen- 
sekret&r  delegiert,  außerdem  wird  Herr  Flkchsio  gebeten,  an  der  Sitzung 
der  Gehimkommission  teilzunehmen. 

Der  Vorschlag  der  Royal  Society,  prinzipiell  sämtliche  Fragen  der 
Association  zuzuweisen,  bei  denen  eine  Unterstützung  verschiedener 
Staaten  in  Frage  kommt,  wird  Yon  der  Klasse  als  zu  weit  gehend 
abgelehnt. 

Yortrilge  halten: 
Herr  A.  Matsb,  Mitteilung  einer  Notiz  des  Herrn  J.  Thomas:   „Über 

orthogonale  Invarianten  und  Kovarianten  bei  Kurven  dritter  Ordnung 

mit  unendlich  fernem  Doppelpunkte". 
Herr  A.  Matxb:  „Über  den  HiLSEBTschen  ünabhängigkeitssatz  in  der 

Theorie  des  Maximums  und  Minimums  der  einfachen  Integprale". 
Herr  P.  Flschsio:  „Neue  Mitteilungen  über  die  Markentwickelung  im 

menschlichen  Gehirn". 
Herr  0.  Nimmni  teilt  eine  Notiz  mit  von  Herrn  H.  LisBicAini:  „Über  die 

Zentralbewegong  in  der,  nichteuklidischen  €^metrie". 
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Über  orÜLOgonale  Inyarianton  und  Eoyarianten 

bei  Eurren  dritter  Ordnimg 

mit  nnendlich  fernem  Doppelpunkte. 

Von 
J.  Thomas. 

In  den  Berichten  der  KönigL  S&chs.  GeseUachaft  der  Wissen- 
schaften von  1899  habe  ich  die  orthogonalen  Invarianten  der 
Kurven  dritter  Ordnung  in  Untersuchung  gezogen.  Darauf  hat 
Herr  A.  GitsiNSR  in  seiner  Dissertation  (Jena  1902)  auf  meine 
Veranlassung  diese  Untersuchung  in  dem  speziellen  Falle  fort- 
gesetzt, in  dem  die  Kurve  einen  unendlich  fernen  Doppelpunkt 
hat  Es  ist  ihm  gelungen  eine  größere  Reihe  metrischer  Eigen- 
schaften dieser  Kurven  ausfindig  zu  machen,  und  dieselben  in 
orthogonalen  Invarianten  auszudrücken.  Herr  Oreiner  hat  die 
Eigenschaft  der  Kurve,  einen  unendlich  fernen  Doppelpunkt  zu 
haben,  in  der  Kurvengleichung  nicht  unmittelbar  zum  Ausdruck 
gebracht,  sondern  die  Koeffizienten  allgemein  gelassen.  Dadurch 
sind  manche  seiner  Formen  bedingte  Invarianten.  Bringt  man 
aber  die  besagte  Bedingung  sofort  in  ^  den  Koeffizienten  zum 
Ausdruck,  so  ergeben  sich  ganz  erhebliche  Vereinfachungen,  und 
es  gelingt  namentlich  die  Kurvengleichung  so  darzustellen,  daß 
alle  ihre  Koeffizienten  rationale  orthogonaie  Invarianten  sind,  die 
ein  vollständiges  System  bilden,  durdi  die  alle  (Hrthogonaien 
Invarianten,  insbesondere  auch  die  allgemeinen,  also  auch  ortho- 
gonalen Invarianten  8  und  T  rational  darzustellen  sind.  Auch  l&ßt 
sich  die  Kurvengleichimg  durch  gerade  ortiiogonale  Kovaiianten 
ausdrücken.  Auf  eine  Fülle  von  metrischen  Eigenschaften  wird 
man  so  geführt,  selbst  wenn  man  sich  auf  die  einfachsten  be- 
schränkt Von  besonderem  Interesse  sind  die  zahlreichen  geraden 
Kovarianten,  zu  denen  z.  B.  der  Ort,  der  Punkt  gehört,  deren 
zugehörige  Tangentenquadrupel  das  singulare  Doppelverhftltnis 
^(1  +  iyS)  hat,  diese  Gerade  ist  eine  allgemeine  Kovaxiante  der 
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Euren  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt.  Der  Ort  dar  Punkte, 
in  denen  das  Doppelverhältnis  da43  harmonische  ist,  ist  eine 
kovariante  Kurve  dritter  Ordnung.  —  Alles  dies  Iftfit  eine  Fort- 
aetittng  der  GusiNEBSchen  Arbeit  gerechtfertigt  erscheinen. 

Meine  eigene  Arbeit  yom  Jahre    1899  will  ich  mit  (Abb. 
ptg.  . .),  die  des  Herrn  Oreinbs  mit  (Gr.  pag.  .  .)  citieren. 

§  I.    BeietehiugeiL 

Die  allgemeine  Kurve  dritter  Ordnung  werde,  wie  in  meiner 
Abhandlung  von  1899  in  der  Form  gegeben  gedacht 

U^  y)  -  ri\x,  y)  +  3n\x,  y)  +  ^fV{x,  y)  +  fV  «  0, 

f^i?^ p)  =- fl»«*  +  2flu«y  +  «»y*»  /^« («I y) - ^o^  +  «wy- 

Diese  Kurve  hat  in  der  Richtung,  die  um  den  Winkel  Ä  —  \n 
von  der  d^-Achse  abweicht  einen  Doppelpunkt,  wenn 

/*?(«,  y)  =  (a^x  +  a^y)  (xcosÄ  +  y  sin  Ay, 
tl\x,  y)  —  (ü^x  +  ««y)  (ä  cos  il  +  y  sin  A) 
ist,  was  hier  vorausgesetzt  wird.     Es  ist  dann 

OiQ  *-  0,0  cos'  A^  0,1 »  \a^  cos  ii  sin  ii  +  yO^  cos'  A^ 
^t  =  8  %o  sin*  .4  +  f  Oq,  cos  -4  sin  4,  a^^a^  sin'  .4, 
dmOoi  —  %i^  ""  ""  i(^  sia  J.  —  0(jg  cos  -4.)*  cos  ii  sin  ii, 
^""0|oCOSj1,  €k^  *^  a^  sin  A^  2a|i  »  0,0  sin  J.  +  <>ob  cos  ii. 

Die  Diskriminante  D  der  Form  ^2X^9  y)  ^  ^  diesem  Falle 
NqU,  und  oio  +  ^^os  ist  eine  orthogonale  Invariante,  deren  Yer- 
adiwinden  bedeutet,  daß  die  Kurve  durch  einen  absoluten  Punkt 
gehe,  was  fOr  reelle  a  nicht  möglich  ist.  Die  Bezeichnungen 
Ar  orthogonale  Invarianten,  die  in  meiner  Abhandlung  von  1899 
eingeffthrt  sind,  behalte  ich  hier  bei,  werde  sie  jedoch  von  neuem 
eikliren.  Die  allgemeine  Kurve  ging  (Abb.  pag.  324)  durch 
eben  absoluten  Punkt,  wenn 

0;  -  9  0,  =  /(»)(1, 0  /«(l,  _  i)  -  (a„  -  Sau)«  +  (o«.  -  8«ti)* 

verschwindet.  Dies  stimmt,  wie  man  sich  durch  Einsetzen  der 
a  flbr  die  a  überzeugt,  mit  der  Bedingung  ci^qO^q  +  Oot^  ^  0 
Qberein. 

8* 
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Die  orthogonale  Inyariante  (Abh.  pag.  323) 

gewinnt  durch  Einsetzen  der  a  die  Form  {a^  cos  ii  +  o^i  sin  Ay 
nnd  es  ist  demnach 

eine  orthogonale  Invariante  der  Doppelpnnktskonre  fa(xj  y)  ==  0, 
woYon  man  sich  noch  leicht  direkt  überzeugt 

Die  Asymptoten  im  Doppelpunkte  mögen  als  erste  und 
zweite,  die  weitere  als  dritte  gez&hlt  werden.  Das  Verschwinden 
der  linearen  orthogonalen  Inyariante  0[  bedeutet,  daß  die  dritte 
Asymptote  auf  den  beiden  ersten  senkrecht  steht. 

Ferner  ist  (Abh.  pag.  324) 

eine  orthogonale  Inyariante.     Substituiert  man  die  a,  so  folgt 

90,  —  —  (0,0  sin  il  —  o^jg  cos  Ä)\ 

und  es  ist  demnach 

Oi^  —  a^anÄ  +  Q^coBÄ  — }/—  9  0|  —  3(^1 

eine  zweite  lineare  orthogonale  Inyariante  der  Kurye  fa "  0, 
deren  Verschwinden  besagt,  daß  yon  den  beiden  parallelen 
Asymptoten  eine  die  uneigentliche  Gerade,  und  eine  dritte  Asymp- 
tote nicht  yorhanden  ist.     Wir  notieren  noch  die  Formel 

a^a^  —  a^^Oii»  —  |0jcos^sinJ.-"20|COSilsinA 
Setzt  man  in  der  Asymptotendreiecksinyariante  (Abh.  pag.  332) 


0.=-- 


^1  ö»i  «11 


die  a  ein,  so  findet  man 

0,-0, 

obschon  das  Asymptotendreieck  unendlich  groß  ist. 
Machen  wir  die  Substitution 

a;^"-a;cosil  +  Jfsin./l,  y^  —  xsiaA  +  ycoBÄj 

a?  —  05'  cos  ui  —  jf'  sin  il,  y  =     x'  sm  Ä  +  y  cos  A^ 

so  geht  f^  über  in 
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wobei 


'M 


—  ^»    » 


11 


a 


OS 


^»  ai,  —  0,0  cos  -4  +  Oq,  sin  -4 


^(^1  —  —  ö»  sin  -ä  +  Ogj  cos  -A,  a^  ""  ^i  ^» 


'00 


«00 


*io  —  öio  cos  -4  +  a^tt  sin  ui,  a^j  —  —  o^^  sin  -A  +  <»oi  cos  -4 


ist    In  dieser  Form  ist 


-O3 


»80 


^80^1 


»11^0 

0   0    0 

and  das  Verschwinden  dieser  orthogonalen  Inyariante  tritt  einfach 
in  Evidenz. 

Eine  dritte  Form  geben  wir  der  Kurrengleichung  /*«  -»  0 
durch  die  Substitution  x  -»  a?"  +p\  y  -"  y"  +  q\  p'  nnd  g'  so 
emriditend,  daß  die  Glieder  zweiter  Ordnung  aus  der  Eurven- 
gleichnng  herausfallen.     Dann  muß  man  (Abh.  pag.  332) 

«joP'  +  «11«'  +  öjo  "*  ö»     <h\P'  +  «1»«'  +  «11  -  0, 

«iiP'  +  «0»«'  +  «Ol  =*  ö 

setzen,  was  möglich  ist,  weil  Og  verschwindet.    Die  Kurvengleichung 
gewinnt  dadurch  die  Form,  wenn  man  x"y'  durch  xy  ersetzt, 

fhi^y) "-  ^0^  +  3&M«*y  +  •  •  •  +  3&oiy  +  K^ 


wo 


*so  -"  ^1     ^» 


«11 


'1« 


«IJ»   ^1 


08 


«0» 


SO 


'u 


5^-0 


'10 


«10  +  «loP'  +  Oiiff',     2>^tt  —  o«!  +  o^ii?'  +  ai,g', 


&,,  -  2(a,ol>y  +  2aiii>'g'  +  »««'ff')  +  K<hfiP'  +  «oi«')  +  «00 

ist 

Endlich   geben    wir   der   Gleichung   der  Kurve    eine   vierte 
Fonn,  indem  wir  die  beiden  Substitutionen  verbinden,  nftmlich 

X    =»  X    cos.4  +  3f    smil,    y     »---a;    sm^l  +  y    cosil 

setun.    Dadurch  erhalten  wir  mit  Unterdrückung  der  dreifachen 
Aecente 

fci^ti)  -  <^^  +  ^(^i^y  +  3cio«  +  3coiy  +  coo  -  0. 

Die  Größen  p'q'  mögen  durch  diese  Substitution  bez.  in  p  und  q 
tkbergehen,  sie  werden  durch  die  Gleichungen  bestimmt 

«ioP  +  ««ff  +  «fo  "  ^>     ^P  +  ^n  •  ^' 
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ans  denen  sich  ergibt 

«11  CflCil  Ö, 

§  2.    Im  der  Fem  fjip^y)  nid  statlieke  Koefftxieitei  orfkogtiale 

IivariaHtei. 
DaB 

c^«0|oCOSil+öj,j8inil=-0,',  C|j«|(— OjoSinil+öojCOBii)— yO^ 

orthogonale  Inyarianten  sind,  fanden  wir  schon.  Der  unendlich 
ferne  Doppelpunkt  der  Kurve  /). "»  0  liegt  auf  der  y-Achse,  und 
der  Koordinatenanfang  hat  die  Eigenschaft,  daß  seine  erste 
Polare  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  die  Gerade 

zerf&Ut.  Aus  diesem  Grunde  hat  Herr  Greineb  (Gr.  pag.  12) 
diesen  Punkt  nicht  unpassend  Geradenpol  genannt.  Da  jedoch  die 
erste  Polare  wegen  ihres  uneigentlichen  Teiles  durch  die  absoluten 
Punkte  geht,  und  um  in  Übereinstimmung  mit  meiner  ersten 
Abhandlung  zu  bleiben,  will  ich  den  Punkt  Kreispol  nennen. 
Seine  zweite  Polare  ist  der  ersten  parallel  und  hat  die  Gleichung 

«10«  +  Coiy  +  Cpo  —  0. 

Diese  beiden  Geraden,  die  erste  und  die  zweite  Polare  des  Kreispoles, 
sind  orthogonale  Kovarianten  der  Kurve  /*a»0  und  der  Punkt  x^^p^ 
y  »  g  in  Bezug  auf  die  Kurve  /*a  »  0,  oder  der  Koordinaten- 
anfang ftlr  Z*^  *—  0  ist  ein  orthogonal-kovarianter  Punkt  der  Kurve. 
Das  Quadrat  der  Entfernung  des  Kreispoles  von  der  zweiten 
Polare  c^  :  ((^^  -|-  cj^)  ist  eine  orthogonale  Invariante.  Der 
Nenner  ist  aber  als  orthogonale  Invariante  einer  Kovariante  ftbr 
sich  orthogonal-invariant,  mithin  ist  auch  c^  eine  orthogonale 
Invariante.  Die  Größen  c^q^  c^  sind  bez.  dem  Sinus  und 
Cosinus  des  vom  Koordinatensystem  unabhängigen  Winkels  der 
zweiten  Polare  des  Kreispoles  mit  den  beiden  ersten  Asymptoten 
proportional,  sie  sind  orthogonale  Invarianten.  Auch  die  Gerade 
y »  0,  die  auf  den  beiden  ersten  Asymptoten  senkrecht  steht» 
und  durch  den  Kreispol  geht,  ist  eine  orthogonale  E^ovariante. 
Nun  ist  -  f  t  /     t    t  f    f  \ 

*=■  iölWiÄi'i-aoi»«)- 
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Es  ist  denmadi 

Ofif        ff  ff 

eise  oribogonale  Inyariante  zweiter  Dimension.     Ebenso  ist 

eine  orthogonale  Invariante  dritter  Dimension,  die  mit  O3  be- 
zeidmet  werden  mag.  Ist  c^  »  0,  so  hat  die  Kurve  einen  Mittel- 
punkt, woraus  die  Invarianteneigenscbaft  nochmals  folgt.  Wir 
drfieken  die  Invariante  c^  durch  die  a'  ans 

Dies  ist  eine  Invariante  vierter  Dimension,  die  mit  0^  bezeichnet 
werden  mag. 

§  3.    Zisamenstelliig  der  orfhegoialen  Grudinvariaalei. 

Da  die  Koeffizienten  der  Kurve  /).(a;,  y)^0  sämtlich  orthogonale 
Invarianten  sind,  so  lassen  sich  alle  noch  vorhandenen  orthogonalen 
Invarianten  dnrdi  diese  fOnf  darstellen,  die  demnach  ein  voll- 
standiges  System  bilden  und  deshalb  Grandinvarianten  genannt 
werden  können.     Es  sind  die  Formen 

Ol  -»  —  OjQ  sin  .4  +  0^  cos  .4,     0^  »«  Qj^  cos  .4  +  (^j  sin  -4 

(^— {(a,08inil+öoi^5^-*)'~a(~"^^^'^-^+^^®-^X^^w^"^-^+^oi^s-^) 
Oi  —  —  1(^0  cos  -4  +  0^  sin  -4)  0; 

+  f  (—  OioSin  ^  +  öo«<50Sii)|(ö,o<508^  +  öw  sinul)(— ttjosin^  +  0<»cos  -4) 

—  x(—  0,0  sin  ul  +  Ogj  cos  Ay  {ix^  00%  A  +  a^  foji  -4) 

O4  —  i(—  0,9  sin  -4+a0,cos-4)*(o20COSui+  o^  sin  -4)(—  o^^  sin  -4  +  0^  cos  -4) 

-  (—  <i^  sin  -4  +  0^^  cos  il)*  (ojo  cos  ul  +  Ooa  sin  -4)  —  \a^0^0^ 
+  30, |(—  0,9  sin  -4  +  Oq,  cos  ui)  {a^^  cos  ui  +  a^i  sin  Ä) 

+  30,  (0,0  cos  -4  +  öoi  ™  -^)  (—  «10  sin  ^  +  «Ol  ^8  -4)) 

— 1(~  Oj^  sin  il+ Oo,  C084)(— ö»8inil+0o,cos-4)(ö,o^8'^+ ^^^°^)^i- 
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Die  orthogonaleil  Inyarianten  0,  •—  —  jO^O^^  0^  =*  ^i^i 
sind  im  Grunde  entbehrlich,  können  aber  um  so  mehr  als  will- 
kommene Abkürzungen  beibehalten  werden,  als  sie  Beziehung  zu 
den  allgemeinen  Kurven  dritter  Ordnung  haben,  in  denen  sie 
orthogonale  Inyarianten  niedrigster  Dimension  sind,  weil  die 
linearen  Formen  O^,  0^  dort  fehlen. 

In  der  Gleichung  /« »  0  sind  also  alle  Koeffizienten  einfach 
rationale  Funktionen  der  orthogonalen  Grundinvarianten.  Die 
Formen  c^i^c^a^c^  enthalten  zwar  einen  Nenner  und  sind  des- 
halb nicht  so  einfach  als  die  Grundinvarianten.  Gleichwohl  wird 
es  sich  empfehlen,  wegen  ihrer  Stellung  in  der  Kuryengleichung 
alle  weiteren  Inyarianten  nicht  in  den  0,  sondern  in  den  c  aus- 
zudrücken. Die  gewonnenen  Ausdrücke  können  ja  sofort  durch 
die  Beziehungen 

in  Funktionen  der  0  umgesetzt  werden. 

§  4.  Darstellug  der  IivariaDtei  iSf  ud  Tdirck  ortkogeiale  IivariaiiteB. 

Setzen  wir  die  c  in  die  biqnadratische  Inyariante  S  der  all- 
gemeinen Kurven  dritter  Ordnung  ein,  so  erhalten  wir 

Es  ist  also  8  ein  vollständiges  Quadrat.  Ihr  Verschwinden  be- 
deutet, daß  die  zweite  Polare  des  Kreispoles  den  beiden  ersten 
Asymptoten  parallel  ist,  wenn  der  Faktor  c^  verschwindet.  Der 
Faktor  c^^  darf  nicht  als  verschwindend  angenonmien  werden, 
weil  in  diesem  Falle  die  Reduktion  der  Kurvengleichung  auf  den 
Kreispol  als  Koordinatenanfang  nicht  möglich  ist.  8:  (c^^  -f  (^^  O^ 
ist  das  Quadrat  des  Sinus  des  Neigungswinkels  dieser  Polare 
gegen  die  parallelen  Asymptoten. 

Setzt  man  die  c  in  die  bikubische  Inyariante  T  ein,  so 
erhält  man 

T  «  ScJ^e^i,     T"  +  645»  «  0. 

Ist  0^  gleich  Null,  so  daß  die  Kurve  nicht  in  die  Form  f^  »  0 
gebracht  werden  kann,  so  l&ßt  sie  sich  in  die  Form  fa'  »  0  des 
§  I  bringen,  und  es  ist  dann  a^^  ^  0.  Die  Invariante  8  reduziert 
sich  dann  auf  den  Ausdruck 
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Ihr  Verschwinden  bedeutet  eine  Spitze,  deren  Tangente  die  nn- 
eigentliche  Gerade  ist. 

§  5-    Clendlnige  orfllogonale  Kovariantei  ud  erthegeial 

korariaite  Pnikte. 

Die  parallelen  Asymptoten  haben  die  Gleichungen 
a;  =  jt  c,     c  =  —  Cqj  :  Cgj  «=  Oj  :  Oj 

sie  fallen  zusammen,  wenn  0^''«  0  ist,  wenn  nicht  zugleich  c^^ 
gidch  Null  ist  Sind  c^^  und  c^x  gleichzeitig  Null,  so  zerfftUt 
die  Kurve  in  drei  parallele  gerade  Linien. 

Wird  die  Euryengleichung  in  der  Form  /].»  0  gegeben,  so 
kann  natürlich  c^^  gleich  Null  sein,  und  es  ist  dann  die  un- 
eigentliche Gerade  Asymptote.  Wir  wollen  aber  den  singulären 
Fall  Q|  »  0  im  folgenden  ausschließen. 

Die  parallelen  Asymptoten  bilden  ein  orthogonal  kovariantes 
Geradenpaar,  einzeln  genommen  enthalten  die  Gleichungen  eine 
irrationale  GröBe,  ihre  Mitte  aber  ist  eine  rationale  orthogonal 
koTariante  Gerade,  die  übrigens  noch  eine  besondere  nachher  zu 
erörternde  Bedeutung  hat.     Ebenso  ist  die  dritte  Asymptote 

eine  orthogonale  Eovariante.     Weiter  sind  die  Geraden 

als  endlicher  Bestandteil  der  ersten  Polare  des  Exeispoles,  und 
die  Gerade 

die  zweite  Polare  des  Ereispoles  orthogonale  Eovariauten. 

Ebenso  die  Gerade  durch  den  Ereispol,  die  auf  der  dritten 
Asymptote  senkrecht  steht, 

3(^1»  — Cjoy^O 

Die  vier  Geraden  a?  —  0,  3 c^«  —  e^y  =  0,  y  =-=  0,  c^^x  +  3  c^j  y  =-  0, 
bilden  einen  harmonischen  Büschel,  woraus  ebenfalls  die  Invarianten- 
eigenschaft  der  aufgestellten  Geraden  folgt. 

Es  gibt  Punkte  der  Kurve,  deren  Koordinaten  rationale 
Fimktionen  der  Koefücienten  der  Kurvengleichung  sind.  Sie  sind 
orüiogonal  kovariante  Punkte.       Z.  B.  der  Punkt 
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Beine  Tangente  hat  die  Gleichung 

sie  ist  eine  orthogonale  Eoyariante.  Wir  wollen  den  Punkt  den 
parabelhaltenden  Enrvenpunkt  nennen.  Die  nneigenüiche  Gerade, 
die  Tangente  im  parabelhaltenden  Punkte,  die  zweite  und  die 
erste  Polare  des  Kreispoles  bilden  einen  harmonischen  Büschel. 
Ein  andrer  rationaler  Punkt  der  Kurve  wird  durch  den 
Schnitt  der  beiden  orthogonalen  kovarianten  Geraden 

gefunden.     Seine  Koordinaten  sind 

Der  dritte  unendlich  ferne  Punkt  und  der  parabelhaltende 
Kurvenpunkt  sind  in  Mac  Laubins  Sinne  korrespondierende  Punkte. 

Die  Tangente  im  letstgefnndenen  Punkte  ist  eine  orthogonale 
Kovariante,  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Kurve  ein  kovarianter  Punkt 
Durch  fortgesetztes  Tangentenziehen  gelangt  man  zu  unendlich 
vielen  kovarianten  Punkten  und  Geraden. 

Die  Kurve  /*^ «« 0  ist  durch  drei  orthogonal  kovariante 
Gerade  dargestellt  Denn  es  ist  /*^  das  Produkt  aus  der  dritten 
Asymptote  in  das  Quadrat  der  parabelhaltenden  Geraden,  der 
Mitte  der  parallelen  Asymptoten,  vermindert  um  die  Tangente 
des  parabelhaltenden  Knrvenpunktes. 

Ein  Punkt,  in  dem  die  beiden  durch  ihn  gehenden  Geraden, 
auf  denen  die  Summe  der  Strecken  bis  zu  den  Kurvenschnittpunkten 
Null  ist,  senkrecht  aofeinanderstehen,  wurde  (Abh.  pag.  338)  von 
mir  ein  orthischer  Punkt  genannt.  Der  Kreispol  gehört  natflrlieh 
zu  diesen  Punkten.  Sie  f&llen  eine  Gerade  ans,  fOr  die  bei  der 
allgemeinen  Kurve  die  Gleichung  gefunden  wurde 

Für  die  Kurve  /e  —  0  wird  die  Gleichung  der  orthischen  Geraden, 
die  eine  orthogonale  Kovariante  ist 

Harmonisch  getrennt  von  dieser  Geraden  und  den  Geraden  jp  »  0 
y  —  0  ist  die  orthogonal  kovariante  Gerade 
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Soidit  man  Punkte,  in  denen  die  beiden  Oeniden  snsunmenfallen, 
anf  denen  die  Abstandsenmme  toH  der  Kurve  Nnll  ist,  eo  muA 
die  Gleichung 

cos' <p(Cfi^x  +  c^jf)  +  2  cos  9  sin  (pc^x  «  0 

nnr  einen  Wert  far  9  ergeben.  Das  geschiebt  fOr  o; »  0,  und 
der  Ort  dieser  Punkte  ist  die  Mitte  der  parallelen  Asymptoten. 
Herr  Obsineb  zeigt  (6r.  p.  17),  daß  die  erste  Polare  jedes  dieser 
Punkte  eine  Parabel  ist,  wir  können  deshalb  mit  ihm  diese  ortho- 
gonale Koyariante  die  parabelhaltende  Gerade  nennen. 

Die  Schnittpunkte  aUer  dieser  kovarianten  Geraden  mit- 
einander sind  orthogonal  kovariante  Punkte,  die  mit  den  parallelen 
Asymptoten  sind  orthogonal  kovariante  Punktpaare. 

Damit  sind  die  orthogonal  kovarianten  Geraden  keineswegs 
erschöpft.  Insbesondere  führt  die  HsssEsche  Kovariante  zu 
neuen  Geraden  dieser  Art. 


§  6.  Die  Hesseselle  Kevariante. 
Die  Gleichung  der  HsssEschen  Kurve  ist 


^^+^y»  ^i^y             *io 

-= 

Cn^y         0,               c^ 

^o>      ^>  ^o^+^y+<^ 

<^itf, 

cii*. 

CiO 

CfiX^ 

0, 

Co» 

<^i 

)^1         ^01 

«•0 

7 

•la» 

<t)0  +  <10* 

+«oiy 

Die  Kurve  geht  durch  den  Kreispol  und  zweimal  durch  den 
Doppelpunkt  der  Mutterkurve,  ihre  dritte  Asymptote  ist  die  erste 
Polare  des  Kreispoles  (Gr.  p.  32).  Es  folgt  daraus  der  all- 
gemeinere Satz:  Legt  man  durch  den  Doppelpunkt  einer  Kurve 
dritter  Ordnung  eine  Gerade,  so  gibt  es  auf  ihrer  HsssESchen 
Kurve  einen  Punkt,  dessen  erste  Polare  diese  Gerade  enth&lt. 
Der  zweite  Bestandteil  dieser  Polare  ist  die  Tangente  der  Mutter- 
kurve im  dritten  Punkte,  den  die  erste  Gerade  noch  mit  der 
Kurve  gemein  hat. 

Die  orthogonalen  Invarianten  ^0^01  gewinnen  dadurch  die 
Bedeatong,  daS  sie  dem  Cosinus  bez.  Sinus  des  Winkels  der 
dritten  Aqrmptote  gegen  die  auf  der  parabelhaltenden  Geraden 
Senkrechte  proportional  sind.     Die  dritte  Asymptote  der  Hesse- 


118  J.  Thomab: 

sehen  Kurve  gt^t  Mif  der  dritten  Asymptote  dar  Mutterkorre 
senkreoht  oder  ist  ihr  parallel,  je  nachdem 

ist.     Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  orthogonale  In- 
varianten höherer  Dimension.     Hat  die  Kurve  einen  ÜCittelpnnkt, 
und  ist  die  zweite  Gleichung  erfüllt,  so  haben  beide  Kurven  die- 
selbe dritte  Asymptote. 
Setzen  wir 

so  kann  die  Gleichui^  der  HsesEschen  Kurve  geschrieben  werden 

^ CiiCji  («^10  +  (y  +  Ä)Coi)«^  +  <?oi  (2CioC8i  -  ^i^)a? 

-  <^i<^oi^i  (y  +  Ä)  +  c^Coi^oo  =  0. 

Die  Kreispole  der  Mutterkurve  und  ihrer  HESSESchen  liegen  dem- 
nach auf  einer  Geraden,  die  für  beide  die  parabelhaltende  ist, 
und  ihre  Entfernung  c^  :  c^^  ist  eine  orthogonale  Invariante.  Hat 
die  Mutterkurve  einen  Mittelpunkt,  so  hat  ihre  HsssEsche  den- 
selben. Die  Mitte  zwischen  beiden  Kreispolen  ist  ein  orthogonal 
kovarianter  Punki 

Das  Quadrat  der  Entfernung  des  Kreispoles  von  den  parallelen 
Asymptoten  der  HESSEschen  Kurve  ist 

^1  ^1  ^91  ^,  ^  5m 

^1  ^1  ^1  ^1 

also  fallen  die  parallelen  Asymptoten  der  Mutterkurve  und  ihrer 
HESSESchen  zusammen,  was  natürlich  nur  als  Bechnungsprobe 
anzusehen  ist. 

Ein  orthogonal  invariantes  Geradentripel  erhält  man,  wenn 
man  y  aus  J7  »  0  und  /). »  0  eliminiert     Es  ist 

Dieser  Ausdruck  gleich  Null  gesetzt  liefert  die  drei  Geraden,  die 
der  Doppelpunkt  mit  den  drei  Wendepunkten  bestimmt,  sie  bilden 
demnach  ein  kovariantes  Tripel. 
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S  7-  DJ«  DreiweidepinktsliBie. 

Die  HssSESche  Kurve  f&hrt  nun  weiter  zu  einer  kovarianten 
Geraden,  die  die  drei  Wendepunkte  der  Eurve  verbindet.  Ist  x 
eine  Wurzel  der  Gleichung  Cf^Ctifc  +  8^»  0,  die  die  Abscissen 
der  Wendepunkte  liefert,  so  ist  das  zugehörige  y 

Setion  wir  nun  die  Gleichung  der  Dreiwendepunktslinie  in  der 
Form  voraus 

Ux  +  Vy  +  W'^O, 

setzen  dann  för  y  den  obigen  Wert  ein  und  schaffen  den  Nenner 
fort,  so  Erhalten  wir  den  Ausdruck: 

der  f&r  dieselben  Werte  von  x  verschwinden  mufi,  als  der  Aus- 
druck ^^i/e  +  3  J7.   Es  müssen  denmach  die  Gleichungen  bestehen 

worin    m    eine    augenblickliche    Abkürzung    für    den    Ausdruck 

W  ist  unmittelbar  gegeben,  aus  der  letzten  Gleichung  folgt 
F=  —  4c^i^*  Gleichviel,  ob  man  die  eine  oder  die  andere  der 
übrig  bleibenden  Gleichungen  benutzt,  die  Gleichungen  sind  eben 
miteinander  verträglich,  man  erhält  für  U  den  Wert 

und  als  Gleichung  der  Dreiwendepunktslinie 

Hat  die  Eurve  einen  Mttelpunkt,  ist  c^  ««  0,  so  geht  diese 
Linie  durch  ihn,  er  ist  ja  ein  Wendepunkt.  Der  Fall  Cj^  «  0 
ist  Singular,  es  ist  dann  im  allgemeinen  Cqq  »  oo.  Ist  aber  c^ 
endlich,  so  geht  die  Gleichung  in  o;  =>  0  über,  die  Gerade  ver- 
Inndet  die  Spitze  mit  dem  einen  in  diesem  Falle  nur  vorhandenen 
Wendepunkt.  Für  c^  *■  0  liegt  aber  im  allgemeinen  der  Ereis- 
pol  nicht  im  Endlichen,  der  Fall  ist  deshalb  singulär. 

Die  orthisdie  Gerade  der  HBSSsschen  Eurve  hat  die  Gleichung 

^«Jio«'  +  «Vi  (y  +  Ä)  —  3CioflJ  +  e?oiy  +  Cbo  -  ^- 
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Sie  sclmeidet  sieb  mit  der  orihischen  Geraden  der  Mutterknrre 
c^x  +  c^ijf  -■  0  im  Punkte 

Die  orthiflohen  Geraden  aller  Kurven  der  Schar  f^+  IH^^O 
gehen  durch  diesen  orthogonal  kovarianten  Punkt,  der  pohar&niscker 
Punkt  heißen  mag. 

Der  panorthische  Punkt  und  die  Ereispole  der  Eurre  und 
ihrer  HssaBschen  bestimmen  ein  Dreieck,  dessen  doppelter  Inhalt 
eine  orthogonale  Invariante  gleich 

ist 

Die  orthische  Gerade  der  HnsuBSchen  Kurve  bestimmt  auf 
den  früher  gefundenen  orthogonal  kovarianten  Geraden  eine  Beihe 
von  orthogonal  kovarianten  Punkten,  deren  Polaren  orthogonal 
kovariante  Gebilde  sind 

i  8.  Orfkegfial  kevarianfte  Regelsehnitto  ind  daait  verbundene 

gerade  Lbüei. 

Der  Polarkegelschnitt  eines  Punktes  lij  hat  die  Gleichung 

Lassen  wir  gi}  auf  den  Ereispol  der  HsssEschen  Kurve,  oder  auf 
den  panorthischen  oder  irgend  einen  orthogonal  kovarianten  Punkt 
fallen,  so  erhalten  wir  orthogonal  kovariante  Kegelschnitte,  und 
ihre  Achsen  und  Asymptoten  geben  Veranlassung  zu  orthogonalen 
Invarianten.  Der  Polarkegelschnitt  des  dritten  unendlich  fernen 
Punktes  der  Kurve  hat  die  Gleichung 

Er  ist  eine  Hyperbel,  deren  Mittelpunkt  im  Kreispol  liegt  Eine 
Asymptote  geht  durch  den  Doppelpunkt,  die  andere  c^x  +  ^c^i!f 
Wlt  mit  der  dritten  Asymptote  der  Mutterkurve  zusammen.  Der 
Polarkegelschnitt  des  uneigentlichen  Punktes  der  orthischen  Ge- 
raden ist  eine  gleichseitige  Hyperbel  und  hat  die  Gleichung 

Die  orthogonale  Invariante  («bo^oi  *"  4iO  *  4i4i  bleutet  das 
Quadrat   ihrer  Halbachse.     Der  Polaikegelschnitt   des  unendlioh 
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fenieii  Punktes  der  orthisohen  Oeraden  der  HssBESchen  Kurve  ist 
ebenfi&Us  eine  orthogonale  Eoyariante 

und  der  Eegelsclinitt 

ist  die  erste  Polare  des  unendlich  fernen  Punktes  der  «-Achse. 
Der  Btkschel  von  Kegelschnitten,  die  die  Polaren  aller  un- 
eigentlichen Punkte  sind, 

bat  den  Kreispol  zum  Mittelpunkt  und  die  parabelhaltende  Gerade 
als  eine  Asymptote  aller  seiner  Individuen.  Die  zweiten  Asymp- 
toten aber  bilden  den  Greraden-Büschel 

(^  +  ^Cfi)«  +  2C|iy  -  0, 

dessen  Tr&ger  der  Kreispol  ist.  Da  die  Kegelschnitte  des  Büschels 
eine  gemeinsame  Asymptote  haben,  so  liegen  nur  zwei  seiner 
Gnmdpunkte  im  Endlichen.  Sie  bilden  ein  orthogonal  kovariantes 
Ponktpaar,  die  Schnittpunkte  des  Kegelschnittes  ^c^iC^iXy-^c^QC^i 
—  (^C|a  =  0  und  des  Geradenpaares  c^i^c*  +  c,i  •-"  0.  Ihre  Ver- 
bindungslinie, die  wir  sogleich  finden  werden,  ist  eine  orthogonal 
korariante  Gerade.  Die  Determinante  des  Kegelschnittbüschels 
bat  den  Wert 

ae  yenchwindet  für  A» — ^0*^9  ^  ^-  wenn  der  unendlich 
teile  Punkt  der  Polare  des  Kreispoles  auf  der  Hssssschen  Kurve 
liegt  Für  diesen  Punkt  zerfHUt  der  entsprechende  Kegelschnitt 
des  Büschels  in  die  Gerade  o;  •«  0  und  die  Gerade 

die  durch  den  Kreispol  geht  und  die  Verbindungslinie  der  Grund- 
pankte  des  Kegelschnittbüschels  ist. 

Die  Polarkegelschnitte  der  Geraden  |  «■  0  haben  die  Gleichung 

die  Parabeln  bedeutet.  Deshalb  wurde  diese  Gerade  (Gr.  pag.  1 7) 
parabelhaltende  Gerade  genannt.  Die  Parabeln  berühren  sich  im 
Unendlichen  und  haben  noch  zwei  Punkte  auf  der  ersten  Polare 
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des  Kreispoles  gemein,  die  ein  orthogonal  koTariantes  Pnnktpaar 
bilden.  Liegt  der  Punkt  |i}  auf  der  orthiBchen  Geraden,  ist  also 
|ü30  +  ^^1  *=  0,  so  bilden  die  Polarkegelschnitte  (Abh.  pag.  338) 
den  linearen  Btkschel  gleichseitiger  Hyperbeln 

so  daß  also  die  orthische  Gerade  anch  als  eine  gleichseitige 
Hyperbeln  haltende  Gerade  bezeichnet  werden  könnte.  Die 
Mittelpunkte  dieses  Büschels  liegen  auf  einer  orthogonal  kovarianten 
Geraden,  nftmlich  auf  der  (Geraden 

die  durch  den  Ereispol  geht.  Die  vierte  hannonische  dieser 
Geraden,  die  von  ihr  durch  die  x-  und  j^- Achse  harmonisch  ge- 
trennt ist,  ^CiQ-^  yc^  '^  Oy  ist  natfirlich  auch  eine  orthogonal 
kovariante  Gerade,  aber  auch  schon  aus  dem  Grunde,  weil  sie 
den  Polaren  des  Kreispoles  parallel  ist,  und  durch  den  Ereis- 
pol geht 

Die  Gerade  xc^  —  yc^^  —  0  ist  koyariant,  weil  sie  auf  den 
Polaren  des  Kreispoles  senkrecht  steht  und  durch  den  Kreispol 
geht.  Auch  xCq^  +  ^^10  *=  ^  ^  orthogonal  kovariant  Die  Polar- 
kegelschnitte der  Geraden  1} »  0  gehen  alle  durch  den  Doppel- 
punkt und  einen  festen  unendlich  fernen  Punkt,  dessen  Richtung 
orthogonal  kovariant  ist,  und  bilden  den  Büschel 

dessen  übrige  Grundpunkte  auf  der  Geraden  2c^^qX  +  ^c^^y  +  c^^^O 
ein  orthogonales  kovariantes  Punktpaar  bilden. 

Die  Mittelpunkte  liegen  auf  der  orthogonal  korarianten 
Geraden 

(öiiCio  -  ^Coi)ä  -  c^tc^y  -  0. 

Man  kann  ebenso  noch  die  linearen  Eegelschnittbüschel  behandeln, 
die  der  dritten  Asymptote  von  fe  oder  von  JE  angehören«  Sie 
liefern  wieder  orthogonal  kovariante  (Gebilde. 

§  9-    Zweite  Polare.    Poloeeiik. 

Die  zweite  Polare  des  Punktes  I17  hat  die  Gleichung 

Ist  |»soos9>,  17  ««sin  9,  und  Iftflt  man  »über  alle  Grenzen 
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wachsen,  so  erhftlt  man  als  zweite  Polare  des  unendlich  fernen 
Punktes  der  Richtung  9  die  Gerade 

«(<io  +  2tg9C,i)  +  ycji  -  0. 

Yariiert  man  tp,  so  erh&lt  man  einen  Büschel,  der  uns  schon  im 
Torigen  Paragraphen  begegnet  ist,  und  somit  eine  neue  Bedeutung 
gewinnt. 

Nimmt  man  f&r  |)|  die  Punkte  der  orthischen  Geraden,  so 
stOtien  sich  die  zweiten  Polaren  nach  Herrn  Gbeiner  (Gr.  pag.  34) 
aof  den  Kegelschnitt 

Diese  Hyperbel  ist  ein  orthogonal  koyarianter  Kegelschnitt,  sein 
Mittelpunkt  ist  ein  ausgezeichneter  Punkt.  Seine  Asymptoten  sind 
korariante  Gerade,  und  zwar  ist  die  eine  die  zweite  Polare  des 
Kreispoles,  die  andre  ist  von  der  orthischen  Geraden  durch  die 
Koordinatenachsen  harmonisch  getrennt. 

Die  zweiten  Polaren  der  parabelhaltenden  Punkte  $ » 0 
haben  die  Gleichung 

und  bilden  einen  Parallelstrahlenbflschel,  dessen  Individuen  den 
Polaren  des  Kreispoles  parallel  sind. 

Die  zweiten  Polaren  der  orthogonal  kovarianten  Geraden  «} "«  0 
haben  die  Gleichung 

die  zugehörige  Poloconik  hat  die  Gleichung 

deren  beide  Asymptoten  schon  bekannte  orthogonal  kovariante 
Gonden  sind.  —  Jede  der  gefundenen  orthogonal  kovarianten 
Geraden  liefert  durch  ihre  Poloconik  einen  kovarianten  Kegelschnitt. 
Legt  man  durch  den  Punkt  $1}  eine  Gerade  o;  -»  £  +  ^  cos  9», 
jf  :->  i|  +  s  sin  ^  und  setzt  diese  Ausdrücke  in  fc  ein,  so  ist  das, 
was  mit  3s  multipliziert  ist 

«o«9(<^i'  +  2c^iJi|  +  Cio)  +  sin9)(c„|*  +  c^^). 

Es  gibt  demnach  durch  jeden  Punkt  eine  Richtung,  in  der  die 
Summe  der  reziproken  Abst&nde  von  der  Kurve  Null  ist  Die 
beiden  Punkte  aber,  in  denen  sich  die  parallelen  Asymptoten  mit 

]Uth..plijt.  KlMM  190S.  9 
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dem  Kegdflchnitte  c^|*  +  ^<htiv  +  ^o  *  ^9  ^^'^  ^^  dasselbe 
ist,  mit  der  ortbogoiuJ  koTarianten  (xeraden 

schneiden,  bilden  ein  orthogonal  koyariantes  Ponktpaar,  das  wir 
schon  im  vorigen  Paragraphen  fanden,  so  daß  dieses  eine  neue 
Deutung  findet.  Ihre  zweite  Polare  ist  die  unendlich  ferne  Gerade. 
L&0t  man  |i}  die  orthogonal  koyariante  Gerade  durchlaufen, 
die  durch  den  Ejreispol  geht  und  den  Polaren  des  Ereispoles 
parallel  läuft,  so  daß 

f 

ist,  80  bilden  die  ersten  Polaren  den  linearen  Büschel 

dessen  Zentrum  ein  ausgezeichneter  Punkt  ist,  wie  die  beiden  den 
Büschel  bestimmenden  Geraden  orthogonal  kovariant  sind. 

i  10.    Der  TaigeBteiUsehe]. 

Setzt  man 

so  wird  dadurch  für  die  Kurve  /<; »  0  ein  Parameterdarstellung 
erbracht,  und  zwar  ergeben  sich  die  Koordinatenverhältnisse  in 
der  Form 

Der  Tangentenbüschel  hat  die  Gleichung 

X  p  1 

2%^         —  2c^  — Coo,    c^t^+^c^    —0, 

oder 

+  3y((^i<*+  0*+  2(3c,iCio-  c^c^)t^+  ^<^c^+  <i»««i  -  <>, 
oder  nach  Potenzen  von  i  geordnet 

9(0  «  Cu^(xc^  +  Syc^^)  +  2(3ciiCio  -  ^WO** 
+  3<*((CBoCbi  -  c»^o)«  +  2cn^y  +  <iiO  —  2c^c^tx 

Liegt  ojy  auf  der  Asymptote  xc^  +  Syc^^  —  0,  so  wird  die  Gleichung 
Tom  dritten  Grade,  es  gibt  nur  noch  drei  Tangenten,  weil  schon 
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cBb  eine  die  Asymptote  <  »  oo  ist.  Liegt  xy  aaf  der  Tangente 
des  parabelhaltenden  Punktes  der  Enrre,  ^»0,  dc^Qa^+Sc^^y 
+  <7oo  ""  0,  so  gibt  es  außer  ihr  auch  nur  noch  drei  Tangenten. 
Der  Schnittpunkt  der  Tangenten  ^  «  0  und  t^  oo  liegt  wie  wir 
wissen  auf  der  Kurve,  und  es  muß  deshalb  für  ihn 

ein  TollstSndiges  Quadrat  sein.  Ersetzt  man  zunächst  y  durch 
—  c^:dc^,  80  wird  der  Ausdruck 

und,  wenn  man  noch  c^c^oK^^i  —  ^^i^o)  ^  ^  setzt, 
2((3^Cio  -  ^o^oi)^  +  CftO*- (3^81^10  -  <i>oO- 

Es  ist  denmach  ^  ^  —  c^^oo*(^^^o  —  ^so^oi)  ^^^  Parameter  der 
Tangente  jenes  Schnittpunktes,  und  zugleich  die  Abczisse  desselben. 
Als  Gleichung  der  Tangente  in  diesem  Punkte,  die  eine  ortho- 
gonale Eovariante  ist,  ergibt  sich 

Die  Koeffizienten  der  Potenzen  von  i  im  Büschel  9  (^)  <=  0  sind 
orthogonal  kovariante  Linien  oder  Invarianten.  Der  Koeffizient 
von  ^  ist  die  dritte  Asymptote,  der  von  3^^  ist  eine  Gerade,  die 
einer  im  §  8  gefundenen  Kovariante  parallel  ist  und  durch  den 
orth<^nal  kovarianten  Punkt  ic  »  0,  y  "<■  —  c^  :  2c^  geht,  der 
Eoefifizient  von  ^  ist  die  parabelhaltende  Gerade. 

$11.  Die  orthogonal  kovariante  Gerade  der  äqnianharmoiisehen 

Tangentenqnadnipel. 

Der  Ort  der  Punkte,  deren  zugehörige  Tangentenquadrupel 

das  singulare  Doppelverhftltnis  j(l  +  ^y3)  besitzen,  wird  ge- 
funden, wenn  man  die  quadratische  Invariante  des  Tangenten- 
bflschels  fp{i)  gleich  Null  setzt.     Diese  Invariante   schreibt  sich 

<««w(c8o*  +  3<iiy)(3Cio»  +  3(\tty  +  (\k,)  +  c,iCoo(3c^Cio  -  ^^^^ 
und  wenn  man  mit  4  multipliziert  imd  3  dividiert: 

+  2c»iCbo(caoCbi  +  Cn^io)«  +  Ö^Coi^boy  +  ^i4 

-  ((Cw%  +  %<io)a?  +  4c8i%y  +  ^lO*- 

9* 
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Die  EoTariante  ist  also  ein  yoUständiges  Quadrat,  und  die  ge- 
suchten Punkte  liegen  auf  einer  geraden  Linie,  die  eine  ortho- 
gonale KoYoriante  ist.  Sie  fftUt  mit  der  Dreiwendepnnktslinie 
zusammen.     Setzen  wir  ihre  Gleichung  in  die  Form 

so  erkennt  man,  daß  die  Gerade 

als  vierte  harmonische  zur  Dreiwendepunktslinie  und  zwei  ortho- 
gonal kovarianten  Geraden  ebenfalls  eine  orthogonal  kovariante 
Gerade  ist 

g  12.  Die  kiMsehe  Korariante  des  Ortes  kamoiiseker 

TaBgenteiqiadmpel. 

Der  Ort  der  Punkte,  fOr  die  das  Tangentenquadrupel  an  die 
Kurve  harmonisch  ist,  wird  gefunden,  wenn  man  die  kubische 
Invariante   des  Büschels   <p(f)  '^O^   also  den  Ausdruck 

ad^  +  h^e  —  ace  —  2hcd  +  c»  «  0 

macht,  wenn  man  q>{t)  abkürzend  in  die  Form  af^+^^^  +  6c^ 
-|-  4^dt  +  e  bringt  Die  Rechnung  wird  etwas  umfangreich.  Es 
ist  aber  dieser  Ort  schlechthin,  nicht  bloß  orthogonal  kovarianl 
Wir  wollen  ihn  deshalb  einfacher  zun&chst  fOr  eine  andere 
Doppelpunktskurve  suchen,  nftmlich  für  die  Kurve 

Sie  hat  ihren  Doppelpunkt  im  Koordinatenanfang,  und  die  tm- 
eigentUche  Gerade  ist  Wendetangente.  Auf  diese  Form  kann 
jede  Kurve  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  durch  Kollineation 
gebracht  werden.  Der  Tangentenbüschel  dieser  Kurve  hat  die 
Gleichung 

«I  y,  1 

2nt        m   +  2n^     1 
-  -  «(m  +  3«<«)  +  2n«y  +  «i»  +  2mnt»  -|-  n«<* 
«  «*<*  +  n(2m  —  3«)«*  +  2«^y  +  m(m  —  %)  —  0. 
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Fflr  die  quadratiBche  InTariante  des  Bfischels  w(t)  erhält  man 
den  Ansdmck 

12^,  —  n*(3fl?— 4m)« 

Sie  gibt  durch  ihr  Verschwinden  die  Dreiwendepnnktslinie  an. 
Die  Wendepunkte  haben  die  Koordinaten 

Die  Wendetangenten  dieser  Enrve  besitzen  die  Gleichungen 

xm  T  y|-mny  =«  f  m*. 

Fflr  die  kubische  Invariante  des  Büschels  ci>(^),  also,  da  h  gleich 
Null  ist,  für  den  Ausdruck 

g^  •«  ad^  +  c(€^  —  ae) 

findet  man  die  Form 

1  n*y«  «  ~  (3a;  -  2m)  ((3aj  +  2m)*  —  48m*), 

und  es  ei^bt  sich  fOr  die  gesuchte  Kurve  die  Gleichung 
2  •  27  .  ny*  =  (3aj  -  2m)((3a:  +  2m)«  -  48m«) 

«27«»  + 2-27    m««-  9-  16  •  m«a;+64m««0. 

Die  Kurve  geht  durch  die  Wendepunkte.  Es  sind  aber  auch  zu- 
gleich die  Tangenten  in  den  Wendepunkten  gemeinsam.  Die 
orthogonal  kovoriante  Kurve  geht  also  durch  die  Wendepunkte 
der  Mutterkurve  und  hat  mit  ihr  die  Wendetangenten  gemein. 
Hierdurch  und  einen  weiteren  Punkt  ist  sie  bestimmt.  Zu  dieser 
Bestimmung  kann  man  einen  kovarianten  Punkt  wählen,  etwa 
den  Punkt  x  «=  jm,  y  »  0.  Er  liegt  auf  der  Verbindungslinie 
des  Doppelpunktes  und  des  unendlich  fernen  Wendepunktes  imd 
ist  vom  Doppelpxmkte  durch  die  Dreiwendepunktslinie  und  die 
unendlich  ferne  Wendetangente  harmonisch  getrennt. 

Die  kubische  orthogonal  kovariante  Kurve  der  Zentren 
hannonischer  Tangentenquadrupel  an  die  Kurve  /*«  »  0  ist  also 
diejenige  Kurve  dritter  Ordnung,  die  mit  f^  drei  Wendepunkte 
und  die  dazu  gehörige  Wendetangente  gemein  hat,  zu  deren  voll- 
stftndiger  Bestimmung  noch  ein  Punkt  nötig  ist.  Dazu  wfthlt 
man  einen  Punkt  auf  der  Verbindungslinie  des  Doppelpunktes 
mit  einem  Wendepunkte,  und  zwar  den  Punkt,  der  auf  ihr  vom 
Doppelpunkte  durch  die  Dreiwendepunktslinie  und  die  Tangente 
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des  gewählten  Wendepunktes  harmonisch  getrennt  ist,  der  aber 
anf  g  in  der  Mitte  zwischen  den  Schnittpunkten  dieser  beiden 
Linien  liegt. 

S  13.  Dm  WendelaageitentripeL 

Setzt   man    ftlr   i  einen  Wert  $  ein,  der  zn  einem  Wende- 
punkt gehört,  so  gewinnt  man  die  beiden  Gleichungen 

9>(Ö  -  a£*  +  4& J*  +  6cS«  +  4(l|  +  e  -  0, 

iKS)  -  H^  +  B5*  +  Ol  +  D  =  0, 

worin  abcde  die  Abkürzungen  des  Yorigen  Paragraphen  sind, 
AB  CD  aber  die  Werte  bedeuten  (vergl.  §  6) 

Nun  kann  man  zunttchst  aus  9(1)  die  vierte  Potenz  mittels  der 
Gleichung  if'(l)  «  0  entfernen  und  dann  auch  noch  die  dritte. 
Man  findet  so 

{D{Äq>{&  -  ag>(i))  ^  Äe^^m)  :  J  -  /J»  +  m|  +  n, 

l  =-  (4iifc  -  aB)D  —  -A*<J,     m  -  (ßÄc  -  Ca)l)  -  -ABe, 

n  «  (4ill)d  -  Da)2>  -  ÄCe, 
und  es  ist 

n^  +  mi  +  n^O 

die  Gleichung  einer  Wendetangente.  Substituieren  wir  ftlr  |  die 
drei  Wurzeln  lilf  ls  der  Gleichung  ^(|)  «  0  und  bilden  das  Produkt 

so  ist  w{xy)  ="  0  die  Gleichung  des  Wendetangententripels.  Es 
ergibt  sich 

»(«y)  :  4«  -  i'UIIU  +  imdflll,  +  l,l|^  +  |J|,H) 

+  ««»'JiljlaCSi  +  S,  +  6.)  +  lmn{i\%  +  {^  +  ^(6,  +  JJ 

+  SJdi  +  S,))  +  ln\i\  +  U  +  If)  +  «»»|i|,S, 

+  «»*«»(li^  +  fefe  +  |,{i)  +  «»f»»(Si  +  «,  +  !,)  +  «♦», 

und  wenn  man  die  symmetrischen  Funktionen  durch  die  Koeffi- 
zienten in  I  ausdrückt,  so  ergibt  sich 

w(xy)  »  ^»D*  —  l^mCB  -  Inf  BD  +  Imni^AD  -  BG) 
+  in*  (*  -  2  AC)  ~  m^AD  +  m^niiC  -  mn^AB  +  n*^>  -  o 
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als  die  Gleichrmg  des  orthogonal  kovarianten  Wendetangenten- 
tripels.  Die  kubische  Kovariante  des  harmonischen  Tangenten- 
qnadrupels  des  Torigen  Paragraphen  ist  in  der  Form  enthalten 

Setzt  man  in  der  kubischen  Invariante  des  Büschels  fp{i)  x 
gleich  Null,  so  gewinnt  man  den  Faktor  o,  woraus  hervorgeht, 
daß  die  kubische  Kovariante  durch  den  orthogonal  kovarianten 
Punkt 

geht    Die  Gleichung  derselben  schreibt  sich  daher 


Inhaltsübendoht.  ^) 

Seit« 

S  I.  Die  verschiedenen  Formen  der  Eurvengleichimg.  Bezeich- 
nungen   109 

§  2.  Die  Eoeffisienten  der  Eurvengleichung  werden  durch  ortho- 
gonale Invarianten  rational  ausgedrückt 112 

$3.  Zusammenstellnng  der  orthogonalen  Grundinvarianten  113 

§  4.  Daistellung  der  Invarianten  8  und  T  durch  orthogonale 
Gmiidinvarianten.  8  ist  ein  vollständiges  Quadrat,  T  ein 
vollständiger  Eubus 114 

§  5.  Orthogonal  kovariante  gerade  Linien  und  Punkte.  Der 
Ereispol  und  seine  Polaren.  Der  parabelhaltende  Eurven- 
punkt  und  seine  Tangente.  Die  Mitte  der  parallelen 
Asymptoten.  Die  dritte  Asymptote  und  ihr  Schnittpunkt 
mit  der  Eurve.    Die  orthische  Gerade 115 


i)  Bemerkung  zu  meinen  Aufsätzen  über  einige  elementare  Sätze 
anB  der  Theorie  der  Eurven  dritter  Ordnung  in  den  Berichten  von 
1902.  Der  Nachweis,  daß  eine  Eurve  dritter  Ordnung  durch  ein 
Kegekohnittbüschel  durch  vier  beliebige  Eurvenpunkte  und  einen  ihm 
projektiven  Strahlenbüschel  erzeugt  werder  kann,  ist  synthetisch  bereits 
^on  Heizn  Schub  in  Schlömilchs  Zeitschrift  im  Jahrgange  XXIY  gef^rt. 
Dafl  das  Doppelverhältnis  der  vier  Tangenten  konstant  sei,  ist  ohne 
infinitesimale  Betrachtungen  von  Herrn  Stubm  im  90.  Band  des  Grelle- 
Bchen  Journals  erwiesen,  und  auch  in  Sghbötebs  Buch  Über  Eurven 
dritter  Ordnung  ist  ein  solcher  Beweis  enthalten.  Da  die  von  mir  ge- 
gebenen Methoden  neu  sind,  so  können  meine  Beweise  doch  wohl 
em  gewisses  Interesse  beanspruchen. 


130    J-  Thomai:  Übbb  obtbooonalb  InriBiunKR  od)  EoyABiAvmr. 

Stit« 

§  6.   Die  HssaBscheEovarianie.  Das  orthogonal  kovarianie  Gleraden- 

tripel  durch  den  Doppelpunkt  und  die  drei  Wendepunkte.     117 
$  7.   Die  Dreiwendepunktslinie.   Die  orthische  Gerade  der  Hmn- 

sehen  Kurve.    Der  panorthisohe  Punkt 119 

§  8.   Orthogonal  kovariante  Kegelschnitte  und  mit  ihnen  rer- 

hundene  korariante  gerade  Linien 120 

§  9.   Zweite  Polare.    Die  Poloconik 123 

§  10.   Der  TangentenbOschel.    Deutung  seiner  Koeffizienten  ...     124 
§11.   Die  Dreiwendepunktslinie  ist  zugleich  der  Ort  dor  &quian- 

harmonischen  Tangentenquadrupel 125 

I  12.  Die  Kurve  der  Zentren  harmonischer  Tangentenquadmpel 
hat  mit  der  Mutterkurve  die  Wendepunkte  und  Wende- 
tangenten gemein 126 

§13.   Das  Wendetangententripel.     Gleichung  der  harmonischen 

kubischen  Kovariante 128 


Dniokfertig  «rkUrt  16.  VI.  1908.] 


über  den  Hilbertsclien  Unabli&ngigkeitssatz 
in  der  Theorie  des  Maximums  nnd  Minimums 

der  einfachen  Integrale. 

Von 
A.  Matsr. 

In  seinen  hochinteressanten  ,Jliaä$emalM(hm  Problemen'"  hat 
HiLSBRT  Q.  a.  anch  eine  vielversprechende  neue  Methode  zur  Ab- 
leiinng  der  Kriterien  des  Maximums  und  Minimums  der  ein-  und 
mehrfMshen  Integrale  angedeutet.^)  Grundlegend  ffir  diese  neue 
Methode  ist  ein  Satz,  der  im  einfachsten  Problem  der  Variations- 
rechnung, wo  es  sich  um  den  größten  oder  kleinsten  Wert  eines 
gegebenen  Integrales: 

b^  festen  Grenzwerten  von  x  und  y  handelt,  also  lautet: 

Hat  man  von  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  des 
Problems  diejenige  einfach  unendliche  Schar  von  Lösungen: 

y  =  Y{x,  a) 

gefiomden,  welche  für  X'^  x^  den  vollgeschriebenen  festen  Wert  y^ 
annimmt,  so  braudit  man  nur  noch  die  Differentialgleichung 
erster  Ordnung: 

zu  bilden,  deren  volhrtAndige  Lösung  durch  jene  Schar  dargestellt 
wird,  um  in  der  Funktion  p  » jp(^,  y)  zugleich  eine  solche 
Punktion  gewonnen  zu  haben,  die  den  Ausdruck: 


dp 


i)  Qflttbiger  Nachriditen  1900,  p.  291 — 396. 


1 
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zu  einem  Vollstöndigen  Differeniialqnotientexi,  und  damit,  infolge 
der  vorgeschriebenen  Grenzwerte,  das  Integral: 

«b 
(solange    die  Funktion    unter  dem  Integralzeichen  stetig  bleibt) 
unabhängig  macht  von  der  Wahl  der  Funktion  y  von  x. 

Im  folgenden  handelt  es  sich  darum,  diesen  HiLBERTSchen 
Unabhftngigkeitssatz  auszudehnen  auf  das  allgemeinere  Problem: 

ünkr  aUen  FimkHonm  ^i*  •  •  •,  y«  ^^on  x^  die  r  <  n  gegd>men^ 
in  Bwug  auf  die  DifferentkUquotienten  yi^  •  •  •»  y»  voneimtnder 
unabhängigen  Bedingungsgleichungen 

genügen^  in  den  beiden  gegebenen  Qremen  x^  und  x^>x^  feste  Werte 
besitzen^  und  Hcieehen  diesen  Oreneen  mU  ihren  ersten  IHfferenHal- 
quoHenten  stetig  hMben,  diejenigen  zu  finden^  toMit  dem  gegebemen 
Integrale:  ^ 


J  f{^,  vu  • .  •,  Vn,  y'u ' '  -j  yi)  ä^ 


einen  größten  oder  kleinsten  Wert  verschaffen. 

und  zwar  soll  gezeigt  werden,  daß  der  betreffende  Säte  sich 
ganz  von  selbst  darbietet,  wenn  man  nach  der  Methode  von 
Clebsch^)  die  Differentialgleichungen  des  Problems  mittelst  ihrer 
Hamilton -jACOBischen  partiellen  Differentialgleichung  integriert 
hat,  mit  der  überhaupt  der  Satz  in  allerengstem  Zusammenhange 
steht  Ich  hatte  ursprünglich  die  Absicht,  diese  Integrationsart 
als  bekannt  vorauszusetzen,  wodurch  dann  der  Beweis  des  Satzes 
in  ein  paar  Zeilen  erledigt  werden  kann.  In  den  mir  bekannten 
Begründungen  der  OLEBSOHSohen  Integrationsmethode  tritt  aber 
gerade  ein  Punkt,  auf  den  es  hier  weeentiich  ankommt,  nicht 
deutlich  genug  zu  Tage.  Der  Klarheit  wegen  habe  ich  es  daher 
schließlich  doch  vorgezogen,  dclm  Beweise  des  verallgemeinerten 
ünabh&BgigkeitssatBee  die  Ableitung  der  kanonischen  Integrations- 
methode  der  Differentiaigleichungen  der  Variationsrecfanuiig  selbst 
vorauszuschicken.') 

1)  CreUe  J.  55,  P-  337—340. 

2)  Für  den  Fall  n  s»  2  ist  allerdings  der  Satz  bereits  richtig  an- 
gegeben, aber  nur  ein  gftazlich  verfehlter  Beweu  dafttr  geliefert  worden, 
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§  I.  bitegratiom  der  Diferentialgleiehiuigeii  des  ProUens 
lurÄ  Tallstiiiige  LVsug  ihrer  HaMiltom-Jaeabifehen  partiellen 

Difereitialgleieliiuig. 
Setzt  man: 

r 

(i)  Sl  =  f(x,  yi, ...,  y„  yi, ...,  yl^  +  ^Vf(g>  ^ii  •••»  y-i  yii  ■••»  y^i 

1 

80  fttfart  das  vorgelegte  Problem  auf  die  n  LAORAKGESchen  DifFe- 
rentialgleichimgen  zweiter  Ordnmig  •  zwischen  y^, . . .,  y^y  ^)  •  •  -i  V 
nnd  XI 

Soll  daeeelbe  daher  bei  festen  Grenzwerten  von  x^  y^^ . . .,  y,.  über- 
haupt möglich  und  bestimmt  sein,  so  müssen  zu  allemachst  die 
ff  +  r  Gleichungen  (2)  und: 

(3)  f^(x,  yi, . . .,  y„,  yi, . . ,,  yi)  =-  0 

ein  System  DifferentialgleiGhungen  tou  der  Ordnung  2n  bilden, 
d.  h.  ihre  vollständige  Integration  muß  2n  willkürliche  Eonstanten 
mit  sich  bringen,  und  das  wieder  ist  identisch  damit,  daß  die 
n+  r  Gleichungen: 

dy'i       dyr    ^^      " 
auflösbar  sein  müssen  nach  den  n-\-  r  Unbekannten 

Jfli  •  •  •>  y«»  Ml  •  •  M  ^r»  ) 

Die  Substitution  ihrer  Auflösungen: 

!fi  -  9'i^ap,yi,...,y^,  ^,  ...,  ^J, 

^  **    ^\^*'  ^1'  • '  •»  ^"'  gyj  '  ■  •  •'  ay^J 
fthrt  dann  die  Gleichxmg 

ar    ^     ^  ,da     .    "SJdv  , 


obgleich  man  in  diesem  speziellen  Falle  die  partielle  Differential- 
gieiehung  des  Problems  gar  nicht  heranzuziehen  braucht  und  auch 
(^e  dieeelbe  unschwer  zeigen  kann,  daS  die  Integrabilitatsbedingungen 
erfSUi  sind. 

i)  Vgl.  diese  Berichte  1895,  P<  ^S^- 
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über  in  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

zwischen   der   unbekannten  Funktion   V  und   den   n  +  1   unab- 
hängigen Yariabeln  ^,  y|, . . .,  y^. 

Ist  daher  F  —  W  irgend  eine  Lösung  dieser  Hamilton- 
jAOOBischen  partiellen  Diflferentialgleichung  des  Problems,  so  ge- 
nügen die  Werte: 


(5) 


mit  den  n  +  r  Gleichungen: 

Ton  denen  sie  die  Auflösungen  sind,  zugleich  auch  der  Gleichung: 

dW      ^      "^   ,dSl 


«        ^-«-^ 


yk 


1 


dyl 


identisch  für  alle  Werte  sowohl  der  Yariabeln  ^yit-^M^n  ^ 
auch  der  etwaigen  willkürlichen  Eonstanten  der  Lösung  W. 

Es  sei  a  irgend  eine  solche,  in  W  nicht  bloß  additiv  vor- 
kommende  Konstante. 

Denkt  man  sich  dann  fOr  die  yl  und  X^  die  Werte  (5)  ge- 
setzt und  differenziiert  hierauf  die  Relation  (7)  partiell  nach  y^ 
und  nach  o,  so  erhält  man,  indem  sich  die  partiellen  Differential- 
quotienten  der  y'k  von  selbst  wegheben,  die  Formeln: 

d^W       da       %^/.  ?1?  _^  >  d  da 
dxdy,  "dy^^  ^^^  dy,     ^^"dy^dy'l 

d^W  \ri^  dlQ      ^  '  »  da 

Mit  den  Gleichungen  (6)  genügen  daher  ihre  Auflösungen  (5) 
zugleich  auch  für  alle  Werte  von  ^9  ^i«  •  • .,  ^»9  ^  identisch  den 
Gleichungen: 


(8) 
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1 
Sei  nun  im  besonderen: 

(9)  V  —  W{x,  yi, . .  .,  y„  Ol,  . . .,  aj  +  const. 

irgend  eine  vollständige  Lösung  der  partiellen  Differential- 
gleiehnng  (4).     Dann  ist  die  Determinante: 

■ 

nicht  identisch  Null.    Daher  bestimmen  die  n  Gleichungen: 

(")  "F^-«" 

in  denen  auch  «j, . .  .,  a„  willkfirHche  Konstanten  bedeuten  sollen, 
stets  die  n  Unbekannten  ^i,  •  •  .»  y^,  tmd  wenn  die  Substitution 
ihrer  Auflösungen: 

(12)  y^  =  y.(aj,  Ol, .  . .,  a„,  04, . . .,  «J  =  [y<] 

^e  Gleichungen  (5)  überfftbrt  in: 

80  genügen  diese  Werte  (12)  und  (13)  den  Gleichungen  (n), 
iP)i  (7)  i"id  (8)  identisch  für  jedes  a?,  04, .  .  .,  a^,  «i, .  .  .  «„• 
Deutet  num  die  Substitution  der  Werte  (12)  und  (13)  durch  [] 
an,  so  hat  man  also  einerseits: 

rdsii  _  rdwi        _  rdwi 

nnd  danuiB  dnrch  partielle  Differentiation  nach  x: 
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Andrerseits  ist  aber  niush  (8): 

und  wenn  man  diese  Identitäten  zu  den  vorhergekenden  addiert, 
ergibt  sich: 

(■»)     -    ^[^,](^'-m)- 

Non  kann  die  Determinante  (lo),  da  sie  an  sich  nickt  Null 
und  ganz  frei  von  den  imbestimmten  Größen  ci^,  •  •  •»  ««  ist,  auch 
nicht  in  Folge  der  Gleichungen  (ii)  identisch  verschwinden.  Bb 
ist  daher  auch  die  Determinante  der  n  linearen  homogsnen 
Relationen  (15)  nicht  identisch  Null  und  diese  Belationen  yer- 
langen  folglich,  dafl  einzeln  jedes: 

sei,  wodurch  sich  die  Belationen  (14)  auf: 

reduzieren,  d.  h.  aber,  da  auch  jedes  [fS]  =  0  ist: 

Die  Differentialgleichungen  (2)  und  (3)  werden  yollstftndig 
integriert  durch  die  Auflösungen  (i  2)  und  (13)  der  Gleichungen  (11) 
und  (6),  Auflösungen,  welche  zugleich  fükr  alle  beliebigen  Werte 
von  6^, . .  .,  a^,  «1, . . .,  a^  die  Gleichung  (7)  identisch  erfüllen, 
und  in  denen  endlich  allgemein  ist: 

Damit  haben  wir  die  kanonisdie  Integrationsmethode  der  Differ- 
entialgleichungen unsres  Problems  gewonnen  und  können  nun- 
mehr zur  Ableitung  des  HiLBERTSchen  ünabhftngigkeitssatzes 
übergehen. 
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i  2.  ZiMumemhaag  iwiMkem  der  HanütoB-JaeaUgehen  parttellen 
Difereitialgleiekui^  ind  de«  HilbertselieB  UmabUbigigkeitssatse. 

Das  Yorgelegte  Problem  schreibt  den  Funktionen  Vu  -  *  »^  ffn 
an  den  beiden  festen  Ghrenzen  sc^  und  x^  fest  gegebene  Werte  vor. 
Nennt  man  also  ^^o)  •  *  ->  ^«o  ^^  gegebenen  An&ngs werte  der 
jff  80  mfiaaen,  damit  die  Ao^be  lösbar  sei,  weiter  nun  noch  die 
n  Gleichungen  (12)  anisanunen  mit  den  n  Gleichungen: 

auflösbar  sein  nach  ihren  2n  willkürlichen  Konstanten  a  und  a, 
oder  nur  anders  ausgedrückt,  es  müssen  die  n  letzten  Gleichungen 
auflösbar  sein  nach  n  von  diesen  Eonstanten,  und  nach  Sub- 
stitation  der  Auflösungen  müssen  die  n  Gleichungen  (12)  die 
fibrigen  n  Eonstanten  bestimmen. 
Bei  der  Festsetzung: 

(18)  TTo  =  Tr(a?o,  yio,  •  •  •>  y^,  «1»  •  •  M  öj 

ergeben  sich  aber  aus  den  Gleichungen  (11)  sofort  die  n  Gleichungen: 

welche,  die  Anfangswerte  o;^,  y^^^ . . .,  y„o  ^  ^^  gegeben  betrachtet, 
die  Unbekannten  y^, . . .,  y^  als  bloBe  Funktionen  von  x  und  von 
den  n  willkürlichen  Eonstanten  o^, .  . .,  a^  bestimmen. 

Ist  also,  was  natürlich  hier  immer  vorauBgesetzt  wird,  die 
Aufgabe  überhaupt  möglich  und  bestimmt,  so  müssen  die  n 
Gleichungen  (19)  auflösbar  sein  auch  nach  den  n  Unbekannten 

Es  seien: 

diejenigen  Auflösungen  der  Gleichungen  (19)  nach  den  n  Un- 
bekannten ^1,  die  för  o; »  jPq  die  Werte  y^ «  y^Q  annehmen. 

Die  Gleichungen  (19)  besitzen  dann  gleichzeitig  immer  auch 
wiche  Auflösungen: 

(21)  aj^^Ä^{x,y^,...,pJm  {aj 

nach  den  n  Unbekannten  a^  welche  die  Gleichungen  (20)  identisch 
erfUlen,  also  auch  yon  diesen  Gleichungen  wieder  Auflösungen 
sind,  und  indem  man  die  Werte  (20)  in  die  Gleichungen  (5) 
einsetzt,  erhält  man  naeh  (16)  ein  Wertsystem  der  y/  und  l'. 
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X^«=X'^(a?,  «1,. . .,  aj, 

welches  zusammen  mit  den  Werten  (20)  der  y^  den  Gleiclnmgen  (6) 
und  (7)  identisch  genügt  für  jedes  o^, .  . .,  a^,  wobei  zngleidi 
die  Worthe  der  ff^  und  X^  ein  System  partikulftrer  Lösungen  der 
Differentialgleichungen  (2)  und  (3)  mit  nur  noch  n  willkürlichen 
Konstanten  Oi, .  .  .,  a^  bilden. 

Die  Einsetzung  der  Werte  (21)  der  üj^y  die  durch  {  }  her- 
▼orgehoben  werden  möge,  erfüllt  nun  die  Gleichungen  (20)  iden- 
tisch und  yerwandelt  die  Werte  (22)  der  yi  und  l^  in  bloBe 
Funktionen  von  x^  ^19  •  •  •«  ffn-  Bezeichnen  wir  diese  Funktionen 
durch  p^  und  (i^  definieren  wir  also: 

SO  führt  die  Substitution  {  }  die  Gleichungen  (20)  und  (^22)  über 
in  die  Identitäten  und  Gleichungen: 

von  denen  die  n  Gleichungen: 

y/  -  Pi 

ein  System  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  bilden,  das 
durch  die  Gleichungen  (20)  vollständig  integriert  wird. 

[Für  o; »  a;^  reduzieren  sich  die  Gleichungen  (20)  auf  y^ «-  y-^ 
und  bestimmen  also  gar  nicht  mehr  die  unbekannten  €^  Daher 
nehmen  notwendig  ihre  Auflösungen  (21),  und  mit  diesen  auch 
die  Funktionen  p^  und  fi^  an  der  Stelle  o; »  Xq,  wo  den  y^  die 
gegebenen  Anfangswerthe  y^  vorgeschrieben  sind,  die  unbestimmte 
Form  1^  an,  d.  h.  die  Anfangswerte  der  Funktionen  {a^},  p^ 
und  fi^  sind  durch  die  Anfangswerte  der  Funktionen  y  allein 
noch  nicht  bestinunt,  sondern  hängen  auch  noch  ab  von  den 
Anfangswerten  der  Differentialquotienten  dieser  Funktionen.  Im 
besondem  lehrt  die  Definition  der  p^  und  die  Entstehung  der 
Gleichungen  (21)  aus  den  Gleichungen  (20),  daß  für  jedes 
Funktionensystem  y^,...,  y^,  welches  die  gegebenen  AnflEings- 
werte  besitzt,  der  An£angswea*t  von  p^  nichts  anderes  ist  als  der 
Anfangswert  des  Differentialquotienten  y/.] 
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Es  mögen  endlich  /*,  f^  und  Sl  diejenigen  Funktionen  be- 
zeichnen, die  ans  /*,  f^  und  Sl  durch  die  Substitutionen  (24)  ent- 
stehen, wenji  man  die  p^  und  |k^  zunächst  als  beliebige  Variable 
aa£Eiafit 

Die  Werte  (20)  und  (22)  genügen  dea  Gleichungen  (6) 
und  (7)  identisch  f&r  alle  Werte  von  £4  . . .,  a,.  Diese  Identi- 
täten kOnnen  daher  nicht  aufgehoben  werden  durch  Substitution 
der  Werte  (21)  der  a^  Nach  (24)  und  nach  den  eben  gegebenen 
Definitionen  gehen  sie  aber  hierdurch  über  in: 

wo  nun  natürlich  unter  den  p^  und  fi^  die  bestimmten,  durch 
(23)  definierten  Funktionen  Ton  x^  ^i.»  •  •  -9  Ifn  ^^  verstehen  sind. 
Diese  Identitftten  lehren,  daß  für  alle  beliebigen  Funktionen 
tfw '  i  Ifn  ^^^  ^  ^^  Belation  besteht: 

Andrerseits  hat  man,  wenn  man  durch  die  Substitution  {  } 
auch  die  Funktion  W  —  Wq  überführt  in  eine  Funktion  von 
*»  Vw  •  •>  y«  allein: 


dx 


und  die  Werte  (  2 1 )  der  a^  sind  Auf  lösongen  auch  der  Gleichungen  (19), 

also  ist  jedes: 

(8(Tr-Tr.)l  _ 

Aus  den  beiden  vorhergehenden  Identitäten  fließt  daher  sofort 
die  Formel: 

welche  nichts  anderes  ist  als  die  kanonische  Form  des  Hilbebt- 
Bchen  ünabhängigkeitssatzes,  und  aus  der,  für  alle  Funktionen 
9u '  •  •)  ^m  welche  an  der  Stelle  x^  Xq  die  festen  Anfangswerte 

lbth.-ph7s.  KlaiM  190S.  10 
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^10'  -  *  -f  ^«0  besitzen,  und  zwischen  den  Grenzen  x^  und  x  die 
Punktion   {TT  — TFo)   stetig  erhalten,  folgt: 

(27)     J(f+^(j,;-pf^yx^[w-w,}.  - 

Obgleich  diese  Besoltate  bereits  vollständig  ausreichen,  um 
die  gewünschte  Ausdehnung  des  ünabhängigkeitssatzes  in  voller 
Allgemeinheit  darstellen  zu  kOnnen,  schalte  ich  hier  doch  nodi 
die  folgenden,  für  diese  Ausdehnung  selbst  überfltkssigen  Bemer- 
kungen ein,  weil  dieselben  die  allgemeinen  Beziehungen  zwischen 
der  Hamilton- Jaoobi  sehen  partiellen  Differentialgleichung  (4)  und 
der  Aufgabe,  den  Ausdruck 

(28)  ä  +  yj(y:-p;)§ 

zu  einem  vollständigen  Differentialquotienten  zu  machen,  und  da- 
neben auch  noch  den  r  endlichen  Gleichungen: . 

(29)  ff-  0 

zu  genügen,  einerseits,  und  acndrerseits  zwischen  dieser  letzten  Auf- 
gabe und  der  Integration  der  Differentialgleichungen  (2)  und  (3) 
in  ein  helleres  Licht  setzen. 

Zunächst  sieht  man  sofort,  daB  die  mittlere  Aufgabe  und  die 
Aufgabe,  von  der  Gleichung  (4)  eine  Lösung  zu  finden,  nur  ver- 
schiedene Formen  einer  und  derselben  Aufgabe  sind. 

Jedem  System  Funktionen  l^i,  •  •  ^  l'ni  fH»  •  *  -9  f^r  ^^^ 
^yVii  -  •  '1  ^n)  ^  ^®  ^^^  Ausdruck  (28)  ein  vollständiger  Diffe- 
rentialquotient wird,  und  die  zugleich  den  Gleichungen  (29)  iden- 
tisch genügen,  kann  man  nämlich  vermöge  einer  bloßen  Quadratur 
eine  solche  Funktion  V  derselben  Variabeln  hinzufügen,  dafi  die 
betrachteten  Funktionen  identisch  auch  der  Gleichung  genfigen: 


(30)  Ä+2f(y:--P0|| 


dSl       dV 

'  dx 


Dann  aber  erfOllen  diese  Funktionen  identisch  die  Gleichungen: 
und:  _ 
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und  daher  ist  die  Funktion  F  eine  Lösung  deijenigen  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung,  welche  entsteht,  wenn  man 
mittelst  der  n  +  r  letzten  Gleichungen  die  n  +  f  Größen  Pf  und 
H  aus  der  Torhergehenden  Gleichung  eliminiert,  d.  h.  sie  ist  eben 
eine  Lösung  der  Hamilton- Jaoobi  sehen  partiellen  Differentialglei- 
chung (4)  (daher  denn,  was  übrigens  auch  luunittelbar  einleuchtet, 
auch  unsere  Funktion  {  W  —  W^ }  eine  solche  ist).  Und  umge- 
kehrt erh&lt  man  aus  jeder  Lösung  V  dieser  Gleichung  ein  Funk- 
tionensystem Pij  .  »  •iI'mi  fh'  *  *  '9  f^n  ^^  ^®  Gleichungen  (29) 
und  (30)  identisch  erftUlt,  indem  man  die  n  +  r  Gleichimgen  (31) 
nach  diesen  n  +  r  Unbekannten  auflöst. 

Damit  aber  die  p  und  fi  solche  Funktionen  von  a;,  y^,  . . .,  y^ 
seien,  welche  den  Ausdruck: 


1 


IQ  einem  vollstftndigen  Differentialquotienten  machen,  müssen  die- 
selben  den  n  -\ — ^-^ — -  Integrabilit&tsbedingungen  identisch  ge- 
nügen: 

dx     ay,""'    ay»     ay, " 

Von  diesen  kann  man  in  Folge  der  letzten  die  n  ersten  ersetzen 
durch  die: 


dB,^^     ßB,      aSA 


dx 

1 

Überdies  ist,  weil  die  partiellen  Differentialquotienten  pj^  sich  von 
selbst  wegheben: 

wegen: 

B  _a« 

lassen  sich  daher  die  Integrabilitätsbedingungen  so  schreiben: 

1  1 

10» 


142  A.  Matsr: 

,    X  Aä^ a  da 

wo  erst  bei  den  zweiten  partiellen  Differentiationen  die  Ab- 
hängigkeit der  p  und  f»  von  x,  y^,  --.i^n  ^^  berttcksichtigen  ist 
Nach  dem  eben  Bemerkten  liefert  also  jede  Lösung  F  der 
Hamilton -JAOOBischen  partiellen  Differentialgleichung  (4)  ein 
solches   System   von   Lösungen  p^,  . . .,  j>,,    f4,  . .  .,  fi^    dieser 

n  H — ^— r — -   partiellen   Differentialgleichungen    erster   Ordnung, 

welches  gleichzeitig  den  r  endlichen  Gleichungen  (29)  genügt, 
und  das  allgemeinste  System  Lösungen  dieser  Art  wird  durch 
die  Gleichungen  (31)  definiert,  wenn  man  in  diesen  unter  V  die 
allgemeine  Lösung  der  Gleichung  (4)  versteht. 

Sind  endlich  die  p^  und  fi  solche  Funktionen  von  ^,  ^19  •  -  •  Sf») 
welche  die  Gleichungen  (29)  und  {32)  identisch  erfüllen,  und 
bildet  man  mit  diesen  Funktionen  die  n  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  und  die  r  endlichen  Gleichungen: 

(34)     y/  =ft(a^,  yi,  . .  M  yj,   ^^ « f*^(«,  y^  •  •  •»  yj» 

so  erkennt  man  aus  der  Form  der  Gleichungen  (32)  sofort,  daß 
die  vollständigen  Lösungen  der  Gleichungen  (34)  gleichzeitig 
auch  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (2)  imd  (3)  sind. 
Nach  dem  Vorhergehenden  gibt  es  daher  neben  unseren  früheren 
Gleichungen  (24)  noch  unendlich  viele  andere  Systeme  von 
Gleichungen  (34),  welche  die  doppelte  Eigenschaft  besitzen,  daß 
ihre  vollständige  Litegration  Lösungen  auch  der  Differential- 
gleichungen (2)  und  (3)  liefert,  und  daß  für  ihre  rechten  Seiten 
zugleich  der  Ausdruck  (28)  ein  vollständiger  Differentialquotient 
wird,  was  unmittelbar  den  bekannten  Satz  enthält,  daß  jeder 
Lösung  ihrer  HAMiLTON-JAOOBischen  partiellen  Differentialgleichung 
Lösungen  der  Differentialgleichungen  (2)  und  (3)  mit  n  neuen 
willkürlichen  Konstanten  zugehören. 

Dagegen  sind  die  Litegrabilitatsbedingungen  {33)  keine 
bloßen  Folgen  der  Bedingungen  (32)  und  der  Gleichungen  (29). 
Daher  gilt  nicht  mehr,  wie  im  Falle  n  »»  1,  der  Satz,  daß  bereits 
in  jedem  System  Gleichungen  (34),  dessen  vollständige  Lösungen 
zugleich  den  Differentialgleichungen  (2)  und  (3)  genügen,  die 
rechten  Seiten  solche  Funktionen  wären,  welche  den  Ausdruck 
(28)  zu  einem  vollständigen  Differentialquotienten  machen.  — 
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§  3.  Allgemeiier  Ansdrnek  des  Hilbertsehen  UnabhSBgigkeitssaties. 

Mit  dem  in  (26)  enthaltenen  Resultate,  daß  der  Ausdruck: 

1 

fOr  die  durch  {2^)  definierten  Funktionen  p^  und  (i  ein  voll- 
ständiger Differentialquotient  yrird,  ist  die  Ausdehnung  des 
HiLBERTschen  Unabhftngigkeitssatzes  auf  das  vorgelegte  Problem 
gewonnen  und  bewiesen,  zunächst  freilich  nur  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  man  in  den  vollständigen  Lösungen: 

^i  ™"  ^^(">  ^1  "  "I  ^n»  "i>  •  •  •;  0> 
der  Differentialgleichungen   des  Problems  kanonische   Konstanten 
Ol,  .  .  .,  a,,     »j,  .  .  .,  a„     eingefELhrt    habe.       Da    aber    unsere 
Funktionen: 

r„     -g^'     und     L^ 

respektive  aus  den  Funktionen: 

hervorgehen  müssen,  wenn  man  darin  die  Auflösungen  or^ , . . . ,  a^ 
der  n  Gleichungen  (17)  einsetzt,  so  kann  man  kurz  sagen:  Man 
erhalt  die  in  (23)  definierten  Funktionen  p^  und  Jl  ,  indem  man 
mit  Hilfe  der  2n  Gleichungen: 

9>^(i»,    Ol,  . .  .,  a^,  «1,  .  .  .,  aj  =  y< 

die  2»  kanonischen  Konstanten  tix)  *  *  -)  ^«i)  ^d  -  *  -)  ^n  ^^^  ^^^ 
Gleichungen  eliminiert: 

stellen  nun  die  Gleichungen: 

(35)  y<  -*  *<(^»  Ci,  . .  .,  c,  J,     k^  =  X"^(a;,  Ci,  . .  .,  c,  J 

irgend  ein  System  vollständiger  Lösungen  der  Differentialgleichungen 
(2)  und  (3)  dar,  so  muß  es  notwendig  2n,  von  x  freie  Sub- 
stitutionen von  der  Form: 

(36)  c*  =  CaCoi,  .  •  •,  ö«»  «i>  •  .  M  «J 
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geben  9  welche 

^i  =   9i>  ^Q  =  ^Q 

und  damit  auch 

dx       dx 

machen,  und  man  kann  dann  also  unsere  Funktionen  Pf  und  /x^ 
dadorch  erhalten,  daß  man  mittelst  der  4n  Gleichungen  (36)  una 

(37)      Oii^o,  Ci,  . .  .,  c,  J  -  tfioy     ^ii^y  <!,•••.  c,  J  -  y< 
die  4n  Eonstanten 

^1  •  •  •>  ^Si»>     *i»  •  •  •>  ^fH     ^>  •  *  •»  ^« 
aus  den  Formeln: 

(38)  Pi-'Tx^    f't-^t 

eliminiert.  Die  Eonstanten  a  und  a  eliminieren  sich  aber  da- 
durch von  selber,  daß  man  einfach  die  Transformationsfonneln 
(36)  ganz  wegläßt,  und  man  braucht  somit  nur  die  2fi  Inte- 
grationskonstanten c  vermöge  der  2n  Gleichungen  (37)  aus  (38) 
zu  eliminieren.  Führen  wir  diese  Elimination  nicht  auf  einmal, 
sondern  wieder  in  zwei  Abs&tzen  aus,  so  können  wir  hiemach 
unser  Resultat  allgemein  so  aussprechen: 
Hai  man  von  dm,  mit  der  Funktion: 

r 

Sl^f(x,  y^, . . .,  y«,  yi', . . .,  y,,')  +^A/^(ä,  yi, . . .,  y«,  yl . .  m  fUd 

1 

gebildeten  n  +  r  Differentiais^eichnngen: 

d_da      ^      f       r. 

irgend  ein  System  voüetändiger  Lösungen: 

Vi  "*  *<(^)  <i>  •  •  •>  ^1»)»     \  *=  ^^{^^  Ci»  •  •  •»  Cj  J 
gefunden,  so  bestimme  man  aus  den  n  Gleichungen: 

n  von  den  2n  Integrationskonstanten  c^,  .  .  .,  c^^  dur(^  die  n 
Übrigen.  Gehen  durch  Einsetzung  der  Auflösungen  die  voll- 
ständigen Lösungen  über  in  die  ßei  fest  gegebenem  Xq,  y^^j, . . .,  y,o> 
partikulären  Lösungen  mit  nur  noch  n  unUkürUchen  Konstanten 
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50  braudU  man  nur  mU  Hufe  der  n  ersten  dieser  letgien  Gleichungen 
diese  Konskmkn  cms  den  n-^  r  Gleidiungen: 

iu   dimmiereH,    um   in  den  rechten  Seiten   der  so   entstehenden 

9€khe  Funktionen  von  Xy  y^^  •  •  m  ^n  9^w(^9**^^  ff^  haben^   welche 
dem  Ausdruck: 

da 


f+2(^'^-p^)lj^ 


eu  einem  vollständigen  DifferenticdquaHenten  machen  und  iiberdies 
dm  r  Gieidnmgeni 

tdmtusch  genügen. 

Dabei  bedeuten  Sl^fyf^  diejenigen  Funktionen  von  x^y^j..  .^p^^ 

Ptj  •  •  -1  Pni  f*i»  •  •  •»  ^r»  ^®  durcb  die  w  +  r  Substitutionen  (a) 
aus  Sly  fj  f  entstehen,  und  von  diesen  Substitutionen  bilden  die 
n  ersten  em  System  von  n  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung, das  durch  die  n  Gleichungen  y^ »  Y^  vollständig  integriert 
wird.  — 

Will  man  diesen  Satz  unabhängig  von  der  Hamilton- 
JACOBischen  partiellen  Differentialgleichung  beweisen,  so  mufi 
man    zeigen,    daß    die    auf   die    angegebene    Weise    erhaltenen 

Fankidonen  p^^  . . .,  p^,  f*^,  . . .,  f*^  den  n  H — ^-r — •  partiellen 

Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (32)  und  (33)  genügen. 
Das  leuchtet  nun  zwar  f&r  die  Gleichungen  (32)  sofort  ein  und 
l&St  sich  im  Falle  n  »  2  auch  noch  ohne  allzugroße  Rechnung 
fOr  die  eine  Gleichung  nachweisen,  auf  welche  sich  dann  das 
System  (^ss)  reduziert;  im  allgemeinen  Falle  aber  einen  solchen 
direkten  Beweis  für  die  Gleichungen  (33)  zu  erbringen,  scheint 
erhebliche  Schwierigkeiten  darzubieten. 


nnrakfortlg  «rklirt  Sl.  V.  1909. 


über  die  Zentralbewegnng 
in  der  niclitenklidisclieii  Geometrie. 

Von 
H.  Liebmann. 

I.  Der  BERTRANDSche  Satz,  J.  Bertrand  ^)  hat  im  Jahre 
i373  den  folgenden  Satz  hewiesen:  Es  giht  nur  zwü  Anziehungs- 
gesetze, bei  denen  die  Bahn  eines  beweglichen  Punktes  P  um 
einen  festen  Punkt  0  (unter  Voraussetzung  gewisser  zwischen 
den  Koordinaten  der  Anfangslage  und  den  Komponenten  der 
Anfangsgeschwindigkeit  bestehender  Ungleichheiten)  geschlossen  ist. 

Er  verfährt  dabei  in  folgender  Weise:  Das  dynamische 
Problem  wird  mit  Benutzung  des  Flächensatzes  und  des  Integrals 
der  lebendigen  Kraft  in  das  rein  analytische  verwandelt: 

Es  ist  die  Funktion  ^{z)  so  zu  bestimmen,  daß  die  Lösungen 
der  Differentialgleichung 

(I)  *w  =  jsc«(|^.  +  .) 

periodische    Funktionen    von    tp    mit    der    Periode    2%    werden. 
Dabei  ergibt  sich,  daß  ^(is)  nur  die  beiden  Werte  haben  darf 

(2)  Hf{z)  «  — r ,  WO  fn  =  1  oder  m  =  |^- 

m  "B  1  ftthrt  auf  den  Fall,  wo  die  anziehende  Krafk  der 
Entfernung  OP  direkt  proportional  ist  (Fall  der  elastischen 
Anziehung),  und  in  diesem  Falle  bewegt  sich  P  bekanntlich  in 
einer  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  0  ist,  also  immer  in  einer  ge- 
schlossenen Kurve, 


i)  J.  Bertkand,  Th^or^me  relatif  au  mouvement  d'un  point  attii^ 
vers  un  centre  fixe.  Comptes  rendas  de  TA.  des  S.  LXXYII,  1873, 
p.  849—853. 
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m  »  1  ftUurt  dagegen  auf  das  NEWTONSche  Anziehungsgesetz, 
und  bei  der  Bewegung  nach  diesem  Gesetz  sind  die  Bahnkurven 
ja  (wenn  nur  die  tangentiale  Geschwindigkeitskomponente  nicht 
zu  groß  ist  im  Verhältnis  zur  anziehenden  Kraft)  ebenfalls  ge- 
schlossen. — 

Wir  wollen  hier  dieselbe  Fragestellung  fOr  die  nichteuklidische 
Geometrie  behandeln,  und  zwar  sowohl  fCbr  die  hyperbolische 
(GAUsasche,  BoLTAische,  LoBATSCHEFFSKUsche)  als  f&r  die  sphärische 
(BniffAiiNSche),  und  die  Bewegping  nach  den  sich  ergebenden 
Anziehungsgesetzen,  soweit  sie  nicht  schon  bekannt  ist,  unter- 
suchen. Die  Untersuchung  wird  eine  große  Übereinstimmung 
mit  der  euklidischen  Geometrie  ergeben. 

2.  BestimmuHg  der  Angiehungsgesetee  für  die  hyperbolische 
Oeametrie.  Ffihrt  man  in  der  hyperbolischen  Ebene  Polar- 
koordinaten ein  (r,  9),  und  nimmt  man  den  Punkt  0  zum 
Koordinatenanfang,  so  lautet  das  Integral  der  lebendigen  Kraft  ^) 

W  ©■+**'(3f)'+»''-» 

Hierin  bedeuten  shr  (entsprechend  später  ehr,  thr  und  cthr) 
die  hyperbolischen  Funktionen  des  Badius-vectors  r  "-  OP. 

Wir  wollen  jetzt  zuerst  dem  Problem  eine  ähnliche  Form 
geben,  wie  sie  Bertrand  im  Fall  der  euklidischen  Geometrie 
hergestellt  hat. 

Die  LAGRANOBSchen  Gleichungen  werden 

(4)       S -*'•'*'•  (3?)'- -!?--«''• 

In  der  ersten  Gleichung  ist  f{r)  die  Kraft,  mit  der  P  von  0  an- 
gezogen wird;  aus  dem  zweiten  folgt  das  dem  Flächensatz  der 
gewöhnlichen  Mechanik  entsprechende  erste  Integral 


i)  Vgl.  §  10  meiner  Arbeit:  Die  Kegelschnitte  imd  die  Planeten- 
bewegung im  nichieuklidischen  Baum.  (Diese  Berichte  1902,  S.  593 — 423.) 
—  Ffir  die  trigonometrischen  Belationen  in  der  nichteuklidischen 
Geometrie,  Tgl.  S.  345 — 348  von  Lobatbchxffskij:  Zwei  geometrische 
Abhandlungen.  Deutsch  mit  Anmerkungen  von  F.  Enobl  (Leipzig 
1S9S— 1S99}. 
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Man  kann  jetzt  mit  Hilfe  dieses  Integrals  aus  der  ersten  Gleichung 
(4)  die  Zeit  t  eliminieren. 
Es  ist  n&mlich 

dr       ^  d[qp       ^  J^  — dcthr 

dt      d(p  dt       d(p  BÜr  dtp 

d^r       -^  E}  d'cthf 
dt"""  ßh»r     dy"    ' 

nnd  durch  diese  Snbsütation  geht  die  erste  Gleichung  (4)  ftber  in 

Setzt  man  jetzt 

cthr  —  e 

shVr(r)-tpW, 

so  nimmt  (4^  die  Form  an 


Nun  können  wir  mit  Bertband  weiterschließen:  Sollen  die 
Bahnkurven  geschlossen  sein,  so  mufi  r,  also  auch  z  eine  periodische 
Funktion  Ton  tp  mit  der  Periode  2%  werden. 

Dies  ist  aber  nur  mögHch  (nach  Bbbtband),  wenn  ^{e)  ^  Ä, 
oder  ^{z)  —  Az~^  ist. 

^(5)  -"  A  gibt 

»\>^rf{r)~Ä, 

i/>(js)  -■  Ä  •  t~*  gibt 

Bh»r  f{r)  —  -4  ^ ,  also 

dr-^th»f 


f(r)  -  ^;  V  ^ff(r)är  -  ^ 


In  beiden  Fällen  muB  Ä  eine  i^o^i/it^e  Eonstante  sein,  weil  f(r) 
eine  anziehende  Kraft  darstellt. 

Der  erste  Fall  führt  auf  die  Hanetenbewegung  in  der  hyper- 
bolischen Geometrie,  die  in  der  Tat  ganz  ahnlich  ist,  wie  in  der 


ums   Dn   ZsKTKAIiBBWBQinrO   TN  DBB  HIOHTEUKLIDISGHSN   GeOMBTBIE.      149 

euklidischen.  Auch  hier  treten  als  Bahnkoiren  nnr  Kegelschnitte 
auf,  Yon  denen  0  ein  Brennpunkt  ist.^) 

Den  zweiten  Fall  wollen  wir  jetzt  genauer  behandeln. 

3.  Die  Bahnkurven  bei  der  elastischen  Aneiehung  im  hyper- 
bolischen Baum.  Das  Anziehungsgesetz  f(r)  »  ^shr  :  ch'r,  das 
beim  Grenzübergang  zur  euklidischen  Geometrie  sich  in  f(r)  ^^  Ar 
verwandelt,  wollen  wir  ebenüalls  als  „Gesetz  der  elastischen  An- 
ziehung^ bezeichnen,  und  bei  der  Bestimmung  der  Bewegung 
lediglich  die  Bahnkurven  feststellen.  (Der  zeitliche  Verlauf  der 
Bewegung  ergibt  sich  ja  weiterhin  aus  dem  Flftchensatz.) 

Eliminieren  wir  wieder  t  aus  dem  Integral  der  lebendigen 
Kraft  (3)  so  kommt 

ö-)  '•((^0'  +  a^;)  +  ^«■•'  -  »• 

Setzt  man  wieder 

cthr  » j9,  also 


-^«cthV- 1  «£(«-  1, 


so  kommt 


oder 


(3")  'P((l|)'  +  ''-')+F.-» 

(' jj)' +  «*-•(>  + S.)  +  Ä  -  »■ 

um  nun  zur  Integration  der  Differentialgleichung  3''  über- 
zugehen, bemerken  wir,  daß 

e  —  e 

und  daher  h  (in  3'^)  positiv  ist,  weil  ja  auch  A  positiv  ist. 
Schreiben  wir  (3")  in  der  Form 


i)  Diese  Flanetenbewegung  ist,  worauf  ich  nachträglich  von  Herrn 
Prof.  StIcxkl  aufmerksam  gemacht  wurde,  schon  mehrfach  untersucht 
worden,  aber  wohl  nicht  mit  der  Ausführlichkeit  und  mit  Berück- 
siditigung  der  in  §  9,  3  und  4  meiner  oben  genannten  Arbeit  be- 
sprochenen Ausartungen.  Vgl.  die  Literaturzusammenstellung  von 
P.  StIcckl:  „De  ea  mechanicae  analyticae  parte,  quae  ad  varietates 
compluiium  dimensionum  spectat**  in  der  Festschrift  der  Uniyendtftt 
Clameinbwrg  zum  100.  Geburtstag  J.  Boltais  (1902). 
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so  erkennen  wir:  es  ist 

Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichang  ffir  i? 

^-.'(n-^.)  +  #.-o, 

n&mlich 

••-i(('+i)±>^^S^) 

sind  also  reeA  und  posüiv. 

Demnach  kann  man  3'  schließlich  schreiben: 

(4:)+ (•■-■)(•• -»0-0. 

wo  a'  und  b^  reelle  positive  Zahlen  sind. 
Hieraus  folgt  durch  Integration 

(5)  z^  =-  a*  cos*  {(p  —  9o)  +  ^*  sin*  (9»  —  90)1 

unter  ^^  eine  IntegrationskonBtante  verstanden. 

4.  Untersuchung  der  Farmen  der  Sähhhurven  in  diesem  FaU, 
Da  nur  die  Gestalt  der  Bahnkurven  untersucht  werden  soll,  so 
wollen  wir  der  Einfachheit  halber  ^q  »  0  annehmen.  Da  femer 
z^  immer  größer  als  1  ist,  so  muß  mindestens  eine  der  beiden 
Größen  a*  und  &*,  etwa  &*  größer  als  1  sein,  denn  5*  ist  zwischen 
a*  und  5*  enthalten. 

Wir  wollen  nun  die  verschiedenen  Kurven  untersuchen,  die 
sich  aus 

z^  «=  a*  cos*  9  +  6*  sin*  tp 

ergeben,  wenn  man  bei  festgehaltenem  h  die  Größe  a  variieren  lißi. 
Führt  man  nun  die  WsiERSTRASSschen  ^)  Koordinaten  ein 

l?=»chr,     re  =  shrcos9>,     ^«ashrsüi^, 

so  nimmt  unter  Berücksichtigung  der  Bedeutung  von  z  (»  cth  r) 
die  Gleichang  die  Form  an 

j,«  «  a*a;*  +  &*y*, 
d.  h.  die  Bahnkurve  ist  ein  KegdschmU,^^ 

i)  Vgl.  EiLLiNo,  Die  niohteuklidischen  Baomfoimen  in  analytischer 
Behandlung.    Leipadg  1885.    8.  19. 
2)  KiLLoro  a.  a.  0.  S.  37 — 46. 
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Im  emzelnen  sei  noch  bemerkt,  daß  sich  f&r  a  >  1  eine 
JEBipse^)  ei'gibt,  denn  wir  bekommen  dann  eine  Mittelpunktskurye 
zweiten  Grades,  die  ganz  im  Endlichen  liegt  {0  >  1). 

Für  a  <  1  ergibt  sich  eine  Hyperbel  gweüer  Ärt^)^  die  für 
a  «»  0  in  eine  Gerade  übergeht.  In  der  Tat  wird  für  a  =  0  die 
Gleichung  die  Form  annehmen 

ehr  »  &  shr  sin^, 

d.  h.  sie  ist  linear  und  homogen  in  den  WsiERSTRASSSchen  Koor- 
dinaten, stellt  also  eine  Gerade  dar.^) 

Dies  steht  auch  damit  in  Übereinstimmung,  daß  für  a  »»  0 
notwendig  (vgl.  Nr.  3)  ^  »  0  sein  muß.  Die  anziehende  Kraft 
ist  also  gleich  Null,  d.  h.  P  muß  sich  in  einer  Geraden  bewegen. 

Für  a  » 1  endlich  ergibt  sich  eine  ÄhstomMime^  deren  Mittel- 
linie die  Gerade  tp  =*  0  ist:   Die  Gleichung  wird  dann  n&mlich 

ch*r  =  sh*r  cos*^  +  &*  sh*r  sin* 9» 


oder 
d.  L 


sh»r8inV(2>"-l)«l, 


V  a-  all  r  sin  9  »  -==  =«  constans.  — 


Fassen  wir  noch  einmal  das  Ergebnis  kurz  zusammen: 
Während  in  der  euMidischm  Geometrie  die  elastische  Anziehung 
f(r)  =  Är{Ä  >  0)  Bewegwng  in  ElUpsen  um  0  ais  Mittdpunkt 
(also  immer  gesMossene  Bahnkurven)  zw  Folge  hoit,  wird  m  der 
hjfperboUschen  Oeome^e  der  Funkt  P  sich  iei  dem  entsprechenden 
AnMehungsgesetz  f{r)  »  Ä  shr  :  ch'r  zwar  auch  in  einem  KegeH- 
sdmitt  bewegen^  dessen  Mittdpunkt  C  ist^  doch  ist  der  Kegelschnitt 
nicht  immer  eine  EUipse. 

In  der  hyperbolischen  Geometrie  gibt  es  also  kein  Anziehungs- 
gesetz,  das  unabhängig  von  Anfangslage  und  Anfangsgeschwindig- 
keit inmier  geschlossene  Bahnkuryen  ergibt. 

5.  Das  BERTRANDSche  Problem  in  der  sphärischen  Geometrie, 
Bezeichnet  man  das  Komplement  der  Breite  eines  atif  der  Kugel 
Yom  Radius  1  gelegenen  Punktes  mit  r,  seine  geographische  mit 
9,  so  wird  das  Bogenelement 

ds*  •»  dr*  +  sin*  rdq>^j 

i)  KiLuna  a.  a.  0.  S.  37—46. 
2)  KiLLna  a.  a.  O.  S.  ao. 
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und  eine  Bechnnng,  die  der  in  Nr.  3  angestellten  Schritt  fOr 
Schritt  parallel  geht  (es  sind  immer  nur  die  hyperbolischen 
Funktionen  durch  die  entsprechenden  trigonometrischen  zu  ersetaen) 
ergibt  die  beiden  Anziehungsgesetze: 

Das  erste  Anziehungsgesetz  ergibt  wieder  eine  der  Planeten- 
bewegung entsprechende  Bewegung^);  bei  dem  zweiten  erhftlt  mau 
zur  Bestimmung  der  Bahnkurven  die  folgende,  der  Gleichung  s" 
entsprechende  Differentialgleichung 


'•(©*+  '+•■)+ ^ 


iA>0,    A>0) 


wo 

I*  —  cot  r. 

Hieraus  kommt 

(.||)*  +  .'  +  ^(.-A)  +  ^._o. 

Schreibt  man  (vgl.  Nr.  3)  diese  Gleichung  in  der  Form 

(-r3*  +  (-'  +  4('-i))'  +  #-l('-:fc)"-». 

SO  sieht  man,  daß 

Gibt  man  endlich  der  Gleichung  die  Form 


(^5^)  +(t**-«)(u"-P)-o, 


wo 


-  H(' -  j.)  +  V(- -  g)' -  ^)- 

so  muß  mindestens  eine  der  beiden  reellen  Größen  er,  ß  positiy 
sein,  da 

tt*  =  «cos*(9>  —  9>o)  +  /JsinVy  —  9o) 

positiy  sein  muß  und  zwischen  a  und  ß  enthalten  ist 


i)  Vgl.  G.  NsuMAJiN,  Ausdehnung  der  EsPFLSHschen  (besetze  auf  den 
Fall,  daß  die  Bewegung  auf  einer  Kugel  stattfindet  (diese  Berichte  38, 
1886,  S.  I.  2).  Die  daselbst  ohne  Beweis  aufgestellten  Sätie  habe  ich 
in  §  8  meiner  oben  genannten  Abhandlung  bewiesen. 
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Es  ist  ftlso,  da  wegen  A>0: 

i_A|>i//i.AV_Ü 


sicher 

h 


{^-h)>^ 


und  daher  sowohl  a  wie  ß  positiy. 
Es  ist  daher  erlaubt  zu  setzen 

und  hierin  sind  a  und  &  reelle  Größen. 

Ffihren  wir  nun  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  ein, 

dessen  Anfang   mit  dem  Mittelpunkt   der  Kugel   zusammenfällt, 

d.  h.  setzen  wir 

X  =-  sinroos(9  —  y^^), 

y  — 8inr8in(9  — yo)> 
jp  —  cosr, 

so  kommt  als  Gleichung  der  Bahnkurve 

^«  -  flV  +  »y 

in  Yerbindunir  mit 

«*  +  y*  +  if»-i. 

Dte  Bahnhmrvt  des  Punktes  P,  der  von  0  mit  der  Kraft 

/"(r) —»  iisin r  :  cos*r  {r^oi) 

aiiffeeogen  wird,  ist  also  eine  sphärische  IMipse  mit  dem  MiUel- 
pmüd  0.  

W&hrend  also  in  der  euklidischen  Geometrie  das  G^etz  der 
elastischen  Anziehung  immer  geschlossene  Bahnkurven  ergibt  und 
das  Newtonsche  Gesetz  auch,  sobald  die  Anfemgsgeschwindigkeit 
von  P  nicht  zu  groß  ist,  führen  in  der  sphärisdien  Geometrie 
die  beiden  entsprechenden  Anziehungsgesetze  {f{r) »  il  sin  r :  cos'  r ; 
^r)»^:siQ'r)  immer  auf  geschlossene  Bahnkurven.  In  der 
hgperbcUsehen  (Vgl.  Nr.  3  und  4)  sind  bei  Imden  Anziehungs- 
gesetzen {fix)  »-  il  sh  r  :  ch'  r ;  f{r)  »  A  :  sh'  r)  den  Anfangs- 
geschwindigkeiten Bedingungen  (Ungleichheiten)  aufzuerlegen. 

In  allen  drei  (Geometrien  aber  sind  die  Bahnkurven  Kegel- 
schnitte, wobei  das  anziehende  Zentrum  im  ersten  Fall  ein  Brenn- 
punkt, im  zweiten  der  Mittelpunkt  ist. 


nnidkfBitig  «rklArt  M  Y.  1M8.] 
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SITZUNÖ  VOM  8.  JUNI  1903. 

Über  die  Präsentation  von  sswei  neuen  Mitgliedern  wird  statuten- 
gemäß in  der  nächsten  Sitzung  abgestinunt  werden. 

Dem  Eartelltag  in  München  hat  der  Herr  Sekretär  der  phil.-hist. 
Klasse,  Herr  Windisch,  beigewohnt  und  dabei  auch  an  den  die  math.- 
phys.  Klasse  betreffenden  Eommissionssitzungen  teilgenommen.  Den 
TOD  Herrn  Wihdisch  an  seinen  Stellvertreter,  Herrn  Lipsius,  erstatteten 
Bericht  teilt  dieser  der  math.-phjs.  Klasse  mit,  und  er  legt  einen  vor- 
Iftofigen  Entwurf  zu  einer  interfuttianaien  OrganistUion  für  lufteiektrische 
Fonckimgen  vor. 

Der  Sekrettr  erstattet  Bericht  über  die  in  London  abgehaltene 
Komiteesitzniig  der  internationalen  Association  der  Akademien  und  über 
die  Sitzung  der  von  der  Association  beschlossenen  Gehimkommission. 
Letctere  Kommission  schlägt  den  Akademien  vor,  behufs  speziellerer 
Bearbeitung  von  Organisationsplänen  eine  Zentralkommission,  bestehend 
aas  den  Herren  Ehlbbs,  Fleghsio,  Goloi,  His,  Munk,  Obsbstbineb  und 
Waldetkr,  niederzusetzen. 

Die  Klasse  stimmt  dem  gestellten  Antrag  bei. 

Herr  NsuiiAinf  teilt  einen  Aufsatz  mit  von  Herrn  M.  Krause:  „Über 
FoüBiBBSche  Beihen  mit  zwei  veränderlichen  Größen". 

Herr  Wiensr  teilt  eine  Kotiz  mit  von  Herrn  Kabl  Badeker:  „Über 
einen  Versuch,  eine  Einwirkung  ultravioletten  Lichtes  auf  den 
elektrischen  Widerstand  der  Metalle  zu  finden". 


lUlh.-pli7s.  KlMM  190S.  11 


Bericht  an  die  E.  S.  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
Aber  die  am  5.  Jnni  1903  in  London  abgehaltene 
Sitzung  der  Yon  der  internationalen  Association 
der  Akademien  niedergesetzten  Kommission  znr 

Qehimerforschnng. 

firstattet  Yon  den  Delegierten  Paul  FLscHSia  and  Wilhelm  His. 

Auf  Antrag  der  K.  S.  G.  d.  W.  hat  die  internationale  Association 
der  Akademien  bei  ihrer  Generalversammlung  in  Paris  (am 
i6.  April  1901)  beschlossen^  eine  Kommission  niederznsetsen,  mit 
dem  Auftrag,  eine  nach  einheUUchen  Orundsätten  erfolgende  Durch- 
forschung, Sammlung  und  aUgemeine  Nutgbannachung  des  auf 
Oekimanaiomie  heeüglichen  MaieridUs  eu  beraten,  und  dabei  aus- 
drilcJcUch  die  Schaffung  besonderer  ZenlräUnstUute  in  Erwägung  eu 
giehen,  in  denen  die  Methoden  der  Forschung  entwickelt^  das  vor- 
handene Beohachtungsmaterial  aufgespeichert  und  der  dUgem^nen 
Benutzung  der  dabei  interessierten  Gelehrten  eugänglich  gemadU 
werden  soU, 

Die  Wahl  dieser  Kommission  fiel  statutengemäß  dem  Komitee 
der  Association  zu.  unsere  Gesellschaft  hat  (unterm  3.  Febr.  1 902) 
der  Bojal  Society  als  leitender  Akademie  eine  Reihe  von  Namen 
aus  den  Kreisen  der  Akademiker  vorgeschlagen.  In  der  Folge 
sind  von  anderen  Seiten  her  noch  Namen  yon  sachkundigen  Nicht- 
akademikem  hinzugef&gt  und  von  der  Royal  Society  den  associierten 
Akademien  mitgeteilt  worden.  Die  formelle  Bestätigung  sämtlicher 
Wahlen  erfolgte  in  der  Komiteesitzung  der  Association  vom 
4.  Juni  1903.  Danach  bestand  die  fOr  die  Frage  der  Gehim- 
forschung  niedergesetzte  Kommission  aus  den  Herrn: 

Bechterew  (St.  Petersburg)  Ehlebs  (Göttingen) 

Rahok  t  Gajal  (Madrid)  Flechsiq  (Leipzig) 

CüKNiNOHAM  (Edinburgh)  Ferbier  (London) 

D&ERiNE  (Paris)  M.  Foster  (London) 

A.  S.  Dooiel  (Petersburg)  yan  Gebuchten  (Loewen) 

Edikger  (Frankfurt  a./M.)  Giard  (Paris) 
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GuLDHBBO  (Ghiistiania) 
HiGER  (BrOsBel) 
His  (Leipzig) 
Hrrao  (Halle) 
HoBSLET  (London) 
Bat  Lahkbstbr  (London) 
LüiNELONeuE  (Paris) 
Lahqlbt  (London) 
Lemhoss^  (Bnda{>est) 
Mall  (Baltimore) 
MmoT  (Boston) 


Monakow  (Zürich) 
M08SO  (Turin) 
MuNK  (Berlin) 
Obbrstbikbb  (Wien) 
Pebbus  (Paris) 
Rbtzius  (Stockholm) 
Shebbimgton  (London) 
ToLDT  (Wien) 
W.  TuBNSR  (Edinburgh) 
Waldeter  (Berlin) 
Zuckbrkandl  (Wien) 


Seitens  der  Boyal  Society  sind  diese  s&mtlichen  Herren  znm 
5.  Juni  1903  nach  London  eingeladen  worden.  Herr  Heger 
hatte  sich  brieflich  entschuldigt.  Im  übrigen  haben  an  der  Sitzung 
teil  genommen: 

Hr.  Waldeybr 
LenhossiSk 

GüLDBERG 

cunionghah 

Ehlers 

Flechsig  und  His 

Ferrier,  Foster,  Horsley  und  Sherrington 

61ARD 

Betzius 

Obersteiner  und  Toldt 


ans  Berlin 
Budapest 
Christania 
Edinburgh 
Göttingen 
Leipzig 
London 
Paris 

Stockholm 
Wien 


Die  Sitzung  wurde  durch  den  Präsidenten  des  Komitees  der 
Association  Sir  Michael  Foster  eingeleitet,  und  auf  dessen 
Antrag  wurde  der  Sekretär  der  antragstellenden  Gesellschaft  zum 
YoTsitzenden  ernannt.  Die  Schriftfuhrung  wurde  you  den  Herren 
LENHOfisiK  und  Sherrington  übernommen,  Yon  denen  der  letztere 
am  Yormittag  durch  Herrn  Harrison  Yertreten  war. 

£b  war  zunftchst  die  Sache  der  beiden  Leipziger  Delegierten, 
den  von  ihrer  Gesellschaft  bei  der  Association  eingebrachten  An- 
trag sachlich  zu  begründen  und  über  dessen  weitere  Behandlung 
YoTSchlftge  zu  machen.  Dies  ist  auf  Grund  folgender,  Yorher 
Yerainbarter  Gedankengänge  geschehen: 

Allgemein  gefafit,  geht  der  Sinn  der  you  der  Association  ge- 
stellten Aufgabe  dahin,  daß  die  Förderung  der  Gekirnkenntms  durch 
peremigU  Arbeit  angestrebt  werden  soU,     Dabei  wird  die  Bildung 
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eines  Mematianaien  Shfsiemes  von  Anstalten  als  ein  Hanptmittel 
zur  Erfüllung  der  gestellten  Anfgabe  ins  Auge  gefaBt.  Die  vor 
kurzem  von  autoriiatiTer  Seite  ausgesprochene  Behauptung,  daß 
,,die  Kenntnis  des  menschlichen  Oehims  bis  dahin  sehr  langsame 
Fortschritte  gemacht  habe^',  kann  angesichts  der  ungewöhnlich 
ergebnisreichen  und  mannigfaltigen  Arbeiten  der  verflossenen 
zwei  bis  drei  Jahrzehnte  als  imbegründet  abgelehnt  werden.  Die 
Sachlage  ist  vielmehr  die,  daß  der  überaus  große  Umfang^  welchen 
die  Einzeltatsachen  auf  dem  Gebiet  der  Himforschung  gerade  in 
den  letzten  Jahren  erreicht  haben,  es  dem  einzelnen  unmöglich 
macht,  sich  über  alle  wichtigen  Foi-tschritte  sdbsttäHg  auf  dem 
Laufenden  zu  erhalten.  Der  überaus  hohe  Entwicklungsgrad,  den 
die  Himanatomie  in  relativ  kurzer  Zeit  erreicht  hat,  beruht  auf 
der  Anwendung  einer  größeren  Anzahl,  ihrem  Wesen  nach  recht  ver- 
schiedener Methoden,  Nur  durch  das  gleichzeitige  Arbeiten  von 
Theoretikern  und  Praktikern  und  durch  das  Ineinandergreifen  von 
Anatomie,  Histologie,  Physiologie,  Entwicklungsgeschichte,  Patho- 
logie und  klinischen  Disziplinen,  sowie  vergleichender  Anatomie 
ist  es  möglich  gewesen^  das  Problem  des  Himbaues  und  der 
Himleistungen  soweit  zu  fördern,  daß  wir  im  stände  sind,  die  bh 
erstrebenden  Endziele  wenigstens  in  ihren  allgemeinen  Umrissen 
zu  erfassen.  Andererseits  ist  es  gerade  der  Beteiligung  so  ver- 
schiedener Faktoren  zuzuschreiben,  daß  fOr  den  Einzelforscher 
die  Übersicht  des  in  zahllosen  Sonderarbeiten  schon  Erreichten  so 
schwierig  ist.  Der  einzelne  überblickt  in  der  Regel  nur  *  ein, 
höchstens  zwei  Gebiete  vollstftndig,  und  selbst  bei  größter  Arbeits- 
kraft ist  keiner  im  stände,  alle  Angaben,  selbst  über  wichtige  Be- 
funde nachzuprüfen  und  herauszuschälen,  was  in  jeder  besonderen 
Disziplin  als  feststehend  und  von  dauerndem  Wert  zu  betrachten 
ist.  Soll  die  Kommission  in  Behandlung  der  ihr  gestellten  Auf- 
gabe allen  Anforderungen  der  Wissenschaft  gerecht  werden,  so 
hat  sie  in  Betracht  zu  ziehen: 

1.  die  makroskopische  Morphologie  des  menschlichen  Gehirns, 
mit  Berücksichtigung  der  Rassenxmterschiede,  sowie  der  indivi- 
duellen Variationen  nach  Größe,  Form,  Gewicht  u.  s.  w., 

2.  die  vergleichend  anatomische  Gehimforschung, 

3.  die  histologische  Forschung,  insbesondere  auch  die  Verwendung 
der  Silbermethode, 

4.  die  entwicklungsgeschichtliche  Bearbeitung,  die  sich  ihrerseits 
gliedert  in  die 


DBB  KOMMIBSIOlf   ZUR  GxHIBHBBrOBSGEUNa.  159 

a.  der  morphologischen  Himentwicklung, 

b.  der  früh  embryonalen  Histogenese, 

c  der  Markscheidenentwicklung  bei  Menschen  und  Tieren, 

5.  die  pathologisch-anatomischen  Methoden,  insbesondere  die  Ver- 
folgung der  sekund&ren  Degeneration  nach  den  Methoden  von 
TüRK)  GuDDEN  und  Marohi, 

6.  die  experimentelle  Physiologie,  besonders  die  der  Gehimoberfläche, 

7.  die  Bearbeitung  der  klinischen  Tatsachen  wie  z.  B.  die  der 
Aphasie  u.  a.  m. 

um  die  Frage  nach  der  Errichtung  und  zweckmäßigen 
Organisation  von  Himforschungsinstituten  in  fruchtbringender  Weise 
ZQ  beraten,  erscheint  es  notwendig,  die  Arbeit  zu  teilen  und  an 
Stelle  der  vielgliedrigen  Gesamtkommission  eine  Anzahl  von  Spezial- 
kommissionen  zu  ernennen.  Das  Zusammenarbeiten  der  Beratungs- 
o^bnisse  dieser  Spezialkommissionen  ist  sodann  einer  nicht  allzu 
umfangreichen  Zentralkommission  zu  überweisen. 

Hinsichtlich  der  anzustrebenden  Institute  sind  zunächst  eine 
Anzahl  von  allgemeinen  Gesichtspunkten  festzustellen:  die  Institute 
haben  in  erster  lAnie  der  Förderung  der  Forschung,  in  zweiter 
Lüde  der  Verbreitung  von  Kenntnissen  zu  dienen.  In  ersterer 
Hinsicht  fallen  ihnen  zu: 

1.  Die  Bewältigung  größerer,  über  die  Kräfte  einzelner  Forscher 
hinausgehender  Aufgaben,  vor  allem  solcher  Aufgaben,  die  ein 
nach  einheitlichem  Plan  arbeitendes  technisch  geschultes  Personal 
Yorlangen. 

2.  Die  Teilnahme  an  solchen  wissenschaftlichen  Unternehmungen, 
die  nur  durch  Kooperation  verschiedener  Anstalten  möglich  sind. 

3.  Die  Aufspeicherung  von  wissenschaftlichem  Material  zu  Gunsten 
der  desselben  bedürfenden  Forscher. 

4.  Die  Anlegung  von  Archiven,  in  denen  bereits  bearbeitetes 
Material  bis  auf  weiteres  aufgehoben  wird. 

Zur  Verbreitung  der  Kenntnisse  haben  die  in  Aussicht  ge- 
nommenen Anstalten  dadurch  beizutragen,  daß  sie  für  eine  geordnete 
Aufstellung  und  Erläuterung  des  der  allgemeinen  Belehrung  in 
engeren  oder  weiteren  Kreisen  dienenden  Materials  Sorge  tragen. 
Sie  sind,  so  weit  diese  Forderung  in  Betracht  kommt,  nach  Art 
Ton  Museen  oder  Bibliotheken  zu  verwalten. 

Bei  Annahme  dieser  allgemeinen  Grundsätze  und  bei  Fest^ 
haUung  des  einheiUichen  Endzieles,  der  aUseiUgen  Förderung 
tmserer  Kenntnisse  vom  Gdhirn   bleibt   den   einzelnen  Anstalten, 
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hinsichtlich  ihrer  Ausdehnung  and  Oestaltung  ein  weiter  Spiel- 
raum übrig.  In  manchen  Fällen  wird  es  zweckmäßig  sein,  das 
betreffende  Institut  für  Himforschung  an  andere  schon  bestehende 
Anstalten  an  anatomische,  physiologische  oder  Uinische  Institute, 
oder  an  größere  Museen  anzugliedern,  in  anderen  Fällen  wird 
eine  völlige  Neuschöpfung  erwünscht  sein.  Dabei  wird  nicht 
jede  Anstalt  alles  bieten  können.  Der  Schwerpunkt  der  Ein- 
richtung  kann  nach  einer^  oder  nach  einer  anderen  Richtung  ge- 
legt werden.  Das  Wesentliche  ist,  daß  die  verschiedenen  Institute 
unter  einander  in  Beziehung  gesetzt  werden,  und  der  Pariser- 
Beschluß  spricht  daher  von  einem  Syrern  von  Instituten.  Es 
wird  uns  geholfen,  wenn  wir  wissen,  daß  an  einem  Ort  das  embryo- 
logische^  an  einem  anderen  das  vergleichend 'anatomische,  das 
anthropologische  oder  das  physiologische  Material  geordnet  bei- 
sammen zu  finden  ist,  und  wenn  die  verschiedenen  InstOute  sich 
unter  einander  gegenseitig  mit  Material  und  mit  Unterruhtsmitteiln 
aushelfen.  Auch  die  Benutzung  einer  einheitlichen  Nomenkk^r^ 
sowie  einheitliche  Anwendung  von  Maß  und  Gewicht  sind  zu 
erstrebende  Ziele.  An  die  vereinigten  Akademien  ist  der  Antrag 
zu  stellen,  daß  sie  den  Regierungen  und  sonstigen  Instanzen 
gegenüber  die  Wichtigkeit  der  Sache  gebührend  hervorheben  und 
für  die  Errichtung  von  Himforschungsanstalten  befürwortend  ein- 
treten, sowie  daß  sie  auch  sonst,  soweit  irgend  möglich,  unseren 
Bestrebungen  hilfreich  entgegenkommen. 


Nach  Abgabe  des  in  obiger  Darstellung  zusammengezogenen 
Votums  der  beiden  Leipziger  Delegierten  hat  noch  in  der  Morgen- 
sitzung der  Kommission  eine  allgemeine  Diskussion  stattgeftmden, 
an  der  sich  die  Herren  Waldeter,  Toldt,  Ehlers,  Retziüs 
und  Sir  Michael  Fostbr  beteiligt  haben.  Prinzipielle  Gregen- 
Sätze  sind  dabei  nicht  hervorgetreten.  Besonderes  Gewicht  wurde 
auf  volle  Freiheit  der  Bewegung  gelegt  (Toldt)  und  auf  die 
Aufstellung  und  gegenseitige  Mitteilung  von  Sammlungskatalogen 
(Ehlers).  Die  an  die  Akademien  zu  stellenden  Anträge  hat  Herr 
Waldeyer  in  einer  Reihenfolge  von  Sätzen  zusammengefaßt,  und 
auf  den  Wunsch  der  Versammlung  hin  hat  er  sidi  der  dankens- 
werten Mühe  unterzogen,  im  Intervall  zwischen  der  Vormittags- 
und der  Nachmittagssitzung  einen  schriftlichen  Entwurf  der 
bezüglichen  Anträge  auszuarbeiten.  Dieser  Entwurf  ist  den  Ver- 
handlungen  der  Nachmitta^sitzung   zu  Grunde  gelegt   und  mit 
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imtergeordiietea  Modifikationen  Yon  der  Kommission  einstimmig 
angenonmien  worden.  Die  von  der  Kommission  angenommenen 
Antrftge  lauten  also: 

Antiftge  an  die  internationale  Association  der  Akademien 
seitens  der  von  ilir  ernannten  Kommission  fftr  Himforsclinng. 

A.  Nfielste  Aktion  der  vereinigten  Akademien  in  Sacken 

der  Himforseknng. 

1.  Die  einzelnen  in  der  Association  vertretenen  Akademien  nnd 
Gesellsehaften  sollen  namens  der  Association  bei  ihren  be* 
treffenden  Begierongen  oder  sonstigen  zustehenden  Instanzen 
den  Antrag  stellen,  Special -Institute  oder  Instituts -Abteihmgen 
für  die  Erfarsdmng  des  Zentralnervensystems  eu  begründen, 
soweit  solche  nicht  vorhanden  oder  auf  anderem  Wege  zu  be- 
schaffen sind.  Die  in  den  Instituten  zu  verfolgenden  Aufgaben 
beziehen  sich  sowohl  auf  die  Morphologie,  als  auf  die  Physio- 
logie und  Pathologie  des  Zentnünervensystemes,  und  sie  um- 
rissen zur  Zeit  folgende  Sondergebiete: 

a.  Die  systematische  Anatomie  des  menschlichen  Zentralnerven- 
systems, einschließlich  der  Anthropologie. 

b.  Die  vergleichende  Anatomie. 

c.  Die  histologische  Forschung. 

d.  Die  entwickelungsgeschichtliche  Forschung. 

e.  Die  Physiologie,  einschließlich  der  physiologischen  Psycho- 
logie. 

f.  Die  pathologische  Anatomie,  experimentelle  Pathologie  und 
Teratologie. 

g.  Die  klinische  Forschung. 

2.  Für  die  Ausarbeitung  dieses  Antrages  wird  eine  Zerdral- 
JsommssUm  von  7  Mitgliedern  ernannt,  der  auch  in  Zukunft 
eine  leitende  Tätigkeit  vorbehalten  bleibt. 

3.  Die  am  5.  Juni  1903  in  London  versammelte,  vom  Komitee 
der  internationalen  Association  ernannte  Komnussion  sohlftgt 
folgende  Mitglieder  für  die  Zentralkommission  vor:  die  Herren 
Ehlers,  Flbohsio,  Ooloi,  Eis,  Munk,  Obebstbinbr,  Waldbteb. 

4.  Den  Akademien  der  Association  werden  diese  Namen  zur  Be- 
sifttigung  empfohlen.  Die  Akademien  werden  gebeten,  von 
ihrer  Entscheidung  baldmöglichst  der  Royal  Socieiy  in  London 
als  jetzigem  Vorort  Kenntnis  zu  geben.     Die  Royal  Society 


162  BXRIOBT   ÜBEB  DIB   SlTZüBO 

bestimmt  einen  der  Gewählten  zum  Präsidenten  der  Zentral- 
kommission. Sie  teilt  den  Gewählten  die  Bestätigung  ihrer 
Wahl  und  den  Namen  des  bezeichneten  Präsidenten  mit. 

5.  Der  Präsident  leitet  dio  Geschäfte  der  Zentralkoromission. 
Bezüglich  der  Bestreitung  der  Kosten  bleiben  weitere  Ent- 
schließungen vorbehalten. 

6.  Die  Zentralkommission  wählt  zunächst  Mitglieder  für  die  unter 
I  a — g  benannten  Forschungs- Sektionen.  Ihre  Zahl  soll  für 
jede  Sektion  5  nicht  überschreiten. 

7.  Diese  SpetiaXkownnssionen  bezeichnen,  imter  Betonung  des  zu- 
nächst Wfinschbaren,  die  für  ihr  Forschungsgebiet  erforder- 
lichen Einrichtungen  an  den  zu  begründenden  Himforschungs- 
Instituten.  Sie  senden  diese  Ausarbeitungen  bis  spätestens 
I .  November  1 903  dem  Präsidenten  der  Zentralkommission  ein. 
Dabei  können  sie,  z.  B.  durch  Fragebogen,  sich  der  Mitwirkung 
anderer  geeigneter  Fachle^ute  bedienen. 

8.  Auf  Ghrund  der  eingegangenen  Berichte  arbeitet  die  Zentral- 
konmiission  den  Entwurf  des  an  die  betrefifenden  Instanzen  zu 
richtenden  Antrages  aus.  Dieser  Antrag  wird  der  Versammlung 
der  Akademien  in  London  1904  zur  Beratung  imd  eventuellen 
Beschlußfassung  vorgelegt.  Der  angenommene  und  dann  von 
den  einzelnen  Akademien  bestätigte  Antrag  wird  von  den 
letzteren  den  zugehörigen  Instanzen  unter  Befürwortung  ein- 
gereicht. 

B.  Weitere  Aktion  der  Akadenien. 

1.  Die  von  den  Akademien  erwählte  Zentralkommission  bleibt 
bis  auf  weiteres  bestehen.  Bei  Abgang  eines  der  Mitglieder 
schlagen  die  verbleibenden  den  associierten  Akademien  einen 
Ersatzmann  zu  eventueller  Bestätigung  vor.  Bei  solchen  Neu- 
wahlen ist  Wechsel  der  Akademien  erwünscht. 

2.  Die  Zentralkomnüssion  hat  mit  Unterstützung  der  Akademien 
die  Annahme  der  Anträge  auf  Errichtung  von  Himforschungs- 
Instituten  zu  betreiben. 

3.  Sie  nimmt  jährlich  Berichte  der  Institute  entgegen,  stellt  diese 
zu  einem  übersichtlichen  Gesamtberichte  zusammen  und  sendet 
ihn  den  einzelnen  Akademien  ein.  Diesen  wird  anheimgegeben, 
ihn  in  ihrer  Sprache  zu  veröffentlichen. 

4.  Sie  sorg^  für  die  Yerbindimg  der  einzelnen  Institute  unter- 
einander, für  zeitgemäße  Ausgestaltung  dw  Arbeitspläne  u.  a.  m. 
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C.  Orgmisatioii  der  IiiBtitate. 

1.  Arbeitefeld  und  Arbeitsweise  bleiben  jedem  einzelnen  Institute 
überlassen;  es  sollen  jedoch  angestrebt  werden: 

a.  Eine  einheitliche  Nomenklatur, 

b.  Verwendung  eines  einheitlichen  Maßes  und  Gewichtes. 

2.  Alljährlich  statten  die  Institute  der  Zentralkommission  einen 
Bericht  über  ihre  Tätigkeit  ab.  Dabei  sollen  der  Bestand 
und  die  Zugänge  an  Druckwerken,  Abbildungen,  Modellen  und 
Präparaten  mitgeteilt  werden. 

3.  Die  Institute  sind  gehalten  ihre  Arbeitsmaterialien  und  die  Samm- 
lungen ihrer  Präparate  einander  unter  sich,  sowie  den  derselben 
bedürftigen  Forschem  nach  Möglichkeit  zugänglich  zu  machen. 

London,  Burlington  House,  den  5.  Juni  1903. 

Namens  der  Kommission: 
His.     y.  LenhossiSk.     Shebbinoton. 

Laut  dem  Satze  A  2  obiger  Vorschläge  war  die  7  gliedrige 
ZentraUrommission  vorzuschlagen.  Herr  Betzius  betonte,  daß  es 
erwünscht  sei,  wenn  die  Mitglieder  dieser  Kommission  nahe  bei- 
sammenwohnen, und  er  schlug  als  Mitglieder  yor:  die  Herren 
Em<EBS,  MuNK,  Waldeyer  xmd  die  beiden  Leipziger  Delegierten. 
Diesem  Vorschlag  gegenüber  wurde  yon  den  Herren  Mosso  und  Toldt 
Gewicht  darauf  gelegt,  daß  die  Herren  Goloi  und  Obebstbineb 
der  Zentralkommission  angehören,  und  ihre  Vorschläge  wurden  yon 
der  Versammlung  einstimmig  angenommen.  Die  Wahl  unterliegt 
der  Genehmigung  der  Akademien.  Der  Präsident  wird  nach  erfolgter 
Genehmigung  der  Kommissionswahl  yon  der  Royal  Societj  be- 
seichnet.  Sobald  die  Zentralkommission  endgültig  festgestellt  ist, 
wird  sie  die  Organisation  der  Sektionen  yorzunehmen  haben. 

Vor  Ende  der  Sitzung  wurde  ein  yon  Prof.  A.  Fobbl  an  den 
Präsidenten  der  Royal  Society  gerichtetes  Schreiben  vorgelegt  Nach 
erläuternden  Bemerkungen  yon  Seiten  einiger  anwesender  Mitglieder 
wurde  die  Sitzung  der  Kommission  Abends  5  ^^^  geschlossen. 

Mit  ihren  Anträgen  an  die  Akademien  hat  die  von  dem  Komitee 
der  Association  niedergesetzte  große  Kommission  die  ihr  gestellte 
Aufgabe  abgeschlossen,  und  fedls  ihre  Anträge  von  den  Akademien 
angenommen  werden,  so  werden  die  projektierte  Zentralkommission 
und  die  von  dieser  ernannten  SpezialSektionen  in  Tätigkeit  zu  treten 
haben.  

Draokfertig  «rkllri  SS.  VL  1908.] 


über  Fonriersche  Beihen  mit  zwei  yer&nderliclieiL 

Großen. 

Von 
M.  Krause. 

Die  Entwickeltmg  willkflrlicher  Fanktionen  einer  yerinder- 
lichen  Größe  in  Reihen,  die  nach  dem  Cosinus  und  Sinus  von 
Vielfachen  des  Argumentes  fortschreiten,  ist  seit  langem  der 
Gegenstand  zahlreicher  und  wichtiger  Untersuchungen  gewesen. 
Man  kann  hierbei  zwei  Kategorien  von  Arbeiten  unterscheiden. 
Die  eine  beruht  wesentlich  auf  der  DmiCHLETSchen  Arbeit  im 
ersten  Bande  des  Bepertorimns  von  Dove  und  hat  die  Theorie 
der  FouaiBRSchen  Beihen  zum  Gegenstande.  Die  andere  beruht 
auf  der  BiSMAiiMSchen  Arbeit  im  13.  Bande  der  Abhandlungen 
der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  und  behandelt 
die  Theorie  der  trigonometrischen  Reihen  überhaupt.  Auf  dem 
Gebiete  der  Funktionen  ztoeier  Ter&nderlicher  Größen  ist  nach 
der  angegebenen  Bichtong  hin,  soweit  dem  Verfasser  bekannt  ist, 
nur  weniges  gearbeitet  worden.  Abgesehen  yon  kurzen  Ber- 
merkrmgen^)  ist  mir  nur  eine  Arbeit  von  Ascou  aus  dem 
Jahre  1879  bekannt  geworden,  deren  vollständiger  Titel  lautet: 
„Sulla  rappresentabilita  di  una  funzione  a  due  variabili  per  serie 
doppia  trigonometrica.  Boma''  und  die  sich  auf  die  Verall- 
gemeinerung der  BiEMANNschen  Untersuchungen  fär  den  Fall  zweier 
unabhängiger  Größen  bezieht.')  Im  folgenden  soll  nun  nach  der 
anderen,  der  DxBiCHLBTSchen  Bichtung  hin  vorgegangen  werden. 


1 )  Siehe  Rmum :  Vodeenngen  über  partielle  DifFerentialgleiohungen. 
Herausgegeben  von  Hattbmdobt.    Zweite  Auflage  1876.    S.  94. 

2)  Nach  Fertigstellung  der  Arbeit  bin  ich  durch  die  Freundlich- 
keit von  Herrn  Stolz  noch  auf  die  Arbeiten  aufmerkflam  geworden: 
AscoLi:  Sülle  serie  trigonometriche  a  due  variabili.  Atti  della  B.  Acc. 
dei  Lincei.     3.  Serie.    Band  7.     AbzxlI:   Sülle  serie  doppie  trigono- 
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Die  DiBiOHiiBTScbe  Arbeit  setzt  es  sich  zum  Ziel  naoh- 
zuweisen,  dafi  unter  gewissen  Bedingungen  eine  vorgelegte 
Funktion  einer  veränderlichen  Größe  in  eine  FouBiBBSche  Beihe 
entwickelt  werden  kann. 

Es  ist  der  Zweck  der  nachfolgenden  Uniersudntngen,  die 
analoge  Aufgabe  im  Gebiete  der  FunkHanen  zweier  veränderlicher 
Größen  mu  behanddn  und  damit  die  Lösung  weUergdiender  Probleme 
vorzubereiten,  wie  sie  in  der  Theorie  der  Funktionen  emer  ver- 
änderlichen Größe  seitens  emer  Beihe  von  Autoren,  wie  Lipsgsitz, 
DU  Bois-Reyhond,  Härnack,  Holder,  Kronecker,  Brodsn^)  t#.  a. 
in  Bedacht  gezogen  sind. 

Bei  der  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  kann  man  auf  mehr- 
fachem Wege  vorgehen,  so  wie  es  in  der  Theorie  der  Funktionen 
einer  veränderlichen  GröBe  tatsächlich  geschehen  ist.  Bei  letzterer 
haben  sich  neben  der  DnacHLSTSchen  Methode  einige  Methoden 
von  Bedeutung  gezeigt,  die  auf  dem  sogenannten  zweiten  Mittel- 
wertsatz der  einfachen  bestimmten  Integrale  beruhen,  und  zwar 
geschieht  das  vor  allem  in  Arbeiten  von  Boknet,  du  Bois- 
Betmomd,  Heine,  Habiyack,  Carl  Neümann.')  Von  großer 
Durchsichtigkeit  ist  die  Darstellung  von  Herrn  C.  Neumakn,   da 


metriche.  Memorie  della  B.  Acc.  Bologna.  Ser.  5.  Tome  IV  1894. 
(Siehe  Fortschritte  der  Math.  Band  25.)  Aach  diese  Arbeiten  verfolgen 
andere  Ziele,  als  die  vorliegende. 

i)  L1P8CHITZ:  Grelles  Journal  Band  63;  du  Bois-Betxond:  Ab- 
handlungen der  Kgl.  bayrischen  Akademie  der  WiBsenschaften  12  und 
Andere  Arbeiten;  Habhack:  Mathematische  Annalen  Band  19;  Höldsb: 
Bediner  SitEungsberichte  18S5 ;  Ekovbckex:  ibidem  1885 ;  Bbod^:  Mathe- 
matische Annalen  Band  52. 

2)  Bohhst:  Bemarques  sur  quelques  integrales  d^finies.  Journal 
de  Math^matiques.  Tome  14.  1849.  du  Bois-Betuond:  Über  die  all- 
gemeinen Eigenschaften  der  Klasse  von  Doppelintegralen,  zu  welcher 
das  FouBiEBSche  Doppelintegral  gehört.  Grelle  Band  69.  Heine: 
Handbuch  der  Eugelfimktionen  Band  i.  1878.  Habnack:  Vereinfachung 
der  Beweise  in  der  Theorie  der  FouBiEBSchen  Beihe.  Math.  Annalen 
Band  19.  Siehe  auch  das  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung 
ven  Sbbxet,  deutsch  von  Habnack  und  zwar  den  zweiten  Band.  G.  Nbu- 
habn:  Über  die  nach  Kreis-,  Kugel-  und  Gylinder -Funktionen  fort- 
schreitenden Eotwickelungen.  Leipzig  1881.  Endlich  möge  auf  den 
ersten  Band  des  Werkes  von  Wbbeb:  Die  partiellen  Differential- 
gleichungen der  mathematischen  Physik.  Nach  Biemannb  Yorlesungen. 
Braunschweig  1900  verwiesen  werden. 
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an  derselben  anBer  dem  zweiten  Mittelwertsatz  nur  noch  einige 
Eigenschaften  der  trigonometrischen  Funktionen  gebraucht  werden. 
Die  folgenden  Betrachtungen  sollen  sich  an  die  NEUMANNsche 
Darstellung  anlehnen,  wobei  ich  mir  vorbehalte,  bei  anderer  Ge- 
legenheit auf  andere  Darstellungsformen  zurückzukommen. 

§  I.   Anfstelliug  ven  vier  speziellen  Foiriersdien  Reihen  im  Gebiete 
der  Fanktionen  zweier  veränderlieher  Grüfien. 

Wir   wollen   uns   die   endliche  trigonometrische  Reihe  Tor- 
geleert  denken: 

und  fragen  uns,  ob  die  Größen  a^  ^,  deren  Zahl  gleich  (m— l)(n —  1) 
ist,  so  bestimmt  werden  können,  daß  die  Funktion  f(x^  y)  an  den 
Stellen: 

^""«^'     ^^1^'     ^«  1,  2,  ...,m— 1;     tf=*  1,  2, .  ..,n  — 1 

vorgeschriebene  Werte  annimmt. 
Wir  schreiben  unsere  Reihe: 

wobei  gesetzt  ist: 

»s=n— 1 

(3)  /;ö^)«2a^,,sinsy, 

»=»1 

dann  folgt  aus  den  entsprechenden  Theorien  über  die  Frmktionen 
einer  veränderlichen  Größe,  daß  sicherlich  die  Beziehung  statt- 
finden muß:    ' 

rgn 

m 

Auf  die  trigonometrische  Reihe  (3)  können  wir  dann  wieder  die 
bekannten  Schlüsse  anwenden  und  erhalten: 

Lassen  wir  m  und  n  bis  in  die  Unendlichkeit  wachsen,  so  er- 
halten wir  das  erste  unstrenge  Resultat: 


fM-l^f^i^yy- 
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Eine  FunktUm  f(x,  y),  die  im  Quadrate  0,  0;  ^,  n  iviUkürlich 
gegd>en  ist,  kann  innnerhailb  desselben  durch  die  Beihe  dargesteüt 
werden: 

rssOO  «ssOO 

wobei  gesetzt  ist: 

(5)  a,^,  ~  ~~*  /  /  ^(^'  ^)  ^"^  '"^  ^"^  5t;(Jt«(lv. 

0   0 

Wie  schon  bemerkt,  kann  dieses  Resultat  als  ein  sicheres  nicht 
bezeichnet  werden,  wir  werden  später  sehen,  daß  dasselbe  unter 
Umständen  in  der  Tat  falsch  wird.  Für  die  Seitenlinien  des 
Quadrates  nimmt  die  Beihe  den  Wert  Null  an. 

An  Stelle  der  Größen  a. .  werden  wir  bisweilen  die  Größen 
(^Tyt  schreiben. 

Wir  legen  jetzt  zweitens  die  Funktion  zu  Grunde: 

2/^(3:,  y)  sin  y 

imd  denken  uns  diese  in  eine  Beihe  der  vorhin  betrachteten  Form 
entwickelt,  d.  h.  gesetzt: 


r^OO  «SS OD 


(6)  2/'(ic,  y)  sin  y  =  >    >  a^^,  sin  r%  sin  sy. 


r«!  «:=1 


wobei  die  Größen  a^ ,  den  Werth  haben: 

n   n 


T  /   /  2f  (**>  v)  sin  V  •  si] 


a^  ^  =  — ^  /   I  2/'fu,  v")  sin  V  •  sin ru  •  sin  svdudv* 


Neben  diesen  Größen  führen  wir  neue  a^     .ein,  die  durch  die 
Gleichung  definiert  sind: 


n     n 


(7)  ^r,  -»  "  "^  /   /  f^'i  ^)  ^^  ^^  ^s  «vdttÄt;. 

0    0 

Zwischen  ihnen  und  den  Größen  a^,^  besteht  dann  die  Beziehung: 


^r,«  ™  0^.,-«  +  !        ^r,-#' 


Setzen  wir  diese  Werte  in  Gleichung  (6)  ein,  so  wird  der  Faktor 
von  sin  x  auf  der  rechten  Seite  geschrieben  werden  können: 

Oi^.o  sin  y  +  o^  ^^  sin  2y  +  o^  _,  (sin  3y  —  sin  y)  •  •  • 
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Wie  wir  sehen,  kann  in  dieser  Beihe  der  Faktor  sin  y  als  ge- 
meinsamer herausgezogen  werden,  sodafi  wir  sie  schreiben  können: 

2  sin  yy-^^  +  a,^_i  cos  y  +  Oj^-j  cos  2y  +  •  -  -j- 

In  ähnlicher  Weise  können  die  Faktoren  von  sin  2Xj  sin  3x  etc. 

nntersacht  werden. 

Wir  erhalten  dann  das  zweite  unstrenge  Resultat: 

Eilte  Funktion  f(x,  y),  welche  im  Quadrat  0,  0;  x,  n  tviU" 

kürlich  gegeben  ist^  kann  durch  die  Beihe  dargestellt  werden: 

rs=  OD   »s=s  OD 

f{^^  y)  =^^gr,-*  sin  rx  cos  5y, 
wobei  gesetzt  ist: 

a;,-o  =-  iflr.o;   a;,-,  =  ttr,-,  {s  >  0), 

und  die  Größen  a^  _^  die  oben  angegebene  Bedeutung  besitzen. 
Auch  hier  sind  die  Resultate  durchaus  unstrenge.     Für  die 

Seiten  o; »  0  und  o; » ^r  ninmit  die  Reihe  den  Wert  Null  an. 
Oenau  so  ergibt  sich  das  dritte  unstrenge  Resultat: 
Eine  Funktion  f{x^y)y  welche  im  Bechteck  0,  0;  «,  n  iotU- 

kürlich  gegeben  ist^  kann  innerhalb  desselben  durch  die  Beihe  dar- 

gestdU  werden 

f{^^  y)  =  ^  ^^-r,«  COS  rx  siu  sy, 

wobei  gesetzt  isti 

alo,:  =  ia-o,o  im  übrigen  a-r,»^a-r,* 
und  oLr^t  durch  das  Integral  dargestellt  wird: 

n   n 

(8)  a_^  ,  —  -ji  1   1  f{u,  v)  cos  ru  sin  svdudv. 

Endlich  erhalten  wir  das  vierte  Resultat: 

Eine  Funktion  f{x^y),  wdche  im  Quadrai  0,  0;  tt,  n  wül- 
kürlich  gegeben  ist^  kann  innerhalb  dessdben  durch  die  Beihe  dar- 
gestellt werden: 

rssco    <sa  OD 

f(^^  y)  "S*  ^^'-r,-*  ^^8  ^^  ^s  ^y^ 
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wobei  gesetgt  ist: 

im  übrigen  aLr,— «  =  «— r,— * 
ihm}  a-.r,~«  (ind,  der  OremfäUe)  den  Wert  besitzt: 


n  n 


(9) 


a_^_,-«-^/  j  f(ujv)  cos  ru  ooBSvdudv. 

0     0 


Dmit  haben  wir  vier  speKieUe  FouBUCBsche  Reihen  gefunden. 

§  2.  Entwiekeluig  eines  Beispieles. 

Es  ist  hiemach  nicht  schwer,  einfache  vorgelegte  Funktionen, 
wie  afy^j  cospxcoaqy  etc.  in  trigonometrische  Reihen  zu  ent- 
wiekeln.  Eine  Reihe  solcher  Entwickelungen  wird  sich  mit  Hilfe 
der  Multiplikation  und  Addition  von  trigonometrischen  Reihen 
einer  yerftnderlichen  Größe  darstellen  lassen.  Wir  wollen  ein 
Beispiel  wählen,  bei  welchem  dasselbe  nicht  der  Fall  ist 

Wir  denken  uns   dazu  das  Quadrat  0,  0;  tt,  n  oder  auch 

^mg  ggf 

AB  CD   durch  die  Linien  x^=  -^  und  y  =^  —  m  vier  Quadrate 


2 


2 


B 


zerlegt,    die    wir  durch  1,  11,  in,  IV  bezeichnen  wollen.      Wir 
wollen  nun  für  das  Quadrat  AB  CD  eine 
Funktion  f(x^y)  so  definieren,  daß  sie  in 
den  Quadraten  I  und  ni  gleich  xy^  in  den 
Quadraten  11  und  IV  gleich  («— «)(«— y)  ist. 

Für  diese  so  definierte  Funktion  wollen 
wir  die  vier  Darstellungen,  wie  sie  im 
Torigen  Paragraphen  skizziert  worden  sind, 
wirklich  geben. 

Wir  legen  den  Betrachtungen  die  be- 
kannten Integrale  zu  Grunde: 


n 

IV 

I 

m 

(0 

(2) 


fuü 


sin  mudu  »  — 


ttcosm« 
m 


+ 


Bmmtt 


cos  mudu  — 


uwmmu  ,   coemi« 

■  -r 


m 


m' 


Wir  haben  vier  Doppelintegrale  zu  betrachten.    Das  erste  lautet: 


n  n 


(3) 


n 


r,s 


fff(u,  v)  si 


sin  ri«  sin  svdudv. 


—  u")  sin  rudu. 


170  M.  Kiuun: 

Wir  können  dasselbe  zerlegen  in: 

^  n  n  n 

j  V  sin  svdv  j  usin  rudu  +  1  (w  —  v)  sin  svdv  I  («  —  u)  si 
Führen  wir  die  Integrale  ans,  so  erbalten  wir  f&r  a^ ,  den  Werfc: 

oder  also  es  ergibt  das  erste  Resultat: 

Fflr  die  vorgelegte    Funktion  nehmen  die  Koeffizienten  die 
Formen  an: 

Für  die  zweite  Darstellung  erhielten  wir  die  Werte: 


n   n 


^/J/"(«*><^)sii 


(5)  ^r  -«  '^  ~i  /    /  /^  (**J  *^)  ^^^  ''**  ^S  «t^dudt;. 


Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  kann  für  die  vorgelegte  Funktion 
in  die  beiden  Integrale  zerlegt  werden: 


n 

tun  n 


—  u)  sin  rudu. 


j  V  cos  svdv  I  usia  rudu  +  I  (jt  —  v)  cos  svdv  1  (yt  —  u)  si 
o  0  Ä  0 

Hieraus  folgt: 

W     J«r.-.--^fflny(cosr«+l) 

-\ i  (cos  r«  —  cos  Y  (cos  r«  —  1)  —  cos  sn\ , 

oder  also  wir  erhalten  das  »weite  Resultat: 

Für  die  vorgelegte  Funktion  ergeben  sich  die  EoefEizienten 
a^g  vermöge  der  Formeln: 

2  8         /  S     \ 

««ir-i,-2.-(i7zriy ((-!)'- 1).  «a»r,-i.+i°-^(g,_i)(«(-i))'-f57=:i)t 

«Ir,-».  — 0>      a»r-J,-».+l  ="0- 
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FQr  die  dritte  Darstellimg  erhielten  wir  die  Darstellungen: 

(7)  ^-r,*  ~  ~i  /    /  f{^y  *^)  ^^  ^^  8^  SVdudv, 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  kann  geschrieben  werden: 

i  9t  ft  1t 

1 1?  sin  8vdv  I  ucos  rudu  +  1  {n  —  v)Bmsvdv  f  (n^u)  cos  rudu. 

•  — 

Hieraus  folgt: 

/Q\  «  ««1  —  cofl  rar 

(8)  4«-r.,"C08T       r'a      ' 

oder  also  wir  erhalten  das  dritte  Resultat: 

För   die  vorgelegte  Funktion   ergeben  sich  die  Koeffizienten 
a_^,^  yermöge  der  Formeln: 

4  (-  1)' 

Im  vierten  F^lle  endlich  fanden  wir  die  Darstellungen: 

(9)  ö-r,-*°^"*i/  / /"(w,  f )  COS  rw  COS  SV  dw  dt;. 
Bas  Dopx>elintegral  auf  der  rechten  Seite  schreiben  wir: 

n 

%  n  9t  n 

jVQQSsvdv  I  uGOsrudu+  j  {n  —  v)eoBSvdv  j  (n  —  u) 
§  0  Ä  0 


cos  rudu 


2 


Mit   ffilfe    der    Auswertung    dieser    Integrale    ergibt    sich    das 
Besultat: 

*•                   (cos  r«  —  1)  (      ^^  2    ,    1   ,  .vi 

-j-a.,,.,»^ -, .^\^«__  +  _(coss«-l)y, 

oder  also  wir  erhalten  das  vierte  Besultat: 

Für  die  vorgelegte  Funktion  ergeben  sich  die  Größen  a^r  -t 
vermöge  der  Formeln: 

MatlL-pbyt.  KImm  1M9.  12 
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Freilicli  sicher  sind  die  gefundenen  Resultate  nicht,  insbesondere 
steht  nicht  fest,  welche  Werte  die  unendlichen  Reihen  an  den 
Sprungstellen  annehmen. 


§  3.    Anfstellimg  der  aUgemeineii  FonrierseheH  Reihe  zweier 

▼er&nderlieiier  QrSßeii. 

Außer  den  soeben  entwickelten  vier  Reihen  tonnen  noch 
weitere  spezielle  aufgestellt  werden.  Da  auf  dieselben  in  der 
Folge  noch  ausführlich  zurückgekommen  werden  wird,  so  wollen 
.  wir  von  der  Betrachtung  derselben  absehen  und  sogleich  die 
allgemeine  Fouriersche  Reihe  zweier  veränderlichen  GrOßen  ableiten. 
Wir  setzen  dazu: 

(0  f{x,y)  =  «1  +  Sj»  +  «j  +  ^47 

wobei    unter   den    OrOßen    s   die    folgenden    Ausdrucke    zu    ver- 
stehen sind: 

^h  -  fd^y)  -  fi-^^y)  -  fii^^-y)  +  f{-^  -y\ 

453  =  f{x,y)  -  f{r-x,y)  +  f{x,-y)  -  f{-x,  -y), 

4s^  =  f(x,y)  +  f{—x,y)  —  f{x  -y)  —  f(-x,  — y). 

Ein   jeder    dieser   vier    Ausdrücke   kann    in    eine  jede    der    vier 
Reihen  entwickelt  werden,   die  im  ersten  Paragraphen  skizziert 
worden  sind.     Wir  treffen  die  folgenden  Wahlen: 
Wir  setzen: 

(2)  «1  ==^^^ -r.-«  <^8  rx  cos  sy, 

dann  nehmen  die  Koeffizienten  die  folgenden  Werte  an: 

n     7t  — n  n  n  —n         — n  — n 

'-'.-  -  hjf-  h/f-  hJS^  hfl 

00  00  00  00 

wobei  ein  jedes  der  vier  Doppelintegrale  sich  auf  die  Funktion: 

/*(u,  t;)  cos  ru  cos  sv 

bezieht.     Die  Funktion   f{Xyy)   denken   wir   uns  willkürlich  im 
Quadrate  —  jCy  —  n^n^n  gegeben. 
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Hieraus  folgt  aber  die  einfiiwhe  Darstellung: 

(3)  «-r,-«  '^  ~5  /     I  fi^i  ^)  ^^  ^^  ^^  ^*^  ^^  ^^' 

— n—n 

Fflr  die  Fanktion  s^  wählen  wir  die  Reihe: 

(4)  Äj  "^22%»  ^  ^^  ^^  ^y> 

dann  folgt  in   ähnlicher  Weise,  wie  vorhin,  daß  wir  a^^^  setzen 
können  gleich: 

(5)  a^^^  —  "1  /    /  /"(**>  ^)  si^i  ****  sin  5f?  dw  Äv. 

— n  — n 

Fflr  die  Funktion  ^3  wählen  wir  die  Entwickelung: 

(6)  8^  ™22^'-r,»  cos  rx  sin  sy. 

Die  den  Größen  a    entsprechenden  Größen  a  hahen  den  Wert: 

-\-n-\-n 

(7)  ö-.r,«~~i/    f  f  (uyv)  COS  rusmsv  du  dv. 

Endlich  werde  ^4  in  der  Form  dargestellt: 

(8)  s^  ^^^^^—^  ^^^  *'^  ^^'^  ^y» 

dann  ergeben  sich  fOr  die  entsprechenden  Größen  a^  .,  die  Werte: 

a^  _,  =  ~5  /    /  /*(«*,  v)  sin  rti  cos  «t?  du  dv. 

—n  —n 

Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  das  Resultat: 

Eine  FunkUony  welche  in  dem  Quadrat  —  tt,  —  9r;  ^r,  9C  iviü- 
hürlkh  gegeben  ist^  kami  durch  die  Beihe  dargestdlt  werden: 

y  ^((a^,,8inra?+ö~r,»cosra;)sin5y+(ar,— «sinr^+ö— r,— »cosrrc)cos5y), 
iTo&ei  die  Größen  a'  die  vorhin  angegebenen  Werte  besitzen. 

§  4.    Nomiemn^  des  Problems  der  Fonrierselien  Reihen  zweier 

yeränderliclier  Größen. 

Die  bisherigen  Betrachtungen  müssen  als  durchaus  unstrenge 
bezeichnet  werden,   aus   ihnen   ergibt   sich  aber  von  selbst  das 

12* 
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eigentliche  Problem  der  Fourierschen  Reihen  zweier  veränderlicher 
Größen.     In  der  Tat,  wir  gehen  von  der  endlichen  Summe  ans: 

r=»0  <sO 

+  («1^,— •  sin  rx  +  oLr,— «  cos  r«)  cos  5y, 

■ 

wobei  die  Größen  a  die  im  ersten  Paragraphen  angedeuteten 
Werte  besitzen.  Dann  kann  der  Übergang  zu  den  unendlichen 
Beihen  auf  mehrfachem  Wege  vorgenommen  werden.^)  Die  drei 
wichtigsten  Übergänge,  die  in  Betracht  kommen,  sind  kurz  durch 
die  drei  Symbole  dargestellt: 

1^  1™  S>«+i,,,+i,  lim  lim  S>,„+i,,,+i,       lim      Ä,^^i^,^^.i. 

Je  nach  der  Art  des  Überganges  werden  auch  die  Koeffizienten 
der  unendlichen  Reihe  sich  modifizieren.  In  den  beiden  ersten 
Fällen  erhalten  wir  in  den  Koeffizienten  Ausdrücke,  die  von 
DU  Bois-Rethond  mit  dem  Namen  eines  zweimaligen  bestimmten 
Integrales,  von  Pbingsheim  mit  dem  Namen  eines  iterierten 
Integrales  bezeichnet  worden  sind,  im  letzteren  Falle  dagegen 
ergeben  sich  Doppelintegrale  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes.^ 

Lösen  wir  die  Untersuchung  von  dem  Ausgangspunkt,  so 
kommen  wir  zu  den  folgenden  Fragestellungen,  die  wohl  als  die 
wichtigsten  in  der  Theorie  der  Fourierschen  Reihen  zweier  vei^ 
änderlicher  Größen  angesehen  werden  können. 

Erstens:  Es  soll  der  Grenzwert  bestimmt  werden: 


m=sao  «^oo 


1)  In  Bezug  auf  die  Theorie  der  unendlichen  Doppelreihen  werde 
verwiesen  auf  die  Arbeiten  von  Stols:  Über  unendliche  Doppelreihen. 
Math.  Ann.  Band  24,  sowie  PüiNOBaBiM :  Elementare  Theorie  der  un- 
endlichen Doppelreihen.  Sitzungsberichte  der  Akademie  zu  München 
1897,  sowie  auf  das  Referat  desselben  Verfassers  über  Irrationalzahlen 
und  Konvergenz  xmendlicher  Prozesse  in  der  Encyklopädie  der  math. 
Wiss.  1898. 

2)  In  Bezug  auf  die  Theorie  der  Doppelintegrale  werde  verwiesen 
auf  die  Arbeiten  von  PBorasHEiM  in  den  Berichten  der  Münchener 
Akademie  aus  den  Jahren  1898  und  1899,  sowie  auf  eine  Arbeit  von 
Stolz  im  26.  Band  der  math.  Annalen  und  auf  den  dritten  Teil  der 
Grundzüge  der  Differential-  und  Integralrechnung  desselben  YeifasserB 
aus  dem  Jahre  1899. 
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wenn  gesetzt  ist: 

Or,»  =  —f  I  sinrudu  j  f{u^  v)  sinsvdv     etc. 

Zweitens:  Es  soll  der  Grenzwert  bestimmt  werden: 

lim     lim  Sa^n+i,,,^.!, 
wenn  gesetzt  ist: 

ar^t  =  — t  /  ^svdv  j  f(u^  v)  sin  rudu    etc. 
i>rt<<e»i^;  Es  soll  der  Grenzwert  bestimmt  werden: 

wenn  gesetzt  ist: 


fl,^, «  =  — ä  I     I  /"(u,  v)  sin  ru  sin  jft^dudt;  etc. 

Unter  diesen  drei  Aufgaben  dürfte  die  dritte  wohl  als  die  wich- 
tigste bezeichnet  werden. 

Mit  ihr  allein  wollen  wir  ims  im  weiteren  beschäftigen. 

Auch  bei  ihr  kann  noch  eine  Teilung  stattfinden.  Es  kann 
festgestellt  werden,  daß  unter  den  Doppelintegralen  die  oberen 
oder  die  unteren  oder  die  Doppelintegrale  schlechthin  verstanden 
werden.  Als  wichtigster  Fall  ist  der  letzte  zu  bezeichnen,  auf 
den  wir  uns  beschränken  wollen.  Indem  das  geschieht,  werden 
die  willkürlichen  Funktionen  von  selbst  gewissen  Bedingungen 
nnterworfen.  Wir  wollen  diese  Bedingungen  noch  weiter  modi- 
fiaderen,  um  zunächst  die  einfachsten  und  wichtigsten  Fimktions- 
kategorien  zur  Erledigung  zu  bringen. 

Es  sei  ein  Rechteck  a,  d;  o^,  h^      -^o  Q>(<^7  ^) 

oder  auch  A^BqCqD^  vorgelegt,  dessen 
Seiten  parallel  den  Koordinatenachsen 
sind,   wobei  wir   die  Ungleichungen 


'0 


festeetzen  woUen:  ^^^^  ^^  2), 

Für  die  Punkte  im  Innem  und  auf  den  Seiten  dieses  Rechtecks 
sei  eine  Funktion  f{x^y)  eindeutig  definiert,  dann  wollen  wir 
sagen,  sie  ist  im  Bechteck  stetig,  wenn  kurz  gesagt  die  Differenz: 

/•(aj  +  Ä,  y  +  'k)—f{x,y) 
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mit  h  und  k  zu  gleicher  Zeit  sich  der  Grenze  Null  n&hert  Hier- 
bei sollen  X,  y  sowohl  als  auch  x-^h^  y  +  ^  Punkte  im  Innern 
oder  auf  den  Seiten  des  Bechteoks  bedeuten. 

Femer  möge  eine  Funktion  f{x^y)  im  vorgelebten  Bechteck 
abteilungsweise  stetig  heißen,  wenn  dieses  Bechteck  durch  Parallelen 
zur  X'  und  zur  ^- Achse  in  eine  endliche  Anzahl  von  Flftchen- 
stücken  zerlegbar  ist,  derart,  daß  die  Funktion  in  jedem  einzelnen 
Flftchenstück  überall  stetig  ist.  Ein  Beispiel  hierfür  ist  im 
zweiten  Paragraphen  gegeben  worden.  Dabei  haben  wir  an- 
zunehmen, daß  die  Funktion  für  die  Begrenzungslinien,  soweit 
sie  einem  bestimmten  Bechteck  angehören,  bestimmte  Werte  be- 
sitzt, daß  diese  Werte  aber  für  die  verschiedenen  Bechtecke  ver- 
schiedene sein  können.  Hieraus  folgt  von  selbst,  daß  die  Funktion 
überall  endlich  sein  muß. 

Auf  diese  Funktionen  allein  sollen  die  folgenden  Bdraöhtu/ngen 
sich  hegiehen^  für  sie  soll  der  Grengwert: 

1™         ^«in  +  l,Ji.+l 

bestimmt  werden,  wenn  die  Koeffizienten  in  der  angegebenen  Weise 
durch  Doppelintegrale  dargestellt  sind. 

Wir  können  die  Größe  8  in  anderer  Weise  schreiben. 

In  der  Tat,  ersetzen  wir  die  Koeffizienten  durch  die  ent- 
sprechenden Doppelintegrale,   so   wird  die  Summe  selbst  gleich 

— 1^  sein,  multipliziert  mit  einem  Doppelintegral,  erstreckt  über 

das  Quadrat  —  «,  —  tt;  tt,  «.  Die  zu  integrierende  Funktion 
stellt  sich  als  Produkt  dar  und  zwar  von  f(u^  v)  und  den  beiden 
Ausdrücken: 

y  +  cos  (u  —  a?)  +  cos  2(u  —  »)  H cos w(u  —  aj), 

^  -f  cos  (t;  —  y)  -f-  cos  2(v  —  y)  -f  •  •  •  cos n  (v  —  y). 

Erwägen  wir  die  bekannte  Belation: 

cos  w  +  cos  2  w  -f-  •  •  •  cos  r  «7  =  —  4  H , 

so  folgt,  daß  wir  schreiben  könn^i: 

—  31  — ar 
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wobei  wir  nach  Herrn  0.  Neumann  die  Bezeichnung  eingeführt 
haben: 

(3)  -^  W  =  g—  (1  +  2  cos  w  +  •  •  •  2  cos  rtc). 

Hiermit  haben  wir  unser  Problem  folgendermaßen  normiert: 

Für  die  definierten  FunkHonen  soll  der  Orenewert  des  Aus- 
druckes: 

fir  m^  00,  ft  =>  00  hesiimmt  werden. 

§  5- 
Katwiekelug  eines  zweiten  Mittelwertsatzes  fttr  Deppelintegrale.  0 

Die  reichhaltige  Literatur  über  den  zweiten  Mittelwertsatz 
für  einfache  Integrale  findet  sich  in  einer  Arbeit  von  Herrn 
PftiKOSHEDC  in  den  Berichten  der  Akademie  zu  München  aus 
dem  Jahre  1900  zusammengestellt  und  kritisch  beleuchtet  vor. 
Ebendaselbst  wird  der  Mittelwertsatz  in  der  allgemeinsten  Form 
dargestellt,  die  er  bisher  gefunden  hat. 

Wir  wollen  nun  den  analogen  Satz  für  Doppelintegrale  ent- 
wickeln und  zwar  so  weit,  als  es  für  die  folgende  Theorie  der 
FoüRiEBSchen  Reihen  notwendig  ist,  wobei  bemerkt  sei,  daß  eine 
Beihe  von  Verallgemeinerungen  ohne  Schwierigkeiten  vorgenommen 
werden  können.  Im  Übrigen  werde  auf  die  citierte  Arbeit  von 
Herrn  G.  Neumank  werwiesen. 


i)  Nach  Fertigstellung  der  Arbeit  bin  ich  durch  die  Freundlichkeit 
Ton  Herrn  Stolz  zur  Kenntnis  eines  Aufsatzes  von  Herrn  AbzslI  aus 
dem  vorigen  Jahre  gekommen,  welcher  sich  in  den  Memorie  della  Acc. 
delle  Scienze  dell*  Istituto  di  Bologna  befindet.  In  dieser  interessanten 
Arbeit  ist  ein  allgemeiner  Mittelwertsatz  für  Doppelintegnde  abgeleitet, 
welcher  von  den  von  mir  gebrauchten  Ungleichungen 

f{x  +  «,  y  +  o  —  /*(«  +  fi,  y)  -  fix,  y  +  O  +  f{x,  y)  ^  0 

absieht  und  sich  von  großer  Wichtigkeit  für  die  Theorie  der  Doppel» 
integrale  zeigen  dürfte.  Als  allgemeinster  zweiter  Mittelwertsatz  dürfte 
derselbe  freilich  auch  nicht  zu  bezeichnen  sein,  da  er  u.  a.  das  gleich- 
zeitige Fallen  resp.  Steigen  der  Funktion  f{x,  y)  in  der  Richtung  der 
positiven  Achsen  voraussetzt.  Verfasser  hofit,  auf  diesen  Punkt  bei 
anderer  Gelegenheit  zurückkommen  zu  können. 


178  M.  Ea^üsi: 

Es  seien  zwei  Funktionell  f{x^  y)  und  (p  {Xy  y)  vorgelegt,  die 
in  dem  Rechteck  Uj  b;  a^^  b^  oder  ^o-^o^o^o  &l>teilung8weis6 
stetig  sind.^)  Hieraus  folgt,  daß  unser  MäclienBtück 'durch  Pa- 
rallele zu  den  Achsen  in  Flächenstücke  derart  zerlegt  werden 
kann,  daß  f(xy  y)  in  jedem  stetig  ist.  Wir  wollen  nun  durch 
weitere  Parallelen  zu  den  Achsen,  durch  die  Linien  y^  und  x^ 
die  Flächenstücke  in  elementare  Flächenstücke  t^ß  derart  zer- 
legen, daß  die  größte  Schwankung  für  ein  jedes  solches  Stück 
kleiner  ist,  als  eine  heliebig  klein  vorgelegte  positive  Größe  d 
beträgt.  Den  Wert,  den  die  Funktion  im  linken  unteren  Eck- 
punkt eines  jeden  solchen  Bechtecks  annimmt,  wollen  wir  durch 
C^ß  bezeichnen,  dann  wird  die  Differenz: 

vom  Zeichen  abgesehen  in  den  einzelnen  Flächenstücken  stets 
kleiner  als  d  sein. 

Wir  führen  femer  eine  Hilfsfunktion  F(xy  y)  ein,  welche  in 
den  einzelnen  Flächenstücken,  wie  sie  definiert  worden  sind,  die 
resp.  konstanten  Werte  C^n  besitzen  soll  und  setzen: 

f(x,  y)  =  F{x,  y)  +  g(x,  y) 

Vermöge  der  gemachten  Annahme  ist  dann  g  (x,  y)  im  ganzen 
Rechteck  a,  b\  o^,  b^^  vom  Zeichen  abgesehen  kleiner  als  d. 
Wir  betrachten  jetzt  das  Doppelintegral  der  Funktion: 

f{x,  y)  q>  (x,  y) 

erstreckt  über  das  vorgelegte  Rechteck.  Wir  können  dasselbe  in 
der  Form  darstellen: 

(2)  P'22Kß. 

wenn  wir  unter  F^^  das  Doppehntegral  unserer  Funktion  erstreckt 
über  die  Fläche  des  Rechtecks  x^,  yß\  x^^^^  Va^-i  v^i^tehen  und 
die  Doi^elsumme  in  bekannter  Weise  nehmen.  Wir  wollen  uns 
nun  die  Funktion  f{x,  y)  durch  die  Summe 

ersetzt  denken,  dann  wird  auch  F  als  Summe  zweier  Ausdrücke 
dargestellt  werden  können.  Dexgenigen  Summanden,  der  sich  auf 
die  Funktion  F{Xy  y)  bezieht,  bezeichnen  wir  durch  Q,  dann  kann 
geschrieben  werden: 

(3) <i-'22GußQaß- 

I)  Vergl.  die  Definition  S.  175  f. 
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In  dieser  Gleioliimg  bedeutet  Q^g  den  Wert  des  Doppelintegrales 
der  Fnnkdon  g>(x,y)  erstreckt  über  das  Bechteck  a;^,  y^;  aJ^+i» 
ifg^i  oder  ftlso  es  ist: 


'a+i  V+i 


(4)  ^«/*"/     /P^*'^) 


dxdy. 


-    v 


Mit  diesem  Doppelintegral  wollen  wir  uns  zunächst  beschäftigen. 
Wir  können  dasselbe  zerlegen.     Es  ist: 

oder  auch: 

wobei  gesetzt  ist: 

(5)  ^as"!  /  9>  («,  y)^«?^^  etc. 


-//.(^r, 
*«"/» 


Fdr  die  Grenzlsgen  modifizieren  sich  die  Besultate  in  einfiftoher  Weise. 
Unter  solchen  ümstftnden  erhalten  wir  für  Q  den  Ausdruck: 

+  C„(/„  -  J-„ -/,,+/„)  + C„  (7„  -  7,1 -Ji, + 7«) +  •••  C,,(J,, -J,,) 

Auf  die  Bedeutung  der  Zahlen  p  und  q  braucht  nicht  näher  ein- 
gegangen zu  werden.  Die  Summe  kann  auch  folgendermafien  ge- 
schrieben werden: 

^)<?oo+'^oi(C^oi-<?oo)+«i^i(C'o.-<?oi)+--«^o,(C'o,-C'o,-i) 

Es  ist  der  allgemeine  Faktor  von  J^^i 

mit  Ausnahme  der  Faktoren  in  der  ersten  Horizontal-  und  Vertikal- 
reihe. 


180  M.  Ebausb: 

Wir  maohen  nun  die  Annahme,  daß  die  Differenzen: 

Goß     ~Oo/j-i     (ß'h'-q) 

entweder  der  Nnll  gleich  werden  oder  aber  das  Zeichen,  welches 
sie  für  einen  Wert  von  a  resp.  ß  resp.  a  und  ß  besitzen,  für  die 
übrigen  möglichen  Werte  derselben  Größen  beibehalten. 
Dann  können  wir  unsere  Summe  schreiben: 

Q-'T^^C^  +  M,  (C,o  -  CJ  +  Jf,  (Co,  -  CJ 

wobei  M^  einen  Mittelwert  der  Größen  /^q,  M^  einen  solchen 
der  Größen  J^ß  imd  endlich  M^  einen  Mittelwert  der  Größen  J^g 
darstellt. 

Nun  haben  die  Größen  /  die  Werte: 

'"-//  '--//  'v-//   •'..-// 

ab  X     b  a    y  *     ^  * 

a  p  ^    p 

wobei  die  Integration  sich  in  allen  Fftllen  auf  die  Funktion 
(p  (xy  y)  bezieht  und  die  Punkte  x^,  yg  im  Innern  des  Bechtecks 
a,  b;  a^,  (j  gelegen  sind.  Die  Theorie  der  Doppelintegrale,  die 
Stetigkeit  derselben  im  vorliegenden  Falle  aufgefjaßt  als  Funktion 
der  stetigen  unteren  Grenzen  lehrt  dann,  daß  wir  die  Mittelwerte 
schreiben  können: 


X, 


■ff-  "--ff  ^ 

f    6  a    ij 


wobei  die  Größen  £  Mittelwerte  zwischen  a  und  o^,  die  Größen 
17  Mittelwerte  zwischen  b  und  b^  bedeuten.  Der  Symmetrie  halber 
wollen  wir  an  Stelle  von  J^^  noch  setzen  Mq. 

Damit  haben  wir  Q  in  die  zum  endgültigen  Schlüsse  passende 
Form  gebracht. 

Um  das  ursprüngliche  Doppelintegral  der  Funktion  fg)  zu 
untersuchen,  muß  jetzt  noch  das  Doppelintegral  der  Funktion  ipg 
in  Betracht  gezogen  werden.  Es  ist  aber  klar,  daß  dasselbe  durch 
geeignete  Wahl  von  6  vom  Zeichen  abgesehen  kleiner  gemacht 
werden  kann,  als  eine  beliebig  klein  vorgelegte  Größe  d'  betri&gt. 
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i  kann  nun  beliebig  klein  angenommen  werden.  Unter 
solchen  Umständen  sind  wir  berechtigt,  das  Integral,  welches  sich 
auf  die  Funktion  gtp  bezieht,  einfach  fortzulassen,  femer  dürfen 
wir  an  Stelle  von  Cqq,  C^^^  (7q  ,  C^  der  Reihe  nach  setzen: 
/^K^)i  fQh^^)j  /"(<*>  Ml  fi^yh)y  sodaß  wir  fttr  das  Integral: 


f{^^y)9{»^y)^^^y 


den  Ansdmck  erhalten:. 

MJia,  b)  +  M,  (f(a,,  b)  -  f(a,  b))  +  M,  (f(a,  6j  -  f(a,  b)) 
+  Jf,  (f(a„  &i)  -  f  (Ol,  6)  -  f(a,  b,)  +  f(a,  b)). 

Es  handelt  sich  jetzt  nur  noch  darum,  die  Bedingungen,  denen 
die  Funktion   f(Xj  y)   Genüge   leisten   muß,   in    eine  passendere 
Fonn  zu  bringen. 
Die  Differenzen: 

werden  bei  immer  kleiner  werdenden  Einteilungen  jedenfalls  Null 
oder  das  einmal  feststehende  Zeichen  beibehalten,  wenn  dasselbe 
f&r  die  Differenzen: 

gilt     Dabei  ist  e  eine  positive  von  Null  verschiedene  beliebig 
kleine  Größe,  die  so  gewählt  werden  muß,  daß  neben  dem  Punkte 
fl;  auch  der  Punkt  x  —  t  auf  der  Linie  Ä^B^  gelegen  sein  muß. 
In  analoger  Weise  werden  die  Differenzen: 

^0/9  "~  ^OjJ-l 

die  genannten  Eigenschaften  erfüllen,  wenn  die  Differenzen: 

r(«,  y)  -  f{a,  y  -  O 

es  ton.  Daher  ist  e'  eine  positive  von  Null  verschiedene  be- 
liebig kleine  Größe,  die  so  gewählt  sein  muß,  daß  neben  dem 
Punkte  y  auch  der  Punkt  y  —  b'  auf  der  Linie  Ä^B^^  gelegen 
sein  muß. 

Endlich  werden  die  Ungleichungen: 

(^afi  -  0^-1/9  -  Caß^i  +  0„_i^_i  ^  0  resp. 


182  M.  KR^un: 

erf&llt  sein,  wenn  die  Ungleichungen: 

/*(«!  y)  -  /■(«  -  €,  y)  -  fip,  y  —  O  +  /'(«--  «1  y  -  O  ^^  '•««p- 
r(^,y)  -  /"(^  -  *,y)  -  f{^,y-  O  +  ^(y  -  «^y  -  O  ^o 

beständig  erfüllt  sind.     Dabei  bedeuten  e  und  e'  beliebig  kleine 
positive  Größen,  die  so  gewählt  sein  müssen,  d&B  neben  x^  y  auch 
die  Punkte  a?  —  e,  y;  «,  y  —  «';  x  —  c,  y  —  «'im  Innern  oder  auf 
den  Seiten  des  Rechtecks  Ä^B^C^D^  gelegen  sind. 
Wir  wollen  die  Ausdrücke: 

^(«.y)-^(«-f,y)-^(«,y-€0  +  /'(«~«'y-O 

resp.    bezeichnen   durch   D^,   D^,   D^  ,   dann   erhalten   wir  den 
folgenden 

LehrsaU:  Versteht  man  unter  f(x,  y)  und  q>  {x^  y)  ewei  Funh- 
Honen,  die  im  vorgelegten  Bechteck  A^BqCqDq  abt&lungsweise  stetig 
sind  und  setzt  voraus^  daß  die  Ausdrücke  J),,  D^,  D^^  ihr  Zeichen 
nicht  ändern  —  die  NuU  eingeschlossen^)^  so  kann  das  Integral: 


f(^>  y)  9  ip>  y)dxdy 


durch  die  Summe  ersetzt  werden; 
JKo /-(a,  h)  +  Jtf,  (^(oi,  h)  -  f{a,  h))  +  3f,  {f{a,  \)  -  f{a,  h)) 
+  üfj  (/-(o,,  b,)  -  /-(o,,  b)  ~  f{a,  b,)  +  f(a,  b)\ 

wobei  unter  Mq,  M^,  M^,  M^  die  vorhin  angegebenen  Integrale 
0u  verstehen  sind. 

Es  möge  noch  mit  wenigen  Worten  auf  die  verschiedenen 
Möglichkeiten  eingegangen  werden,  die  in  diesem  Satze  an- 
gedeutet sind. 

Nehmen  wir  an,  daß  die  beiden  Funktionen  ifi(x)  und  ifi{y) 
im  vorgelegten  Bechteck  stets  positive  Werte  besitzen,  daß  femer 
stets  die  Ungleichheiten  bestehen: 

i)  Eb  soll  z.  B.  vorausgesetzt  werden,  daB  D    entweder  stets 

^  0,  oder  aber  stets  ^  0  bleibt.  Und  gleiches  soll  vorausgesetzt 
werden  Über  D   und  D    . 
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SO  wird  die  Funktion: 

die  Ungleichungen  befiriedigen: 

fix,  y)  -  f(x  -  *,  y)  ^  0,      fix,  y)  -  fix,  y  -  «')  ^  0. 

fix,y)-fix-t,y)-fix,y-t')  +  fix-t,y-t')^0. 
Nehmen  wir  zweitens  an,  daß 

ti(*)-*i(*-«)  ^0, 

ad,  so  folgen  fflr  f{x,y)  die  IJngleidinngen: 

/(«,  y)  -  fix  -  «,  y)  ^  0,      fix,  y)  -  fix,  y-t')£0, 
K^y)-fix-6,y)-fix,y-t')  +  fix-t,y-t^^0. 

Diittens  sei: 

so  folgen  die  Beziehungen: 

In  fthnlicher  Weise  wfirde  der  yierte  Fall  zu  behandeln  sein,  in 
welchem: 

ist  Nehmen  wir  femer  an,  daß  '^i{x)  resp.  if'f(y)  negative 
Werte  annehmen  kann,  so  ergeben  sich  weitere  Möglichkeiten. 
Wir  können  aber  auch  Funktionen  von  x  und  y  in  Betracht 
sehen,  die  sich  nicht  als  Produkt  einer  Funktion  von  x  und 
einer  Funktion  von  y  darsteUen  lassen,  um  uns  über  die  Mannig- 
faltigkeit der  Fälle  ins  Klare  zu  kommen.  Nehmen  wir  dazu 
die  Fonktion: 

wobei  wir  x  tind  y  als  pcätive  QrOfien  voraussetzen  wollen,  so  folgt: 
/(*. y)  —  ^(* - «,  y)< 0,       fix, y)  —  fix,y-s")< 0, 
fix,y)-fix-t,  y)-fix,y-t')  +  fix-t,y-»')>0. 


184  M.  Eraubs: 

Legen  wir  zweitens  die  Funktion  zn  Grande: 

wobei  wieder  x  nnd  y  zwei  positive  Größen  sein  sollen  und  zwar 
x^y^  so  folgt: 

f(x,  y)  -  /^(^  -  ,,  y)<  0 ,         f(x,  y)  -  ^(flj,  y  -  , ')  >  0 , 

femer 

wenn  x  —  y  negativ,  dagegen: 

wenn  das  Zeichen  von  x  —  y  das  positive  ist. 
Weitere  F&lle  liefern  die  Funktionen: 


—  «  +  y'        — Ä  — y' 

Der  allgemeine  Lehrsatz  kann  nun  unter  spezialisierenden  An- 
nahmen in  andere  spezielle  Formen  gebracht  werden,  von  welchen 
wir  zwei  herausgreifen  wollen. 

Wir  wollen  erstens  die  Annahme  machen,  daß  die  Vor- 
zeichen der  drei  Größen  D^,  D^,  D^^  die  n&mlichen  seien,  dann 
erhalten  wir  den 

Lehrsatz:  Haben  die  drd  Ausdrücke  D^»  D^,  D^^  dasselbe 
Zeichen,  die  NuU  eingeschlossen^)  und  gelten  im  übrigen  die  Vor- 
a/ussekungen  des  vorigen  Lehrsatzes,  so  ergibt  sich  für  das  Integral: 

a    / 

die  Darstdlung 


Iß 


f{(h  ^)jhi^^  y)dxdy  +  (Aoi,  &i)  -  f{a,  b))Jjip(x,  y)dxdy, 

ab  f     9 

wobei  I  und  ij  Mittelwerte  zwischen  a  und  a^  resp.  b  und  b^  bedeuten. 
Zweitens  woUen  wir  die  weitere  Voraussetzung  treffen,  daß 
die  Größe  /*((»,  b)  entweder  Null  sei  oder  aber  das  gemeinsame 
Zeichen  der  Ausdrücke  D^,  D  ,  2>^    besitze,  so  folgt  der 

I)  Veigl.  die  Note  S.  182. 
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Lehrsatz:  Haben  die  Ausdrücke  f(a,  h),  2)„,  Dy,  2>^y  das 
lUMidie  Zeichen^  die  NuU  eingeschlossen  und  gelten  im  übrigen 
die  früher  angegebenen  Voraussäisungen,  so  findet  die  Beziehung  statt: 

ah  f    iy 

vobH  I  und  1}  Mittelwerte  zwischen  a  und  a^  resp.  b  und  b^  bedeuten. 


§  6.  SuBMienuig  der  aUgeneinen  Fonrienelien  Reüie  zweier 

yerftnderlielier  CfrSfien. 

Die  NsüMANNSche  Methode  der  Summierung  der  FouBiERScben 
Beihe  einer  Ter&nderlicben  Größe  bemht  einerseits  auf  dem  zweiten 
Mittelwertsatz  für  einfache  Integrale,  andererseits  auf  einigen 
Eigenschaften  der  trigonometrischen  Funktionen,  insbesondere 
sind  es  die  folgenden  üngleichimgen,  die  in  Betracht  konmien: 


|/a.(«)' 


<2«, 


I  lA.(u)du 

a 

hJÜB  die  Beziehungen  bestehen: 

0  ^  a  ^  Ol  ^  5t, 

n  I  I  A^Mdu 


|/4n(«> 


2 


m9r8in-^a' 


fiJls  die  Beziehungen  bestehen: 

0  <  o  ^  «1  ^  «. 

Der  Satz,  welcher  im  Gebiete  der  Funktionen  zweier  veränderlicher 
Größen  dem  Mittelwertsatz  der  einfachen  Integrale  entspricht,  ist 
abgeleitet  worden,  ebenso  einfach  können  die  den  Ungleichungen 
I  und  n  entsprechenden  Beziehxmgen  entwickelt  werden. 
Setzen  wir  den  absoluten  Betrag  des  Integrales: 

a     b 

gleich  A^^^  so  ist: 

I  J^„  <  4«», 


186  M.  Krause: 

falls  die  Ungleichungen  bestehen: 


n  Ä^n< 


ffi  sin  ^a ' 
falls  die  Beziehungen  stattfinden: 

0  ^  &  <  &i  <  ^. 


n  Bin^5  ' 
wenn  die  Ungleichungen  bestehen: 

0  <  6  ^  *!  <  «. 

jy  Ä      <C ^ - 

**       mnn*  sin  ^a  »in  \b ' 

wenn  für  die  QröBen  a  und  6  die  Beziehungen  existieren: 

0  <  a^  Oj  ^«, 

0  <  6  ^  ftj  ^  Ä. 

Als  Problem  der  FouBDCBSchen  Reihen  normierten  wir  das  Problem, 
den  Grenzwert  Ton: 


-n  — Ä 


/"(«>  v)4»(«*  —  «)^n(«^  —  y)^«<*«' 


unter  den  gegebenen  Bedingungen  für  m  -»  cx>  und  n  =  oo  zu 
bestimmen.  Wir  wollen  die  Funktion  f  noch  weiteren  Bedingungen 
unterwerfen,  indem  wir  annehmen,  daß  das  Quadrat  —  ^r,  — n] 
ff,  ff  durch  Parallelen  zur  x-  und  zur  y- Achse  in  eine  endliche 
Anzahl  von  Rechtecken  derart  geteüt  werden  kann,  daß  die 
Größen  D^,  Dy,  D^^  Werte  besitzen,  die  innerhalb  eines  jeden 
solchen  Rechtecks  ihr  Zeichen  nicht  ändern.  Wir  woUen  das 
kurz  so  ausdrücken:  Die  GrGßen  D^,  D^,  D^^  ändern  äbteUungs- 
weise  ihr  Zeichen  nicht,  oder  auch  die  Größen  D^,  D^,  D^^  be« 
halten  abteilungsweise  ihr  Zeichen  bei. 
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Der  Einfachlieit  halber  woUen  wir  uns  zunftchst  rr  »  y  »  0 
gesetzt  denken,  uns  also  auf  die  Betrachtung  des  Integrales  be- 
schränken: 

rt  — Ä 

Dieselbe  zerlegen  wir  in  die  Summe  von  vier  Integralen: 

00        Ose        n      ^        n     n 


n      n 

Iß 


-n  — n    — n    0         Ö    — n       0      Ö 


Wir  wollen  nun  Linien  x  ^  u^^  x^^u^  etc.,  y  ™  Vj,  y  =■  Vf  etc. 
(«1,  «2, .  .  .,  f>^^  f^t)  •  •  •  der  Oröße  nach  geordnet)  derart  ziehen, 
daB  das  Quadrat  0,  0;  n^n  in  Rechtecke  geteilt  wird,  in  welchen 
die  Größen  D^,  D^,  2)^^  ihr  Zeichen  nicht  ändern.  Überdies 
ziehen  wir  die  Linien  x  ^  u^^  y  »  t;^,  vorausgesetzt,  daß  die  Un- 
gleichungen bestehen: 

0<tto<«i»      0<t?o<t;i. 
unter  diesen  YoraussetzuBgen  kSnnen  wir  schreiben: 


n    n 


//' 


f{j,,v)Aju)A^{y)dudv^y^y^T,,, 


0    u 

wobei  unter  T^^  die  Integrale  über  die  einzelnen  Rechtecke  zu 
verstehen  sind  und  die  Summe  über  alle  Rechtecke  zu  erstrecken 
ist,  in  die  wir  das  Quadrat  0,  0;  n^n  geteilt  haben. 

Die  Größen  T^^  zerfallen  in  vier  verschiedene  Arten: 

Nach  dem  Mittelwertsatze  können  wir  dieses  Integral  schreiben: 

f(o,  o)/Tf  (TK,  0)  -  m  o))/T+  (Ao,  fo)  -  Ao,  0;) /y 

•    0  f    0  0     9 

+  (fK ,  t^o)  -  A«o .  0)  -  AO,  t;o)  +  AO,  0)) 


iß 
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wobei  die  Doppelintegrale  sich  auf  die  Funktionen  A^(u)A^(v) 
beziehen  und  $,  ij,  £|,  i^^  die  früher  definierten  Mittelwerte  be- 
deuten. 

Eine  zweite  Kategorie  Ton  Litegralen  hat  die  Form: 

n  ff^^'^  v)A^(u)A,(v)dudv, 

wobei  Vg  jedenfalls  von  Null  yerschieden  ist.  Nach  dem  Mittel- 
wertsatze folgt,  daß  wir  das  Integral  schreiben  können: 


+  {m^ß^i)-mv^))J  j 


0       17 

^1     171 

wobei  die  OröBen  ij  und  v^^  jedenfalls  größer  sind  als  Null. 

Nennen  wir  die  obere  Grenze  des  absoluten  Betrages  Ton 
/'(tt,  v)  im  Quadrat  0,  0;  n^ni  Jf,  so  folgt,  daß  unser  Integral 
dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  sein  muß  als: 

S6Jlf 

also  erst  recht  kleiner  als: 

86  3f 
n  sin  \f>^  ' 

Ene  dritte  Kategorie  Ton  Integralen  hat  die  Form: 

u         0 
a 

Mit  ihnen  kann  ähnlich  verfahren  werden,  wie  im  Falle  11.     Ein 
jedes  solches  Integral  ist  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als: 

86  3f 

m  sin  \v^  ' 
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Endlich  h&t  eine  vierte  Kategorie  von  Integralen  die  Form: 

wobei  sowohl  u^  als  auch  Vß  von  Null  verschieden  ist.  Nach 
dem  Mittelwertsatz  kann  ein  jedes  solches  Integral  geschrieben 
werden: 


? 


"«+*  *Ä+» 


wobei  nnnmehr  die  Größen  |,  ij,  1^,  ij^  von  Null  verschieden  sind. 

Hieraus  folgt  dann,  daß  der  absolute  Betrag  dieses  Integrales  jeden- 

fiüls  kleiner  ist  als: 

86  3f 

n*mn  sin  ^u^  sin  \Vq  ' 

Die  Zahl  der  Integrale  in  einer  jeden  Kategorie  ist  eine  endliche. 
In  der  ersten  befindet  sich  ein  einziges,  in  der  zweiten  möge  die 
Anzahl  fi^  in  der  dritten  v  sein,  dann  ist  sie  in  der  dritten  gleich 
fiv,  und  wir  erhalten,  daß  die  Summe  der  Integrale  der  drei 
letzten  Kategorien  kleiner  ist  als: 

86ft  Jf  aSyJf S^ftvM 


n  sin  4 «0       f»  sin  ^i*,>       «'mn  sin  \u^  sin  ^v^  ' 

Die  Wahl  von  iIq,  Vq  ist  innerhalb  der  gegebenen  Grenzen  eine 
willkfirliche.  Wir  können  und  wollen  sie  so  klein  wählen,  daß  die 
Ausdrücke: 

f(%.  0)  -  f(0,  0),       f{0,  v^)  -  f{0,  0), 

/"Kl  ^o)  -  f(%.  0)  -  f{0,  v^)  +  f(p,  0), 

die  im  ersten  Integrale  auftreten,  vom  Zeichen  abgesehen,  kleiner 
werden,  als  eine  beliebig  klein  vorgelegte  positive  Größe  beträgt. 

18* 
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Die  Faktoren  dieser  Aasdrücke  sind  jedenfalls  unter  einer  nnd 
derselben  festen  endlichen  Grenze,  vom  Zeichen  abgesehen.  Wir 
können  also  Uq,  v^  so  klein  wählen,  daß  die  Snmme: 

(««»,  0)  -  m,  o))fj+ (r(o,  t-o)  -  Ao,  o))jj 

i     0  Ol} 

+  (At*o.^o)-At*o,0)-/-{0,f;o)+/'(0,0))  ' 


li    »7i 


7t  n 

ff' 


vom  Zeichen  abgesehen,  kleiner  bleibt,  als  eine  beliebig  klein  vor- 
gelegte GröBe  ij  beträgt. 

Halten  wir  einen  Wert  von  u^,  Vq  fest,  so  kann  für  m  und 
n  eine  Grenze  G  derart  gefunden  werden,  daß  für  alle  m  und  n, 
die  größer  sind  als  Q^  ein  jeder  der  drei  Ausdrücke: 

86ft3f  86yJlf  UfLvM 

nsin-l-Vo'       mfliQ^i^o'       ^r'mHsin^M^  flin-l-t^^ 

kleiner  wird  als  i^. 
Das  Integral: 

^  f(u,v)A^{u)A^(v)dudv. 
unterscheidet  sich  dann  von 

jedenfalls  um  weniger  als  4  97.  Lassen  wir  nun  u^,  v^.  immer 
kleiner  imd  kleiner  werden  und  demgemäß  m  und  n  in  der  an- 
gegebenen Weise  immer  größer  und  größer,  so  nähert  sich  der 
letzte  Ausdruck  bekanntlich  dem  Grenzwerte: 

f(0.  0) 

4 

Aus  der  Art,  wie  wir  u^,  Vq  gewählt  haben,  folgt,  daß  wir  den 
Grenzwert  unseres  Integrales  genauer  schreiben  können: 

A+  0.  +  0) 

4 

Damit  sind  wir  im  wesentlichen  zunächst  am  Ziel,  denn  die  drei 
anderen   Integrale,    welche    über   die   Quadrate   0,  —  tt;   «e,  0; 
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—  jr,  0;  0,  «;  —«,—«;  0,  0  zu  erstrecken  sind,  können  ganz 
fthnfich  nntersucht  werden. 

Wir  erhalten  dann  den 

Lehrsatz:  Ist  f(x,  y)  im  Quadrate  —  jt,  —  «;  «,  «  aibteikmgS' 
«eise  stetig  und  behalten  die  Größen  D^,  D^,  2),^  äbteüungsweise 
ihr  Zeühen  hei^),  so  ist  die  Grenze  des  Integrales: 

iA)  f  Jf{^  v)A^{u)A,{v)dudv 

für  m  und  n  gleid^  unendlich  gleich^): 

{B)    i(r(+o,  +0)  +  A+O,  ^0)  +  A-0,  +0)+A-0,  -0)). 

Damit  ist  der  spezielle  Fall  a; «» 0,  y » 0  erledigt.  Im  all- 
gemeinen Falle  gestaltet  sich  die  Betrachtung  so  ähnlich,  daß 
wir  von  derselben  füglich  absehen  können.  Nebenbetrachtongen 
sind  nur  für  die  Ecken  und  Seiten  des  Quadrates  —7t^  — jc\  n^% 
erforderlich.  Wir  beschränken  uns  darauf,  einen  Eckpunkt,  den 
Eckpunkt  9r,  n  gesondert  zu  betrachten. 

Es  kommen  die  vier  Integrale  in  Betracht: 

//•  -//•  -//•  //• 

die  s&mtlich  för  die  Funktion: 

zu  bilden  sind.     Das  erste  Integral  können  wir  schreiben: 


n   ft 


1' 


f{'-u  +  n,'-'V  +  ni)A^(u)A^(v)dud  v, 


der  Grenzwert  desselben  ist  also: 

i(/^(«  -  0,  TT  -  0). 

1)  Vgl.  8.  182. 

2)  Es  ist  das  nur  eine  (auch  im  folgenden  beizubehaltende)  a&- 
gdtürste  Äusdrueksweiae.  EigenÜich  muß  es  heißen:  Das  Integral  (Ä) 
hmoergiertf  falls  man  m>  G^  und  n>  (7  sich  denkt  und  G  ins  ün- 
rndUthe  anwachsen  läßt,  gegen  eine  feste  Grenze;  und  diese  feste  Grenze 
hat  den  in  {B)  angegebenen  Wert,  —  Vergl.  S.  190. 
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und  des  vierten: 


Das  zweite  Integral  können  wir  schreiben; 

n  ft 

der  Grenzwert  desselben  ist  also: 

Analog  wird  der  Grenzwert  des  dritten: 

Af(-«  +  0,«-0) 

{/'(-«  + 0,-«  +  0), 

also  wird  der  gesuchte  Grenzwert  selbst: 

l(/'(jr-O,«-0)+/'(Ä-0-Ä+0)+r(-^+O,«-0)+/(-»+O,-«+O)) 

^  Q  Wir  fassen  die  Resultate  zu- 

sammen im  folgenden  Lehrsatz:  Ist 
f(x^y)  im  Quadrate  —  Tt^—yt;  it^Tc 
abteikingsweise  stetig  und  behalten 
die  Größen  D,,  D^,  2),^  ahteUungs- 
2)  weise  ihr  Zeichen  5ei,  so  ist  der 
Orenewert  des  Integrales: 

f(u,v)A^{u'-x)A^(v-'fß)dudv 

■3t  —Ä 


Ci 


A 


Ä 

n 

■ 

n 

0, 


B, 


^8     fürdMlkikpu/nkteC,C^^O^,C^gleich: 
l(/^(7t-0,«-0)+/-(-ar+0,«-0)+/(;r-0-«+0)+/(-«+0,-«+0)), 

für  die  Übrigen  Punkte  der  Seiten  C^O^  und  CC^i 
f(/^(-7r+0,y+0)+r(7r-0,y+0)  +  r(-«  +  0,y-0)+f(«-0,y-O)), 

fü/r  die  übrigen  Punkte  der  Seiten  CC^  und  C^C^: 

iC/'C^+o, -«+ o)+/-(«-o,  jt-0)  +  r(a;  -  0,  -  « + 0)  +  f  («- 0,  Ä  -  0)X 

für  die  Punkte  im  Innern  des  Qttadrates: 
{if{x  +  0,y  +  0)  +  f(x^0,y  +  0)  +  f(x  +  0,y^0)  +  f(x'^0,9-0)). 


%  7'    Suivienuig  speiieller  Fturierseker  ReUiei. 

Neben  der  allgemeinen  Fourierschen  Reihe  werden  noch,  wie 
schon  im  ersten  Paragraphen  bemerkt  wurde,  eine  Anzahl  mehr 
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spezieller  Reüieii  betrachtet.  Es  soll  das  etwas  näher  auseinander- 
gesetzt werden.  Wir  nehmen  dazu  an,  daß  eine  Funktion  f{x^y) 
der  im  vorigen  Paragraphen  näher  skizzierten  Art  nur  im 
Beckteck  —  n^  0\  n^  tc  oder  was  dasselbe  sagt  im  Rechteck 
CDD^C^  gegeben  sei.  Dann  können  wir  dieselbe  außerhalb  des 
Bechtecks  beliebig  definiereu.  Wir  wollen  zwei  Festsetzungen 
treffen: 
(a)  Es  sei  f(x,  -  y)  -      f(x,  y), 

(b)Es  sei  /^(a-,  _  y)  »  - /-(a-,  y). 

In  beiden  Fallen  ist  im  Bechteck  —  it^  —  ic;  n^  fC  je  eine 
Fanktion  eindeutig  definiert. 

Wir  nehmen  den  ersten  Fall  und  denken  uns  die  Funktion 
in  eine  allgemeine  Fouriersche  Beihe  entwickelt,  dann  wird: 

a_y^_^^  I     j  f(u^  v)  cos  ru  cos  sv  du dv^ 
oder  also: 
^-r^'s^^f  j  +  hf   f^^f    //*(«*» <')co8''«*<^8 5t; du dv. 

—  Ä  — Ä  — 7t      0  — Ä       0 

Ganz  analog  nimmt  c^ft-t  ^^  Oestalt  an: 

n    n 

lehrend  die  übrig  bleibenden  Koeffizienten  a^^^  und  a.^^,  Ter- 
schwinden. 

unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  den  folgenden  Lehrsatjs: 
la  f{x^  y)  im  Bechteck  CDC^B^  äbteUungsweise  stetig  und  ändern 
die  Größen  D^,  D,,  2)^  abteüungsweise  ihr  Zeichen  mcMj  hesüaen 
femer  die  Größen  a^  _,  und  a_^^.,  die  vorhin  angegebenen  Werte, 
90  nimmt  die  Summe: 


rtamm  »f^n 


y  ^X^f-»  sin  r«  +  alr,— » oofl  rx)  cos  «y 

fSr  m  tffui  n  gleich  unendUch  die  folgenden  Orenewerte  an: 
i)  für  die  Ikit^punkte  D,  D^i 

Wir-  «  +  0,  +  0)  +  /•(«  -  0,  +  0)), 
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2)  für  die  Echpmkte  C,  C^i 

i(A-  «  +  0,  ^  -  0)  +  Att  -  0, «  -  0)), 

3)  für  die  übrigen  Punkk  von  BD^i 

i(«ar  +  0,  +  0)  +  Aa:-  0,  +  0)), 

4)  für  die  übrigen  Punkte  van  CC^i 

\{f(x  +  0,  «  -  0)  +  A«  -  0,  Ä  -  0)X 

5)  für  die  Übrigen  PünMe  von  CD  und  C^D^: 
i(A-^+O,y+O)+A^-O,y+0)+/'(-»  +  O,y-0)+AÄ-O,y-O)), 

6)  für  die  Punkte  im  Innern  des  Redhtecks: 

i(Aa:  +  O,y  +  0)  +  A^-0,y  +  0)  +  A-r  +  O,y-0)  +  Aa?~O,y~0)> 

Jetzt  machen  wir  die  zweite  Annahme: 
(b)  fix,  -  y)  -  -  f(x,  sr). 

Dann  folgt  ganz  analog  wie  Torhin: 

— «  Ö 

a.^,«»  -j  I    I  f(uyV)coBruän8vdudVy 

während  die  übrigen  Koeffizienten  verschwinden. 

unter  solchen  umständen  erhalten  wir  den  folgenden: 
Lehrsatz:   Ist  f{x,y)  im  Rechteck  CDC^D^   abteilungsweise 

stetig   und   ändern   die   Größen   D^,  D^,  D^^  äbteüungsweise  ihr 

Zeichen  nichty  besitzen  femer  die  Größen  a^  ^  und  a.^ ,  die  soeben 

angegebenen   Werte,  so  nimmt  die  Summe: 

^   ^(<V,<  sin  rx  +  oLr,»  cos  rx)  sin  sy 

für  m  und  n  gleich  unendlich  die  folgenden  Grenzwerte  an: 
i)  Für  die  Seiten  CC^  und  DB^  dm  Wert  Nuü, 

2)  Für  die  übrigen  Punkte  der  Seiten  CD  und  C^D^  die  Werte: 

3)  Für  die  Punkte  im  Innern  des  Rechtecks  die  Werte: 
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Ganz  analog  w&re  za  verfahren,  wenn  die  Funktion  nur  im 
Bechteck  CBB^  C^  gegeben  w&re.  Es  würde  dann  nur  eine 
Tertauscliung  von  a>  und  y  statt  zu  finden  haben. 

Wir  wollen  jetzt  endlich  annehmen,  daß  die  Funktion  nur 
im  Quadrat  0,  0;;e,9r  oder  was  dasselbe  sagt  AB  CD  gegeben 
sei  Außerhalb  desselben,  fELr  die  übrigen  Punkte  des  Quadrates 
CC^C^C^  können  wir  sie  dann  beliebig  definieren.  Wir  machen 
Yier  Annahmen; 

/*(— «iy)='/*(^)y); 
(b)  f{^.-y)--f{x,y\ 

fi-  «,  y)  =     f(x,  y) ; 

(d)  f{x,-^y)^      f{x,y), 

f(-  ^,  3/)  =  —  f(xj  y). 

In  allen  vier  FäUen  ist  je  eine  Funktion  im  Quadrat  GC^C^C^ 
eindeutig  definiert. 

Im  Falle  (a)  zeigt  es  sich,  daß  der  Koeffizient  a_^_,  die 
Form  annimmt: 

a_^  _,  =  -i  1  I  /"(«*,  v)  cos  ru  cos  sväudv^ 


W^"' 


während  die  übrigen  Eoefßzienten  yerschwinden. 

Unter  solchen  umständen  erhalten  wir  den 

JLehrsfUzi  Ist  f(x,  y)  im  Quadrat  AB  CD  äbteütmgsiceise 
stetig  %mä  ändern  die  Qrößen  D^,  D^,  D^^  ahteilungsweise  ihr 
Zeichen  mcht,  besitzen  ferner  die  Größen  «_^«,  die  soeben  an- 
gegebenen Werte,  so  nimmt  die  Sim^me: 

^,  ^,  oLr^t  cos  rx  cos  sy 

fSr  m  und  n  gleich  unendlich  die  folgenden  Grenzwerte  an: 
i)  Fikr  den  Punkt  A  den  Wert  f(+  0,  +  0), 

2)  „       „        „      B    „       „      /•(+  0,  7t  -  0), 

3)  w       V         »      0    „        „      f{n  —  0,  « —  0), 

4)  „       „        „     i>    „        „      f{n  -  0,  +  0), 
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5)  für  die  übrigen  Fwnkte  der  Seiie  AB: 

i  (f(+  0,  y  +  0)  +  /•  (+  0,  y  -  0)) , 

6)  für  die  Übrigen  Punkte  der  Seite  AD: 

W(^  +  0,  +  0)  +  f(x  -  0,  +  0)), 

7)  für  die  Übrigen  Punkte  der  Seite  CD: 

i  ( A'«  -  0,  y  +  0)  +  r  («  -  0,  y  -  0)) , 

8)  für  die  Übrigen  Punkte  der  Seite  BC: 

\(f{x  +  0,7t^0)  +  f(X--0,7t-  0)), 

9)  für  die  Ptmkte  im  Innern  des  Qu<idrate$  AB  CD: 

KA^  +  0,y  +  0)  +  Aa;-0,y-0)+Aa:+0,y-0)+(/'(«-0,y-O)). 

Damit  ist  der  Fall  (a)  erledigt. 

Wir  nehmen  jetzt  den  Fall  (b).     Für  diesen  Fall  wird: 

a^ ,  =a  ^:i  /   /  f{u,  t;)  sin  rti  sin  svdudv, 


^fJJ  /■(**'  ^)  8" 


während  die  übrigen  Koeffizienten  verschwinden. 

Unter  solchen  ümst&nden  erhalten  wir  den 

Lekrsaie:  Ist  f(x,  y)  im  QuadrcUe  AB  CD  äbteHungsweise 
stetig  und  ändern  die  Größen  D^,  D^,  D^^  äbteUungsweise  ihr 
Zeichen  nuM,  besitzen  femer  die  Größen  a^^^  die  soeben  an- 
gegebenen Werte,  so  nimmt  die  Summe: 

rssm  «SB« 

a^^,  sin  ro;  sin  5y 

für  m  und  n  gleich  unendlich  auf  den  Seiten  des  Quadrates  den 
Oremwert  NuU  an,  während  sie  im  Innern  den  Wert  besitzt: 

i(AaJ  +  0,y+0)  +  /-(a?-O,y+0)+Aa?+0,y~0)+A^-O,y-O)). 

Ln  Falle  (c)  wird  der  Wert  von  a_^^,  gleich: 

a_^  ^  =—  -j  I  1  /"(tt,  v)  cos  ru  sin  svdudv^ 


^//«- 


während  die  übrigen  Koeffizienten  verschwinden.     Er  ergibt  sich 
infolgedessen  der 
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Ldunatz:  Ist  f{x,  y)  im  Quadrate  AB  CD  ahteüungsweise 
sUüg  und  ändern  die  Größen  D^^,  D^,  D^^  ahteUungeweise  ihr 
Zekken  nkht,  besitzen  femer  die  Größen  a.^,  die  soeben  an- 
ffegtbenen  Werte,  so  nimmt  die  Summe: 


a^r,9  cos  Tx  sin  sy 

/w-  m  umd  n  gleich  unei^dUch  die  Chrenewerte  an: 
i)  Für  die  Seiten  AD  und  BC  den  Wert  Null, 
2)  für  die  Übrigen  Punkte  der  Seite  AB: 

W<<+  o,y  +  0)  +  f{+  0,y-  0)), 

i)  ßr  die  Übrigen  Punkte  der  Seite  CD; 

i(A«-0,y  +  0)  +  /^(^-0,y-0)). 

4)  ßr  die  Punkte  im  Innern  des  QiMdrates: 

Wi^  +  0,y  +  0)  +  f(x-0,y-0)+f{x+0,y^O)+fix-0,y'-0)). 

Der  Fall  (d)  ist  ganz  analog  zu  behandeln. 

Damit  sind  auch  die  speziellen  Fälle  zu  Ende  geführt. 


I>niditetig  «rklirt  15.  YIL  1908.] 


über  einen  Versncli, 
eine  Einwirkung  nltrayioletten  Lichts  auf  den 
elektrischen  Widerstand  der  Metalle  zu  finden. 


Von 
Eabl 


Auf  Veranlassung  von  Herrn  Prof.  Wieneb  unternahm  ich  es 
zu  untersuchen,  ob  sich  bei  Bestrahlung  mit  ultraviolettem  Licht 
der  elektrische  Widerstand  einer  dtlnnen  Metallschicht  ändert, 
um  dadurch  zu  erkeimen,  inwieweit  es  sich  bei  der  entladenden 
Wirkung  solchen  Lichts  auf  Metalloherflächen  um  eine  Wirkung 
auf  die  elektrischen  Eigenschaften  des  MetaUs  selbst  handeln 
könnte. 

Da  ein  meßbarer  Effekt  in  dieser  Richtung,  wie  voraus- 
geschickt sei,  nickt  gefunden  wurde,  so  kann  sich  dieser  Bericht 
auf  eine  Beschreibung  der  Experimente  beschränken,  ohne  die 
theoretische  Möglichkeit  der  gesuchten  Erscheinung  zu  diskutieren. 

Als  ultraviolette  Lichtquelle  diente  die  i — 2  cm  lange 
Funkenstrecke  eines  sehr  großen  Induktorlums  zwischen  Aluminium- 
elektroden. Ihr  sehr  lebhaftes  Licht  fiel  aus  möglichst  kurzer 
Entfernung  (ca.  4  cm)  entweder  direkt  oder  noch  durch  eine 
Quarzkugel  konzentriert  auf  die  zu  untersuchenden  Metallschichten, 
die  als  durchsichtig  dünner  Spiegel  auf  einer  Glasunterlage  aus- 
gebreitet waren.  Diese  Metallspiegel  bildeten  dann  einen  Zweig 
einer  möglichst  empfindlich  gemachten  (s.  u.)  Wheatstoneschen 
Brückenkombination.  Sie  waren  in  der  Stromrichtung  etwa  2  cm 
lang  und  quer  dazu  i  cm  breit;  sie  wurden  stets  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  bestrahlt.  Die  Stromzuführung  geschah  durch  auf- 
gesetzte Quecksilbertropfen.  Benutzt  wurden  Platinspiegel  von 
ca.  50  Ohm  Widerstand,  die  auf  Olas  eingebrannt  waren,  und  ein 
Spiegel  aus  Antimon,  von  37  Ohm,  der  als  Niederschlag  aus  einer 
SbHj-Flamme  auf  Olas  hergestellt  war. 
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Die  sebr  merkbare  Wirkung  der  Erwärmung  bei  der  Be- 
strahlung ließ  sich  zunftchst  mit  Erfolg  durch  einen  mit  dem 
Wasserstrahlgebläse  auf  den  Spiegel  aufgeblasenen  Luftstrom  be- 
seitigen, oder  wenigstens  soweit  zurückhalten,  daß  das  Galvano- 
meter  in  der  Brücke  nur  noch  eine  g^anz  geringfügige  Bewegung 
leigte.  Jede  Wirkung  des  ultrayioletten  Lichts  sollte  nun  — 
und  zwar  wohl  unabhängig  Ton  speziellen  Vorstellungen  darüber  — 
momentan  erfolgen,  sich  also  von  dieser  Wärmewirkung  sicher 
unterscheiden  lassen.  Um  sie  zu  erkennen,  wurde  eine  dünne 
Glasplatte,  die  zu  Beginn  des  Versuchs  das  ultraviolette  Licht 
abblendete,  plötzlich  weggezogen,  während  das  Spiel  der  Funken- 
strecke immer  in  gleicher  Weise  fortging.  Weder  bei  den  Ratin- 
spiegeln  noch  bei  dem  Antimonspiegel  blieb  nun  ein  meßbarer 
Effekt  übrig. 

Zum  Schluß  wurde  durch  Widerstandsveränderung  eines 
andern  Zweigs  der  Kombination  konstatiert,  daß  eine  plötzliche 
WidsHtandsanderung  von  5  •  10^'  des  normalen  Wertes  der  Be- 
obachtung nicht  entgangen  wäre,  daß  also  der  gesuchte  Effekt 
unter  Vioooo  7o  ^^g^i^  müßte,  wenn  er  überhaupt  vorhanden  ist. 

Herrn  Prof.  Wiener  sei  an  dieser  SteUe  noch  der  herzlichste 
Dank  für  seine  freundliche  Hilfe  bei  der  Ausführung  des  be- 
sdiriebenen  Versuches  ausgesprochen. 


Draekfnü«  erklArt  7.  Vm.  1908.] 


SITZUNG  VOM  6.  JULI  1903. 

Der  Vorsitzende  erinnert  an  den  Verlast  des  auswärtigen  Mit- 
gliedes G^eimrat  Dr.  Karl  Gbqenbaub  in  Heidelberg.  £in  an  die 
Witwe  ergangenes  Beileidschreiben  ist  von  dieser  brieflich  verdankt 
worden.  Die  Bitte  des  Herrn  Dr.  Lipps  um  Erlaubnis  zur  Benutonrng 
des  FBCHNBB-ArchiTes  wird  bewilligt.  Die  phil.-hist.  Elasse  stellt  den 
Antrag,  daß  sich  die  math.-phys.  Klasse  an  der  Eingabe  eines  Qe- 
suches  an  den  Herrn  Beichskanzler  betr.  die  Schaffang  eines  wissen- 
schafU.  Postens  in  Kairo  unterschriftlich  beteiligen  möge.  Wird  an- 
genommen. 

Bei  der  Geburtstagsfeier  S.  M.  des  KOnigs  am  i.  August  d.  J. 
wird  Herr  Cbbdhbb  einen  Vortrag  halten. 

Die  Herren  Prof.  Dbs  Coüdbbs  und  Dr.  Fbddbbsbh  sollen  als 
ordentl.  Mitglieder  in  der  nächsten  Gesamtsitzung  piAsentiert  werden. 

Der  Vorschlag  eines  außerordenÜ.  Mitgliedes  durch  die  Herren 
Gbbdnbr  und  Zibkbl  wird  in  der  nächsten  Sitzung  znr  Abstammung 
kommen. 

Es  wird  die  Jahresrechnung  für  1902  vorgelegt,  sowie  die  Bech- 
nungen  über  die  Göttinger-,  die  Härtel-  und  die  Mendestiftung. 

Vorträge  halten: 
Herr  Schbibnbb:  Beiträge  zur  Theorie  der  linearen  Transfoimationen, 

als  Einleitung  in  die  algebraische  Invariantentheorie. 
Herr  0.  Fischer:  der  Gang  des  Menschen.    5.  Teil.   Die  Kinematik  des 

Beinschwingens. 


Beiträge  znr  Theorie  der  linearen  Transformationen, 

als  Einleitung  in  die  algebraisohe  Invariantentheorie. 

Von 

W.    SCHEtBNER. 

Auf  Grund  älterer  Vorlesnngsanfzeichnungen  sollen  im  Fol- 
genden einige  Eigenschaften  der  linearen  Substitutionen,  nebst 
Anwendungen  auf  die  Invariantentheorie  der  ganzen  Funktionen, 
die    Auflösung    algebraischer    Gleichungen    und    die    Reduktion 
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elliptischer  Differentiale  entwickelt  werden.  Der  Verfasser  ist 
dabei  weniger  von  der  Absicht  ausgegangen,  noch  unbekannte 
Satze  oder  neue  Methoden  abzuleiten,  sondern  wünscht  yomehmlich 
durch  die  gegebene  Darstellung  das  wissenschaftliche  Interesse 
des  Lesers  für  die  betreffenden  Gebiete  zu  wecken  und  ihm  zu 
einem  eingehenderen  Studium  den  Weg  zu  bahnen.  Immerhin 
glaubt  er  hoffen  zu  dOrfen,  daß  trotz  des  vielfach  elementaren 
Charakters  die  Arbeit  nicht  ohne  Interesse  auch  fOr  den  erfahrenen 
Mathematiker  sein  werde.  Der  Beurteilung  der  Fachmänner 
muß  es  überlassen  bleiben,  ob  die  Vermeidung  der  symbolischen 
Methoden,  sowie  der  homogenen  Formen,  zur  Erleichterung  des 
Verständnisses  fOr  den  Anf &nger  beizutragen  geeignet  sein  möchte. 

L  Die  liieare  TnasfomatioB  ^[niier  Funktionen. 

I. 

Das  der  neueren  Zeit  angehönge  Studium  der  invarianten 
Eigensdiaften  der  Funktionen  ist  rasch  von  hervorragender 
Wichtigkeit  für  Analjsis  und  Geometrie  geworden.  Gleichwohl 
sind  verwandte  Betrachtungen  den  Mathematikern  längst  geläufig 
gewesen.  Man  kann  z.  B.  die  Aufgabe  der  Integralrechnung  als 
ein  Problem  der  Invariantentheorie  definieren,  denn  ein  System 
Differentialgleichungen  integrieren  heißt  nichts  anderes,  als  die- 
jenigen Funktionen  aufsuchen,  welche  konstant,  also  invariant 
bleiben,  w&hrend  die  Variabein  sich  den  Bedingungen  der  Aufgabe 
gemäß  beliebig  ändern  dürfen. 

Sollen  z.  B.  gegebenenfalls  die  Differentialgleicbungen  erfüllt 
werden: 

80  bleiben  zwei  von  einander  unabhängige  Funktionen 

xye    und    a?*  -h  y'  +  z^ 

invariant,  welche  Werte  die  Variabein  xy0  auch  sonst  annehmen 
mOgen.  Wenn  die  Differentialrechnung  sich  mit  den  Gesetzen 
der  Veränderlichkeit  beschäftigt,  so  hat  im  Gegensatz  hierzu  die 
Integnürechnung  zu  untersuchen,  was  inmitten  dieser  Variabilität 
imveränderlich  bleibt 

Analoge  Probleme  bieten  sich  auf  elementarerem  Gkbiete  in 
der  Theorie  der  ganzen  Funktionen,  z.  B.  bei  ihrer  linearen 
Transformation:  man  kann  fragen,  was  bei  der  dadurch  bedingten 
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Veränderung  konstant  bleibt.  Geometrisch  liefert  die  Trans- 
formation der  Koordinaten  invariante  Ausdrücke  für  die  orthogonale 
Substitution,  wenn  man  bedenkt,  daß  die  Werte 

r*  =  «•  -h  y*  +  je*     oder     rr^^  cos  qp  =  xx^  +  yy^  -f  ez^ 

unabhängig  sind  von  der  Bichtung  des  zu  Grunde  liegenden 
Koordinatensystems,  ebenso  wie  die  bekannten  Formeln 


und 


ß n -=  Sx(y^g^  -  e^y^)  ^ 


«  y 

0 

<^  Vi 

«1 

«»  y» 

«» 

Diese    Ausdrücke    bleiben    demnach    inyariant,    wenn    man    die 
Koordinaten  xye,,,  durch  lineare  Ausdrücke  von  der  Form 

aX'\-hy-hce^     a'x  +  h'y  -f  ce ,     a"jr  +  ft"y  -f-  c^ier ,  . . . 

ersetzt,  wobei  die  neun  Koeffizienten  den  bekannten  Bedingungen 
a*  -f-  5*  +  c*  ==  I  ,     aa  +  hh'  +  cc'  =  o  u.  s.  w. 

unterworfen  sind. 

Als  die  JBrsten,  welche  in  den  Jahren  1841 — 45  auf  die 
Wichtigkeit  der  einschlagenden  Transformationssätze  hingewiesen 
haben,  sind  neben  den  Engländern  Boole  und  Gatlbt,  die 
Deutschen  Eisenstein  und  Hesse  zu  nennen.^)  In  Betreff  des 
weiteren  Ausbaues  namentlich  der  (ügebraisdien  Invariantentheorie 
mögen    hier    nur    die    Namen    Catley,    Hermite,    Abonhold^, 


i)  BooLB^  Besearchefl  on  the  theory  of  analytical  Transformations. 
Cambridge  Mathem.  Journal  Bd.  U,  1841.  —  Boolb,  Exposition  of  a 
general  theory  of  linear  transformationB  (Bd.  m  u.  lY ,  1843).  —  Qayixt, 
On  the  theoiy  of  linear  transformations  (ibid.  Bd.  IV,  1845).  —  Catlst, 
Sor  deuz  formules  donn^es  par  Mas.  Eibuibtsin  et  Hbbbb  ((Grelles 
Journal  Bd.  29,  S.  54).  —  Eibskstbut,  Allgemeine  Auflösung  der 
Gleichungen  von  den  vier  ersten  Graden  (Chrelle  Bd.  27,  S.  81,  1844). 
Über  eine  merkwürdige  identische  Gleichung  (S.  105).  Über  Aus- 
drücke, welche  bei  der  Auflösung  der  kubiBchen  Gleichungen  erscheinen 
(9.  319).  —  Hbbbb,  Über  die  Elimination  der  Yariabeln  aus  drei  al- 
gebraischen Gleichungen  (Grelle,  Bd.  28,  S.  68,  1844). 

2)  Für  die  Invariantentheorie  der  ganzen  homogenen  Funktionen 
dürfen  wir  die  Abhandlung  von  Abomholi)  Über  eine  fundamentale  Be- 
gründung der  Invaricmtentheorie  (Grelles  Journal  Bd.  62,  S.  281 — 345) 
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STI.YE8TER.  Glebsch,  Gordän,  Briosohi  .  .  angefahrt  werden,  um 
das  Interesse  zu  bezeichnen^  welches  die  hervorragendsten  Mathe- 
matiker dem  Gegenstande  gewidmet  haben.  Auch  an  zusammen- 
fassenden Lehrbüchern  fehlt  es  nicht,  wie  von  Clebsch,  Salmon- 
Fiedleb,  FaI  di  Bruno-Nöther,  Gordan-Kerschensteimer  u.  A. 
In  den  letzten  zwanzig  Jahren  aber  hat  die  allgemeine  Invarianten- 
theorie  auf  den  verschiedensten  Gebieten  Anwendung  und  un- 
geahnte Ausdehnung  gefonden. 

2. 

Bevor  wir  uns  zur  elementaren  Darstellung  einiger  Fun- 
damentalsätze der  Invariantentheorie  wenden,  wollen  wir  noch  an 
einige  Eigenschaften  der  linearen  Transformationen  erinnern,  auf 
welche  schon  Möbius  seine  Theorie  der  koUmeareny  der  affinen 
mid  der  Kreisverwandtschaft  gegründet  hat. 

Bei  der  JccUinearen  Substitution 

entspricht  jedem  Punkte  xy  der  Ebene  ein  zugeordneter  oder 
Münear  verwandter  x'y'.  Aus  den  Elementen  der  projektiven 
Geometrie  ist  die  Invarianz  des  MöBiusschen  Doppelverhältnisses 
{ratio  hisectionaUs)  zwischen  je  vier  in  einer  Geraden  liegenden 
Punkten  bekannt,  wie  auch  leicht  auf  dem  Wege  der  analytischen 
Bedmung  gefanden  wird.     Wir  schreiben  zu  diesem  Behufe 

|a;  =  ax'  +  6y'  +  c ,         ^^x^  =*  axl  +  hyi  +  c 
If  «  a'a?'  +  h'y'  +  c,  u.  s.  w., 

1  =  00«' +  60/  + Co, 

wo  die  Eoefßzienten  um  einen  beliebigen  gemeinsamen  Faktor 
unbestimmt  bleiben.     Setzt  man  femer 

X=   a' V  c'  ^    A' =^ c' a^' c^a\     B'^c^a-a^c^     C'==ca'-ac\ 

A^-=a'hQ'a^h\    B^^a^l-h^a^     C^^aV  'ha\ 


a 

& 

c 

r 

a 

6' 

c' 

«0 

»0 

«l» 

ab  besonders  wichtig  bezeichnen,  denn  obgleich  Abonholds  Unter- 
soelumgen  40 — 50  Jahre  zurückliegen^  so  sind  sie  doch  in  ihren  Fol- 
genmgen  noch  J^eineswegs  erschöpft  worden. 

M»th.-pliys.  KlMM  1903.  14 
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dun  wird 

{V-  Az  +B9  +  C, 

A    JBT  C 

la 

=  Ä'C?o  - 

-■B«C'. 

{V-^'« +  •»>  +  <?',    1*- 

A'  B'  C 

,    ia' 

-C^- 

-  C^A\ 

{'-J,«  +  J?,jr+C„ 

A^  -B»  <7o 

16 

=  JB,C  - 

-C.B, 

U.  8.  W. 

Wililt  man  nnn  in  der  beliebig  gelegten  x- Achse  die 
Punkte  o,  or^,  or,  und  x,  denen  yermöge  der  koUinearen  Snb- 
stitation  resp.  die  Punkte  rcofoi  ^'ly'i^  ^iffi  und  x'$ß'  entsprechen 
sollen,  so  liegen  die  letzteren  nicht  bloß  s&mtlich  in  der  (3eraden 
a'z'  +  b'Sf^  +  e'  »  o,  sondern  ihr  Doppelverh&ltnis  hat  den  Wert 

X^{X-Xi)  ""{««ttfi    {«-{fc«!) 


•ta  ~~"  flt«  X     "^  2ba 


Xn  ^~'  Xm        X    -^  X- 


f   > 


wie  sich  nach  Elimination  der  Koordinaten  y'  ohne  Schwierigkeit 
ergibt.     ^Vlr  können  also  sagen,  daß  die  Funktion 

Y  s_  ^  ~"^  .  ^~^« 

eine  Invariante  der  betreffenden  kollinearen  Substitution  bedeutet. 
Da  nun  die  gewählten  Punkte  in  ßiner  beliebigen  Geraden  liegen 
können,  so  darf  man  allgemein  das  Doppelverhlütnis 

p  =  ^•^^  .  JP"~JP« 

für  je  vier  einer  Greraden  angehörige  Punkte  p^p^^p^  und  p  als 
kollinear  invariant  ansehen.  Außerdem  ist  bekannt,  daß  eine  be- 
liebige Yertauschung  der  vier  Punkte  untereinander  nur  zu  den 
sechs  Werten 


P      —       I  —  P 


l-P'     P-l 


und 


P-l 


führt,  welche  gleichzeitig  invariant  sind. 

Femer   betrachten  wir  die  lineare  Substitution  der  affinen 
Verwandtschaft: 

X  =  ax'  -h  dy'  -f  c,    y  =  a'«'  +  h'y'  +  c", 

welche  als  ein  spezieller  Fall  der  kollinearen  Substitution  fOar 
£ »  I  erscheint,  und  von  der  schon  Möbiub  gezeigt  hat,  daß 
neben  dem  Doppelverh&ltnis  von  je  vier  Punkten  in  einer  Geraden 
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auch  die  entsprechenden  Flftchenteile  oder  Figuren  ihrem  Inhalte 
nach  inyariant  bleiben.  Wenigstens  ergibt  sich  dies,  wenn  die 
Determinante  ab'^  ba'='±  i  ist  weil  die  Oleichung 

gilt,  sobald  man  den  Koordinatenursprong  nach  dem  NollpTmkte 
▼erlegt,  nnd  weil  der  Inhalt  jedes  Elftchenteils  in  Dreiecke  von 
der  Form  jixjf^  ~  y^)  zerfällt  gedacht  werden  kann.  Hat 
ab'  —  ba'  einen  von  der  Einheit  verschiedenen  Wert,  so  folgt 
statt  der  Gleichheit  nur  die  ProportionaJit&t  der  entsprechenden 
Figuren:  den  Fall  ab'  —  ba'  ^  o  dürfen  wir  dabei  ausschließen, 

weil  alsdann »  canst,  sein  würde,  also  die  Punkte  xy  nur 

in  einer  bestimmten  Geraden  liegen  könnten,  während  im  Übrigen 
Punkte  x'p'  ins  unendliche  rücken. 


3- 

Von   besonderem  Interesse   ist   noch  die  Untersuchung   der 
äB^emeinm  linearen  Substitution  von  der  Form 

.  i      .         ,  j      ^       j  eq+'d  bp-^-d 

apq  +  bp  +  eq  +  d  =  o     oder    p -^,    g  =  _^_, 

wenn  die  vorkommenden  GröBen  beliebige  komplexe  Werte  an- 
nehmen dürfen.     Es  ist  leicht  zu  sehen,  daß  für 

^  =  «  +  yt,     g  =  aj' -h  jr't ,     a«a-|-a'»,     6  =  /3  +  /3't,     u.  s.  w. 

durch   ZerfftUung   in   den   reellen  und  den  imaginären  Teil  die 
Gleichungen  hervorgehen: 

{x    -fiff    «-y«'  +/y'-*>  5  =a«'  -«'jf'-h/J, 

Sf    -bifix    «-yV-yy'  -*%  ij  =  a V  +  ay'  + /?', 

i'x'-fi'y'^-ßx    +ß'y   -«,  ^''^ax    -ay  -\- y  ^ 

i'y'  +  n'x'^-ß'x  "ßy     -«',  n^a'x^ecy    -Hy'. 

Für  p^x-^yi  bezeichne  p  den  Pimkt  xy  und  p'  »x  —  yi 
den  konjugierten   Wert     Sollen   nun   die   beliebigen   komplexen 

^^^^■'^^  P'^Poj  Pii  A    ii^  die  beliebigen  Punkte  9  =  <7oi  &9  & 
durch  die  lineare  Substitution  übergeführt  werden,  so  hat  man 

SjPiA(fft-ffi)(«-«o)       ,  Sgig^iPt-Pinp-Po) 


P '"    q^  ,^ — ^v,^     „,        oder     q 


SjP.(«i-«i)(«-go)  Sffo(A~A)(P-Po) 
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ZU  setzen,  wobei 

Die  ßummen  und  Produkte  beziehen  sich  auf  die  cyklische  Yer- 
tauschtmg  der  Indices  012.  Man  verifiziert  auch  leicht  die 
Formeln 

oder  g-go-^'^^"'^^V'^^'^^'^^?^''^^ 
und  durch  Vertauschung  der  Indices: 


P-Pi 


SjPo(«i-"  2»)  («-«•) 


^     ^*  Sl>o(«i-«i)(3-«o) 

Durch  Division  erh&lt  man  sofort 

Po-Pi    P-P%  _g>-gi     g~flt 

■  111  •  ■—  I^B  I  I»  p  ■■  »PI     •  »p  ■    i    I 

Po-A    JP-l'i       3o-&     3-3i 
oder  die  Gleichheit  der  Doppelverhfiltnisse 

iPi  -PfHP  -l?o)  •  (A  -l>o)(P  -  A)  '•  (Po  -  A)Cp  -  A)  = 

-  (&  -  ft)Ö  •-  «b)  •  (ft  -  «b)(«  -  ft)  •  (&  -  ft)fe  -  ft)- 
Die  Funktion 

p^A-A    P-A 
Po-A    P-A 

ist  folglich  eine  Invariante  der  allgemeinen  linearen  Substitution, 
und  man  darf  jetzt  die  Invarianz  der  komplexen  Doppelverhältnisse 
zwischen  vier  beliebigen  Punkten  der  Ebene  in  Anspruch  nehmen. 
Die  geometrische  Bedeutung  des  Satzes  in  Bezug  auf  das 
zugehörige  Viereck  pPoPiP^  springt  in  die  Augen:  schreibt  man 

P-Pi  '         Po-Pt  ^         ' 


80  ist  q>  der  der  Seite  p^p^  gegenüberstehende  Winkel  im  Dreieck 
pPiPf  und  90  der  betreffende  Winkel  im  Dreieck  PoA  A«  w&hrend 


^  -  PA         ^       PoPi 


PPi  '  ^        PoPi  ' 

mithin  wird 

r 
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Daraus  folgt,  daA  der  Wert  von  P  reell  ist,  sobald  die  vier 
Pankte  auf  einem  Kreise  liegen,  weil  im  Ereisviereck  q>^  g>Q 
wild.  Diese  Eigenschafb  bleibt  mithin  den  transformierten  Vier- 
ecken erhalten  nnd  begründet  die  yon  Möbius  eingeführte  Krei»' 
verwandisdiaft. 

DaB  ^ese  Verwandtschaft  ans  der  linearen  Sabstitation  ent- 
springt, ergibt  sich  leicht  auch  anf  folgendem  direkten  Wege. 
Wenn  p  und  $  beliebige  komplexe  Werte  bedeuten,  so  ist 

r  «  mod  (p  —  5)  =  1 1?  —  5 

für  yariable  p  die  Gleichung  eines  Kreises  Tom  Halbmesser  r 
und  dem  IGtteipunkte  8.^)     Bei  nun 

yg  +  d 

eine  beliebige   lineare   Substitution,   so   zeigt  eine  leichte  Bech 
niiog,  daß 


r\yq  +  8\^\oLq^ß 
fie  Gleichung  eines  Kreises  ^  «  1 9  —  tf  |  wird,  dessen  Halbmesser 


Q^r 


yy  r'  — «a 


und  Mittelpunkt    tf  =  „„'^t_^^'  > 


yy  r'  —  aa 

wo  die  accentuierten  Größen  die   konjugierten  Werte  bezeichnen. 
Soll  der  Kreis  r  =  \p  —  s\  durch  die  Punkte  PoPiPf  gehen, 
80  hat  man 

(Pi-Pi)(Pt-Po)(Po-Pi) 


r  = 


B(Pi-Pt)pi 

mithin  auch 

(gi-gi)(g,-go)(go-gi) 


8 


8iPi-P%)PoPi 


S(l>i-A)jPo' 


'  » 


Q^ 


S(3i--flt)«(; 


^  S(g|-gi)gogo 


i)  Für   eine  EBip$e  mit  den  Brennpunkten  f  und  f^   und  der 
groBen  Achse  A  wird  analog 

iP-n-^-iP-Ai^Ä, 

während  die  Formel  \f—fi\  —  Äe  die  Exzentrizität  liefert.  Sei  femer 
f  der  Brennpnnkt,  8  der  Sdieitel  nnd  p  ein  Ponkt  einer  JPoroM  mit 
dem  Parameter  o  ss  8  |  /"  —  s  | ,  so  erhält  man 

\p-,\*  +  i\f-s\'~{\p-f\  +  \f-8\]*. 

Für  p  s  «  +  yi,  «  «=  0  und  f^^tß  geht  die  auf  die  Achse  bezogene 
Scheitelgleichnng  der  Parabd  y^^^mx  herror.  Die  ByperM  endlich 
onierBcheidet  sich  von  der  Ellipse  nur  durch  das  Vorzeichen  von  \p  —  f\t 
wenn  f  und  fi  dem  nftmlichen  Hyperbelzweige  angehören. 
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4- 

Nach  Yorstehendem  Exkurse  gehen  wir  Aber  zur  Ableitung 
der  bei  der  linearen  Transformation  der  ganzen  Fonktionen  auf- 
tretenden Invarianten. 

Seien  f  und  g  ganze  Funktionen  mten  resp.  nten  Grades 
von  der  Form 

n  « 

mit  den  Koeffizienten  a  und  h  und  den  Wurzeln  x^  und  y^^,  w&hrend 

^         W-W— l...W-"t-fl 

*^* rrm 

den  tten    Binomialkoeffizienten   von   m   bezeiehnen  soll.     FQhit 
man  hier  die  lineare  Substitution  ein: 

mit  der  Substitutionsdeterminante 

so   gilt  natfirlich   auch   hier   der   Satz  von    der  Inyaiianz   dee 
DoppelyerhSltiuBses 

x-x-     x^-x"       l-r     {,-{" 
x-x"'  av-«'  "«-6"'  «.-«'  ' 

wie  sich  am  direktesten  ans  den  Qleichnngen 

q(f'(x  -  x')  -  «(I  -  n ,      9^9" (^<H  -  «")  -  e(io  - 1") , 
ifif"{x  -  x")  =  e(|  -  I") ,      9,^'(a:o  -  «')  -  «(fc  -  O 
ergibt.     Man  kann  dafttr  auch  schreiben 

q'{x'-x").«"{ii'-i")  oder  ^'v-«")-«'(r-n, 

wo  die  Bezeichnung  leicht  verständlich  sein  wird. 
Weiter  folgt  wegen  q  =  i^l  +  i^i 

(Tm  -  9>(i) ,    ^-^(^)  -  z(i) ,    d«  -  *  ^ , 


r 
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imd  analog  f&r  tf  —  d  —  i^x: 

dx 
(Tfpi^^fXy    ^xi^^gx    nebst    cJS««-*-- 

Hier  bedeuten 

9l-«oe"  +  Äii«iJ"*-^..     und     zl-M"  +  «iAS"""'.- 

ganze  Fimktionen  von  £  mit  den  Eoefißzienten  a  und  /3. 
Sind  die  Koeffizienten  a^  der  Einheit  gleich,  so  wird 


/•«  -  (a?  +  ir ,     folgHch     a<  =  (*  +  d^f  ' 

'(*»  + 

V. 

auch  kann  man  bemerken,  daß  gleichzeitig 

»; 

|=,o,     x=     ^,     ^-*a?     <'- 

V 

• 

i-oo,     l--y,     ^«o,     tf-<x>,     ^a?-=- 

Da  ferner  e  nicht  yerschwindet  —  denn  in  diesem  Falle  würde 
X  aufhören  yariabel  zu  sein  —  und  die  Koeffizienten  i  mit  einem 
beliebigen  Faktor  multipliziert  werden  können,  so  darf  man  ohne 
Beschränkung  der  Allgemeinheit  e  »  +  i  annehmen,  doch  wollen 
wir  vorläufig  e  willkürlich  lassen. 

Bei   der   Differentiation   der   aufgestellten  Oleichungen   soll 
der  tte  Differentialquotient 

f<'^  =  iii-m— i...m  — i+i-/*(o,  ^'^=»«-»— i...n  — »+i  -  g^^, 
n.  8.  w.  geschrieben  werden,  wodurch  , 

miikin 

AO  (O)  -  Arn-  rf,      9(0  (<^)  "  ««- 


t  • 


VW  —  * 


«n-j  geht  aus  a^  durch  Vertauschung  Yon  S  mit  ^^  und  d^  mit  d,, 
folglich   auch   von  e  mit  —  e   hervor,    wie  sich   sogleich  ergibt, 

wenn  man  j  statt  £  setzt   Für  /"■=  (aj+  i)**  wird  f(fl  —  (a?+  i)' 

Zur  Bestimmung  von  a^  kann  man  sich  der  folgenden  Vor- 
Klurift  bedienen.     Man  bilde  das  Produkt 
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dessen  einzelne  Glieder  die  Form  haben 

D<J«  df^ÄJ,    woe  +  c,  —  in  —  t,     «i-f«3=«», 

und  wähle  daraus  diejenigen  Tenne,    in  denen   e^  +  ^ "»» iS?,  mit 
der  Summe  J^^  dann  wird 

m 

So  findet  man 

«1  =  a^  d*"  -  *  dl  +  o^  d™  -  '  (m  *i  ^,  +  €)  • .  • 

Bedenkt  man  nun,  daß  die  Gleichung  (f^fi^xa)=  fiia)   ge- 
sohrieben  werden  kann: 

w&hrend    der    Übergang    von    x  und   ^    zu    g  und  <y    einer  Yer- 
tauschung  von  i  6^  6^  6^  mit  ^s  ~~  ^i  ~~  ^i  ^  entspricht,  so  folgt  aus 

a  «  F{a  d  d^  d,  d,)  die  Gleichung  as'^  =  J^(a  d,  -d^  -d,  d). 
Man  kann  folglich  setzen 

«•~ao=(~0'"dy/-(-i,  «)-«id?-ma,dy-id,±.-. 

e-an,  =  d«f(-^,  a)=.(~ir{«^d«-m(tid?-M±...} 

n.  s.  w. 

Eine  leichte  Bechnnng  ergibt  ferner  die  Werte 

und  allgemein,  so  lange  t  nicht  m  resp.  n  flbersteigt: 
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Man  kann  auch  schreiben 

n.  8.  w.     Aus  vorstehenden  Formeln  erh&lt  man  für  £  »=  o : 

*^fl(o)=««w-*7-»'{«i»i/'(^)+^«^,-*^,-v,(J)-+^/(o(J)} 

und  durch  Yertauschung  von  d  und  d^,  d,  und  d^: 

^.Ko)»«..=d?-*M»i»j/'(^)-^**i-**i-v,(^)---+(.iy^^^^^ 

5. 

So  lange  die  Funktionen  f  und  ^  oder  deren  Koeffizienten 
a  and  h  von  einander  völlig  unahh&ngig  sind,  gilt  das  Gleiche 
Ton  den  transformierten  Funktionen  fp  and  %.  Im  entgegen- 
gesetzten Falle  aber  kann  man  sich  die  Aufgabe  stellen,  die 
Koeffizienten  h  dergestalt  als  rationale  Funktionen  der  a  zu  be^ 
stimmen,  daß  x  aiiB  9  ebenso  hervorgeht,  wie  ^  aus  A  mit 
toderen  Worten,  daß  die  Koeffizienten  ß  in.  %  doroh  die  näm- 
lidi«!  Funktionen  der  o  in  g»  ausgedrückt  werden.  Um  hierbei 
nicht  auf  selbstverständliche  Fälle,  wie  ^  »  /^  u.  dergL  beschränkt 
zu  sein,  wollen  wir  die  Aufgabe  für  6  »  i  behandeln,  oder  be- 
stimmter ausgedrückt,  eine  gewisse  Potenz  4er  Substitutions- 
determinante als  Faktor  zulassen;  femer  sollen  die  Koeffiizienten  h 
als  homogei%e  gange  Funktionen  der  a  bestimmt  werden. 

Ein  einfaches  Beispiel  Uefem  die  Funktionen 

^ (fl?)  =  (aj -- 000,)^?* + (Ol  o, -- aoOj)  0? -I- oj  -  Ol  o,  =  »0^* -f  2  61  aj -f  V 

Denn  man  erhält  durch  eine  leichte  Rechnung: 

«b  =  flo*'  +  301**^8  +  302**1  +  08*1 
14  -  a^d^S^  4-  Oi*(3did,  +  «)  +  a,d,(3dds  -  «)  +  ö»*?*8 
14  =  a^iS{  +  01*1(3**8  -  0  +  o,*,(3*i*,  +  e)  +  OjdjdJ 
«8  =  Oo*J  4-  30i*J*8  -f  308*1*1  +03*», 
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wenn 

^V«  -  «oS*  +  3«i6*  +  3«i6  +  «i  -  ^1 
und 

gesetzt  werden. 

Wenn  vermOge  der  Subsütation 

ans  den  Oleichongen 

durch  Einf&hrung  der  Eoefiizienten  a  und  a  eine  Gleichung 
hervorgeht  von  der  Form 

die  Eoe£Bzienten  j3  -«  Fdu^  o^ . . .  Om)  —  a  &lso  ebenso  durch  die  a, 

wie  die  6  «-  Fia^  o^  . . .  Om)  -"  a  durch  die  a  ausgedrftckt  werden, 
so  nennt  man  g  eine  KWHXricnUe  der  Funktion  oder  Form  f. 
Sind  die  Funktionen  JF"  homogene  Ausdrücke  ihrer  Argumente 
Ton  der  fiten  Dimension,  so  heifit  g  eine  Kovariante  Ton  der 
fiten  Dmension^  Tom  nten  Orade  und  mit  dem  GewidUe  p. 
Läßt  man  in  der  Gleichung  ^q^g{xh)  ^  g{lfS)  die  Yariabeln 
X  oder  (  yerschwinden  oder  unendlich  werden,  so  ergeben  sich 
die  Relationen 

Durch  Differentiation  aber  erhält  man  wegen  Hinzutritts  des 
Faktors  tf 

Im  Torstehenden  Beispiel  ist  g  eine  Eoyariante  von  der 
zweiten  Dimension  und  dem  zweiten  Grade  mit  dem  Gewichte 
j>  -»  2.    Für  f^g  wird  f  seine  eigene  EoTariante  mten  Grades, 
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▼on  der  ersten  Dimensioii  und  dem  Gewichte  J9 »  o.  Im  All- 
gemeinen wird  das  Gewicht^) 

denn  da  die  a  von  der  Dimension  m  in  Bezng  auf  die  Eoeffi- 
Besten  d  sind  und  die  ß  von  der  Dimension  zp  -{-ny  so  hat 
man  2j>  +  n »  m^i.  Folglich  wird  in  Bezug  auf  den  Modul  2 
mft,  =  n,  und  es  muß  bei  jeder  Eoyariante  oder  Invariante  fOr  m 
tmgerade  der  Grad  n  =  fi  und  für  m  gerade  n  =  o  mod  2  sein. 
Oder  mit  anderen  Worten:  eine  Eovaxiante  Ton  f  ist  nur  dann 
Ton  ungeradem  Grade,  wenn  m  und  fi  gleichzeitig  ungerade  sind. 
Eovarianten  nullten  Grades  heifien  Invaria/nten,  weil  sie 
Ton  der  Variablen  x  unabhängig  sind.     Für  n  »  o , 

wild  neben  Q^fx  >■  9»!  die  Invariante  &  von  der  Dimension  f* 
und  dem  Gewichte  p  ^  \fn(i  die  Gleichung  erfOllen: 

«*      ff  -  Xl  =  XO  =  F{ei^  «1  . . .  aj. 

Ferner  heifit  analogerweise  h  eine  simultane  Kovariank  der 
beiden  Formen  f  und  g^  vom  Grade  l  und  dem  Gewichte  g, 
wenn  fllr 

(rf(xa)^fpi^nia),  ^-^(^w-xi-i^dij), 

die  Eoefißzienten  c  ebenso  von  den  a  imd  &,  wie  die  ^^  von  a 
imd  /3  abhängen.  Sind  die  c  homogene  Ausdrücke  von  der 
Dimension  fi  in  Bezug  auf  a,  v  in  Bezug  auf  5,  so  erhält  man 
das  Gewicht  ^_j./^„j_^..     a 

imd  für    %  a  Ä(«,  a,  h)     wird   - ^  =  Ä(|,  a,  /?) «  ««^'Ä(a?,  a,  b). 

Selbstverständlich  gehören  die  Eovarianten  von  f  oder  g  allein 
auch  ZQ  den  simultanen  Eovarianten  beider  Fimktionen,  aber 
nicht  umgekehrt. 

i)  Von  anderen  Autoren  wird  p  als  der  Index  und  statt  dessen 
die  GrOße  -^(rnft  +  n)  als  das  Gewicht  der  Eovariante  bezeichnet,  auch 
finden  sich  die  Benennungen  Qrad  und  Dimension  (oder  Ordnung)  ver- 
tanschi  Yergl.  z.  B.  Salmon-Fibdleb  Algebra,  Art.  146,  FaI  di  Bruho- 
WiLTiB  Binäre  Formen,  S.  103.  Die  jetzt  allgemein  adoptierten  Be- 
nennungen Invariante,  Kovariante  und  Dishriminante  rühren  von 
Btltistsb  her. 
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6. 

Als  BeiBpiel  fttr  eine  simultane  Invariante  von  f  und  g  mit 
dem  Gewichte  q »  \{^fi^  +  mv)  entwickeln  wir  die  sogenannte 
BesüUanie  der  beiden  Funktionen,  deren  Verschwinden  der  Eli- 
mination der  Variablen  x  aus  den  Gleichungen  /*>-> g^o  entspricht. 

Wenn    die    Funktionen    fx   und   gjf    eine    gemeinschaftlicbe 

Wurzel  haben,  so  wird  x^  =  y^  und  JJ.Jßi  —  yi)*=^o.  Das  Pro- 
dukt JJ.,  ist  eine  ganze  symmetrische  Funktion  der  Wurzeln 
von  f  und  g^  so  daß  nach  den  Prinzipien  der  Algebra 

durch  eine  ganze  homogene  Funktion  der  Koeffizienten  a  und  b 
von  den  Dimensionen  ft  »  n  und  v  «  m  ausgedrückt  wird.  Diese 
fuhrt  den  Namen  der  BesuUante 

B(fg)  =  (-ir''B(gf) 

und  bleibt  —  eventuell  abgesehen  von  einem  zu  bestimmenden 
Faktor  —  invaricmi  bei  einer  linearen  Transformation  der  Vari- 
ablen X,  weil  wenn  B'^^Bi^px)  den  Wert  der  Resultante  nach 
der  Transformation  darstellt,  beide  Gleichungen  jB»o  und  12'»  o 
die  Bedingung  ffir  ein  gleichzeitiges  Verschwinden  von  f  und  g 
enthalten. 

Man  findet  sogleich  durch  direkte  Rechnung 

folglich 

Nun  hatten  wir  fftr  $»00,  X'^-g-j  C^Oy  ^i^Tf  mithin 
gibt  die  Gleichung  ^tp^^t^fxi 

(J;)   «0  =  «"•  fC^)    oder     «,  -  «(b/7/*  -  rf,«,)  -  «(o/7«« 
and  analog 

Die  Substitution  dieser  Werte  liefert 

oder 
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i   h.    die    Resultante    B    ist    eine    Inyaxiante    vom    Gewicht 
q  =  mn. 

Bei  dieser  Ableitung  ist  yorausgesetzt,  daß  R  simultane  In- 
Tariante  der  beiden  Funktionen  f  und  g  sei.  Sind  jedoch  die 
Koeffizienten  &  in  ^  durch  die  Koeffizienten  a  m  f  bestimmt,  so 
wird  die  Eliminationsresultante  allein  Yon  den  a  abhängig  und 
kann  nur  als  Invariante  von  f  bestimmt  werden.  Dieser  Fall 
tritt  z.  B.  ein  für 

g^f,  =  -^f\     »  =  w-l, 

wobei  B{fQ  durch  a^  teilbar  und  erst  nach  Abtrennung  dieses 
Faktors  eine  Invariante  von  f  wird.     Wir  schreiben  jetzt 

und  nennen  D(f)  die  DisJcnmincMte  der  Funktion  f.  Hier  durch- 
läuft  in  JJ.j,    »  die  Werte   von    i  bis  w,   k  von  i   bis  w  —  i, 

wfthrend  in  TJ'    i  und  k  zwei  verschiedene  Werte  von  i  bis  n> 

bedeuten,  wodurch  gleichfaUs  mim—  r)  Faktoren  entstehen.  Da 
Yon  diesen  je  zwei  einander  entgegengesetzt  sind,  so  wird  für 

— r —  verschiedene  Wertepaare  »  >  ä,  wie  durch  JJ*  bezeichnet 

worden  soll: 

D«(«  =  (-  i)"~^;^«S"-»/7,l  (*«  -  *«?*• 

Obgleich  die  Gleichungen  f^y^^  —  o  und  fxj^'^o  im  Allgemeinen 
Terschiedene  Wurzeln  haben,  so  wird  doch  bekanntlich  für  Xi  =  Xj^ 
such  fl?t  =  yjt,  so  daß  JJ  JJ'  und  JJ*  gleichzeitig  verschwinden. 
In  der  Tat  erhält  man  wegen 

Auch  überzeugt  man  sich  leicht,  daß  die  Diskriminante  JDmif) 
eine  Invaricmte  vom  Gewicht  p  =  m(in—  i)  und  der  Dimension 
fi»  2(111—  i)  darstellt,  wenn  man  wieder  ausgeht  von  der  Gleichung 
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Hier  ist  offenbar 

folglich  wegen 

q.  e.  d. 

Es    mögen    hier    noch    beispielsweise   die   Werte    der   Dis- 
kriminanten  für  m  «  2,  3,  4  angeführt  werden.     Man  erhält 
Benutzung  der  Potenzsnmmen 


*»*S|«f»       Sm 


fOr  m»  2: 


8. 


8^ 


8. 


8m-l 


8f     .  .  .    Äj 


*m-l     *m    •  ■  •    'SiN-i 


W'i  -  ^* 


=  — //  —  OoOj  — OiOiJ 

für  m-=  3: 

=  i6töS{^-'9«}%  +  2isJ4-3s;+8s>s^-36Äifl^S5  +  i8s;} 

=  J" «  (O^O,  -  OoO,)'  -  4(0101  -  Oo^iXosOi  -  OiO^ 

-  400«!  -  3ö?öi  +  «0«!  -  ^«o«i«8^  +  4«;a8 ; 
für  m  —  4: 

WO    ihrerseits    &   und    JET   die   Invarianten    zweiter   und    dritter 
Dimension  bedeuten: 

«  30101  -  4«ia»  +  «0^4» 

JST«  jg-j^oJIs«-  12  5*«,  + 39^4-345»+  I2SJS,~ 

-  3651%%  -  24«J  -  18^54  +  T^^^a] 

ao  Ol   Ol 
«I  «1  fl» 

«1    «8    Ö4 

Zwischen  den  Inyarianten  JQH  und  JT  besteht  die  identische 
Relation: 


—  n.n^  —  ii'/i.  —  /i? 


%a^a^  +  2010,01  -  %al  -  ojo^  -  oj 
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7. 

Ah  ganze  Funktion  der  Koeffizienten  von  f  IfiBt  sicli  jede 
Eovariante  oder  Invariante  g  auch  durch  eine  ganze  symmetrische 
Fnnktion  der  Wurzeln  x^  darstellen.  Diese  Funktionen  kOnnen 
aber  nur  von  den  Differeneen  x  —  x^  und  xj  —  x^  abhftngen,  weil 
die  Substitution 

liefert,  also  eine  Änderung  von  x  um  eine  Konstante  ohne  Einfluß 
bleibt    Mithin  darf  man  setzen 

wenn  ^  eine  symmetrische  Sunune  und  JJ^  das  Produkt  der 
— WurzeldifPerenzen  bedeutet,  so  daß  die  Summe  ^  sich 

auf  Produkte  von Faktoren  erstreckt. 

Fragt  man,  auf  welchen  Grad  in  Bezug  auf  eine  Wurzel  Xi 
jeder  Term  der  symmetrischen  Sunmie  steige,  so  hat  man  aus 
dem  Produkt  JJ  die  m  —  i  Faktoren  auszuwählen,  ffir  welche 
;  oder  k  gleich  i  wird.     Sei  nun  2^ »  S  hk  die  Sunmie  der  ent- 

sprechenden  Exponenten,  so  erhält  man  fOr  den  Exponenten  von  x^ 
den  Wert  k^  +  Z^,  und  es  l&ßt  sich  leicht  zeigen,  daß  dieser  van  % 
mabhängig  sein  muß,  wenn  die  Qleichung 

bestehen  soll.     In  der  Tat  ergibt  die  Substitution 

(fQi(X  -  «^  «  €(£  -  S<)      und      QfQt(Xj  -  a?^)  =  €(J^  -  gj) 

nebst 

«6  =  <hll^i    oder  ,  e^Oo  =  «b/7^< 

Folglich  wird  nicht  allein  S^i  "==  ^9  sondern  auch 
S^yi— jP     und     (ü»A;^  +  ^ii     weil 
/f>>^4)'>*=/Z,9}'     nebst  Sl,=  2S?^*=2i>, 
nachdem  wir  durch  l^  den  Exponenten  von  q^  in  JJ*  bezeichnet 
baben.    Es  ?Fird  also  von  der  symmetrischen  Summe  ffir  g{xä) 
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erfordert,  daB  jeder  Term  derselben  in  Bezug  auf  jede  Wurzel  ^i 

m 

der  Funktion  f{x)  vom  Grade  ft  sei*) 

Selbstverständlich  liefert  ein  Aggregat  solcher  symmetrischen 
Sunmien  gleichfalls  eine  Eovariante  von  /*,  wenn  Grad  und 
Dimension,  also  auch  das  OewicM  der  Einzelsummen  überein- 
stimmen. Wir  dürfen  noch  bemerken,  daß  fOr  eine  Invariante 
in  dem  allgemeinen  Glied  der  symmetrischen  Summe  der  Faktor  JJ, 

fehlt,  also  A;^ » o,  Z^  ^  fi  werden,  sowie  daß  die  Eovariante  g 
durch  f^'  teilbar  wird,  wenn  k'  den  kleinsten  der  Exponenten  k^ 
bedeutet  Schreibt  man  also  k^—  k'  für  Ä;,.,  so  bleibt  die  sym- 
metrische Summe  kovariant  und  sinkt  auf  den  Grad  n  —  Ä:'m, 
Dimension   fi  —  k\   während    das    Gewicht  p    unverändert   bleibt. 

8. 
Setzt  man  bei  einer  Eovariante  g  von  f 

so  ist  nicht  allein 

m  m 

S  Ä;^  =  ^ ,     sondern  auch     S  •*!  —  JP  +  *  • 

•'»0  0 

In  der  Tat  erhält  man  für 

oder 

Sikf  =  fiifi  —  n  —p  -|-Ä«=jp  -h  k. 

i)  Durch  YertauBchung  von  m  und  f»  entsteht  der  sogenannte 
Stlvbbtbb  -  HsBUiTBBche    Be£iptrozität88(Ue ,    nach    welchem    jeder   Eo- 

n  /i  m  nm  fi 

Variante  gixa)  von  f(x)  eine  Eovariante  g{xa)  von  fix)  entspricht, 
wiüirend  n  und  p  unverändert  bleiben.  Folglich  besitzt  eine  Form 
mten  Grades  ebenso  viele  Eovarianten  ftter  Dimension,  wie  eine  Form 
fiten  Grades  Eovarianten  «nter  Dimension:  da  die  entsprechenden 
Eovarianten  zugleich  vom  nämlichen  Grade  und  Gewichte  sind,  so 
müssen  speziell  auch  die  Invarianten  als  solche  einander  entsprechen. 
Wegen  des  Beweises  müssen  wir  auf  die  Abhandlungen  von  Stlvsstsb 
und  Hebmitb  in  Bd.  8  u.  9  des  Cambridge  and  Dublin  Mathemat. 
Journal  verweisen. 
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Man  schließt  daraus,  daß 

und  durch  Yerbindung  beider  Oleichungen: 

S(«i-Oa..f|-(pH-n-Ä)6,.^) 
Ebenso  irird  fOr 

gefunden,  nebst  den  Differentiah^lationen 

S«a,|j  +  S«6,l^  =  (g  +  *)c,  (A) 

S(^-.,-)a,|^  +  S(w-f)6,||«(gH-J-Ä)c4.  (B) 

Für 

«*J>     d-d,  =  o,      dj-Äj-i,     €  =  -i,     ^  =  S 

ist 

folglich  geht 


fc«-*  =  (-i)^SfaJ^af'«-»  .  . .  a! 


m 


ans  6|  durch  Umkehr  der  Beihenfolge  der  Exponenten  k^  (oder 
der  Koeffizienten  a)  unter  Hinzutritt  des  Faktors  (—ly  hervor. 
Entsprechend  erh&lt  man 


i)  Weiter  kann  man  anmerken,  daß  in  Bezug  auf  den  Modul  2 

miÜiin 

gü;^^.  ejp  +  it  +  f»^    sodaß  fOr    A;  =  n  =  tfifi  mod  2 

in  den  betreffenden  Gliedern  der  Kovariante,  wenn  m  ungerade, 
8*1,' =  P  mid  wenn  m  gerade,  S^,-4.i  =P  »©i^  mnlb.  Für  Ä:  =  w  +  1 
tritt  j?  + 1  an  die  Stelle  yon  p. 

M»lh.-p]ijs.  KUste  1908.  16 
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Summiert  man  jetzt  die  fOr  (g  +  ä;) Cj^  und  {^  +  l'-k)c^  ge- 
fundenen Ausdrücke  (A)  und  (B)  in  Bezug  auf  k   unter  Hinzu- 

ftlgung  des  Faktors    -^  ^l^x^~^  ^   so   erhält   man    die  Formeln 

(i)    qh  +  Sk\c,s^-^^(q  +  l)h-'a^y^Sia,^^  +  8ib^^^ 

nebst 

(2)  «»  +  x*'  =  S(»-«')a,|^^  +  S(«-«)6,||;- 

Ftkr  eine  Kovariante  g  von  f  sUnn  wird  einfacher 

i»i/  +  xf|  =  S(m-i)a,|f^. 

Den  vorstehenden  Gleichungen  stehen  fthnliche  zur  Seite, 
welche  sich  durch  folgende  Betrachtungen  ergeben.  Gibt  man  x 
ein  Inkrement  dx^  so  w&chst  fx  um  f'xdXy  folglich 

Ui  um  da^^iOi^idx^     b^  um  dh^^ibi^idXj 
mithin 

oder 

(C)  Äct_,-S«a,-x|^  +  Si»*-i|f*- 

Diese  Gleichung  kann  als  eine  identische  Gleichung  zwischen  den 
Koeffizienten  a  und  b  angesehen  werden,  welche  au(di  erfOllt 
werden  muß,  wenn  man  Om-i  und  &,_;  statt  a^  und  &,•  schreibt. 
Dadurch  geht  aber  c^  in  (—  i)^Ci^k  über,  sodaß 

kCi^i^l  =  S  »Arn- 1+1  ö^ +  S»^«-t+läT 

oder 

(D)  (l"Ä)c*+i  =  S(m-f)a,-hi|j*  +  S(«-»)^+i|g- 

Die  Gleichungen  (C)  und  (D)  zeigen,  wie  aus  einem  Koeffizienten  Cj^ 
der  Kovariante  alle  übrigen  gefunden  werden. 

Multipliziert  man  wieder  (C)  und  (D)  mit  -^^'^^'^ j 
so  folgt  durch  Summation  nach  A;  wegen 
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*'=|^=S(J-*)lcia!'-*-i-SÄitCt-ii»'-* 
x(fh  -  «Ä')  =  S a  -  t)ItCt+i«'  -  »  =  SfcJj Cja:»  -  *  + 1 : 

S»*.-x||  =  *'  =  Si«,-x||  +  Si^-,|^,  (3) 

Sa-ifc)c*+i|^-a!tfÄ-«Ä')-  (4) 

Bebst  ""'  '^  * 

PJL  afc 

1    /ih 

Schließlich   kann  man  für  /^ « o:*^,  i  =  a;|  auch  schreiben: 

cx         dt 
oder 

||-S(m-f^a*+i||-hS(«-f)&,+  i||-, 

wo 

9- 
Der  Ansdrack   einer   beliebigen   (simultanen)   Kovariante  h 
Ton  f  nnd  ^   kann  mit  Hilfe   ihres  Wertes    fOr  x « o    gebildet 
werden.     Hierzn  setze  man  in  den  Gleichungen 

g>S  =  ^"*/*,     x^^if^g     und     ^J « £«^'Ä 
«  =  I  +  j ,    wodurch  d  =»  i,  ^i  =  5,  ^i  =  o,  ^j  =  i,  «  =  i,  ^  =  i 

werden,  so  ergibt  sich  fOr  \  =^  fl  u.  s.  w. 

^{  «  /"(E  H-  S)  =  f  H-  SiiU  +  54 U'  •  •  •  +  fem)?* 

Da  nun  die  Koeffizienten  in  if;  ebenso  von  denen  in  tp  und  ;^  ab- 
hängen, wie  die  c  von  den  a  und  5,  so  erhält  man  der  Gleichung 

c,  =  Ä(o)  «  Slo^aJ'  . . .  a^b^b^  •  •  •  ^^ 
entsprechend 

^-t(o)-SIf*i3f^_„...p"9^.)fl(^_„...9'", 

16» 
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oder  wenn  x  statt  |  geschrieben  wird: 

Ist  g  EoYariante  von  f  allein,  so  gelten  selbstyerst&ndlich  die 
einfacheren  Formeln 

^(o)«&^-=Sna^ö^  .    •  «5" 
g{x)  ^^nfni  fltn-x  ...  /5>,. 

Die  gefundenen  Ausdrftcke  lehren,  daß  sich  jede  Eovariante 
oder  Invariante  von  f  g  , , ,  als  ganze  Funktion  der  Differential- 
quotienten f(i)g{i)  .  . .  darstellen  läßt,  und  zwar  beträgt  die  Ord- 
nung IB  der  Differentiationen 

w  =  S  (*»  -  *)*i  +  S  («  —  0  h  =  w^  +  »v  —  g  —  ^  =  $, 

ist  also  dem  Gewichte  gleidi.  Der  Orad  der  einzelnen  Glieder 
der  Summe  dagegen  wird 

Da  nun  h  vom  2ten  Grade  sein  soll,  so  müssen  die  numerischen 
Koeffizienten  I  der  ganzen  Funktion  so  beschaffen  sein,  daß 
sich  die  q  höchsten  Potenzen  von  x  wegheben.  Die  beregte 
Eigenschaft,  daß  der  Grad  der  ganzen  Funktionen  von  fg  und 
ihren  Differentialquotienten  sich  um  ebenso  viele  Einheiten  er- 
niedrigt, als  die  Ordnung  der  Differentiationen,  oder  was  Dasselbe 
ist,  als  das  Gewicht  der  Eovariante  beträgt,  hätte  man  bei  der 
Definition  einer  Eovariante  als  Ausgangspunkt  nehmen  können.^) 

])  Selbstverständlich  kann  man  auch  von  dem  Ausdruck^  für 
ausgehen  und 

Ci  =  (—  Vft  S  Oa*ma*m  -  X  . . .  al^Wn  h\n-  \   .  .  .  Ih 

setzen,  wodurch 

h{x)  =  (-  !)•  S  Of^o  /^*t  . . .  f^S)^^i  •  •  •  flfc) 
henrorgebt.    Hier  wird 

während  der  Grad  der  einzelnen  Glieder 

S  (w  —  f)*^  -h  S  (»  -  *)^-  =  «»f*  +  «»  —  3  =  3  -f  J 

erhalten  wird,  also  mit  den  oben  abgeleiteten  Resultaten  in  vollem 
Einklang. 
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In  dem  Summenausdruck  f^  h  hat  a;'+^  den  Koeffizienten 

folglich  ergibt  sich  die  Gleichung 

Sl-o, 

auBgenommen  den  Fall  g  >»  o  oder  Ä;^  -»  ^  ^»  *°  ^)  d.  i.  ^a;  «  f^9^* 
Wenn  fftr  ö'>  i  auch  der  Koeffizient  von  fl?'+«-i  verschwinden 
BoU,  so  erhält  man  die  Bedingung 

Ist  non  h  Kovanante  von  f  allein,  so  wird 

mithin  bleibt  alsdann  das  Verschwinden  von  SI  die  ausreichende 
Bedingung,  woraus  zu  schließen,  daß  das  Gewicht  q  der  Ko- 
vanante einer  ganzen  Funktion  überhaupt  nicht  der  Einheit 
gleich  sein  kann.  Wir  werden  bald  zeigen,  daß  nicht  bloß  die 
Simmie  S I  der  Koeffizienten  in  Ci ,  sondern  aUgemeiner  8 1  in  Cj^ 
verschwindet.  Man  kann  femer  bemerken,  daß  die  Funktion 
{a^X'\-a^y^   außer  sich  selbst  gar  keine  Kovariante  besitzt,  weil 

ftr    /"«(Oo« +  «!)"•,    a,«aj»-»ai     und     /(o  =  aiC^o^  +  «i^'S 

also  h  wegen  S I  =  o  identisch  verschwindet. 

Wenn  h^h^  . .  verschiedene  Kovarianten  bezeichnen,  zwischen 
deren  Nullwerten  eine  algebraische  Gleichung  stattfindet,  so  be- 
steht dieselbe  Gleichung  auch  für  variable  Werte  von  x.  Denn 
jede  identische  Gleichung  zwischen  den  Koeffizienten  a  und  b 
bleibt  identisch,  wenn  man  f(i)  und  g^i)  statt  Om-i  nnd  bn-i 
schreibt.  Aus  gleichem  Grunde  kann  man  aus  der  Gleichung  (D) 
des  vor.  Art.,  welche  ffiar  k^l 

^      o,         .,  dh(0)  ,  o,        ^.        dh(0) 

ergibt,  durch  Einführung  von  /(/)  und  ^(i)  die  weitere  Gleichung 
ableiten 

Diese  Relationen  können  zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  (  im 
Amdmck  von  h  benutzt  werden. 
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lO. 

Für  die  Bildung  Ton  Kovarianten  mögen  hier  nodi  einige 
Yorschriften  Yon  allgemeinerer  Natnr  entwickelt  werden,  welche 
häufig  Anwendung  finden.  Wenn  g  eine  Eovariante  von  f  (Ge- 
wicht p  =  y(mfi  —  ft))  nnd  h  eine  Eovariante  oder  Inyariante  von 
g  (Gewicht  g»  j(fiv— {))  bedeutet,  so  wird  auch  h  Koyariante  oder 
Invariante  yon  f^  wobei  das  Gewicht  r^^vp-hq  und  die  Dimension 
fi  +  V  hervorgeht.     Dies  folgt  sogleich  aus  den  Gleichungen 

q'^f{xa)^f{iu),    tP^g{xlk)^g{^p)    oder    « V^(«?»)  =  ^(1«) 

i'P'^iq^hixc)  =  Ä(5y)  =  e^^hixa)  -  Ml  a). 

Denn  da  y^  von  ß'  ebenso  abh&ngt,  wie  c  von  b  (n&mlich  durch 
Ausdrücke  von  der  vten  Dimension),  und  ß »  s^ß'  von  a,  wie 
b  von  o,  so  hängt  auch  y  =  B^^y'  von  a  ebenso  ab,  wie  c  von  a. 
Ebenso  ?Fird  jede  Eovariante  h  eines  Produktes  fg  ^p 
simultane  Eovariante  der  beiden  Faktoren  f  und  g  vom  Gewicht 
g  —  ^(m  +  «  —  ^,  wie  die  Gleichungen 

(rf(xa)^ma)^ip,     irg{xb)^g{iP)^x,     €*e'M«c)-Ä(gy) 

zeigen.     Denn  da  durch  Multiplikation 

(l^  +  *fg^q>1     oder     ^"^  *+""})  (a;  d)  =  J)(|d) 

erhalten  wird,  und  y  von  <^  ebenso  abhängen  soll,  wie  c  von  <i, 
so  muB  neben  d  auch  y  von  a  und  ß  ebenso  abhängen  wie 
d  und  c  von  a  und  5. 

Ein  einfaches  Verfahren,  um  zu  zwei  Funktionen  f  und  g 
eine  Eovariante  ^  abzuleiten,  beruht  auf  dem  von  Gobdak  und 
Clebsch  sogenannten  Überschiebfmgsprojsesse: 

»  -  i^p  -  ^f9'  -  f,9  -  fg,  -  \!9\. 
denn  mittelst 

erhält  man  sofort 

Damit  ist  eine  simultane  Eovariante  h  vom  Grade  m-\-n'-  2 
und  dem  Gewichte  g »  i  bestinunt,  während  die  beiden  Funktdonen 
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f  und  g  als  yon  einander  unabhängig  vorausgesetzt  werden.  Die 
Koeffizienten  in  h  sind  dann  bilineare  homogene  Funktionen  der 
a  und  h. 

Sollte  jedoch  g  selbst  als  Eovariante  von  f  (oder  von  noch 
weiteren  Funktionen  /j)  mit  dem  Gewicht  p  =  y(twfi  -f  w^f*^  —  «) 
gegeben  sein,  so  ist  h  als  Eovariante  der  nftmUchen  Funktionen 
la  bezeichnen,  deren  Gewicht  durch  den  Hinzutritt  des  Faktors  e^ 
in  den  Gleichungen  fftr  g  und  g,  auf  g  =  jp  +  i  steigt.  In  der 
Tat  ergibt  sich  in  Bezug  auf  die  Koeffizienten  von  f  die  Dimension 
A  =  fi  +  I ,  folglich  wegen  Z  =  m  +  »  —  2 

q  =  \{mX  +  Wjjx^k  -  I)  =jp  -f  I. 

Man  überzeugt  sich  femer  auf  demselben  Wege,  daß  die 
Dberschiebung  zweier  beUebigen  Kovarianten  [gfH^h  stets  wieder 
eine  Eovariante  h  von  f  liefert,  indem 

Ton  der  Dimension  (i  +  }i  hervorgeht.  Wir  bemerken  zu  gelegent- 
lichem Gebrauche  die  Identitäten 

IfMgh]  +  [gßihß  +  [hj]ifg]  =  o. 

Als  weitere  Verallgemeinerung  hat  man  die  Kovariante  der 
i'tm  Überschiebung 

eingeftQurt,  wobei  weder  f^k)  noch  g^k)  einen  verschwindenden 
Nenner  bekonmien,  also  k  weder  m  noch  n  übersteigen  darf. 
Anch  hier  findet  man 

also  ist  A  eine  —  von  Clebsoh  als  einfach  bezeichnete  —  Ko- 
Tuiante  von  f  und  g  vom  Grade  m-hn—  2h^  mit  dem  Gewichte 
q^k  und  mit  bilinearen  Koeffizienten.  Ist  dagegen  g  selbst 
Kovariante  vom  Gewicht  p,  so  erhöhen  sich  Dimension  und  Ge- 
wicht auf  il  =  fA  +  I  und  q  =  j>  -h  k.  Für  Ä  =  o  ist  h'^fg^  was 
man  als  nuXUe  Überschiebung  bezeichnen  kann. 

Um  ein  naheliegendes  Beispiel  zu  geben,  setzen  wir  einfeich 
P~A  JP  =  Oj  wodurch  die  Eovariante 

Ifßi-ffik)  -  kJrfik^D-^-hfnfik-f)  +  ••' 
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hervorgeht,  welcher  Ausdrack  all^:^gs  f&r  ungerade  Werte  von  k 
identisch  verschwindet,  ah^  für  g&rade  k  auf  den  2  (m  —  &)ten 
Grad  steigt,  mit  dem  Gewichte  k  und  der  zweiten  Dimension. 
¥f^  k^m  gerade  liefert 

\ff]m  ^  ff(fn)  -  ^ftf(m-l)  +  5s/),/(m-2)  +  ' '  " 

TW  • 

den  Ausdruck  einer  Invariante  2G  vom  (Gewicht  m  und  der 
zweiten  Dimension,  w&hrend  die  Variable  x  ganz  herausgegangen 
ist.     Mithin  erh&lt  man  fOr  a;  «  O: 

26?  —  a^jO^  — ÄjOiOro-i +Ä|a,am-iHh  etc. 


II. 

Selbstverständlich  gestatten  die  hisher  angestellten  Betrach- 
tungen über  Eovarianten  oder  Invarianten  ganzer  Funktionen 
Verallgemeinerungen  nach  mehrfacher  Richtung,  namentlich  bei 
Vermehrung  der  Anzahl  der  Vahabeln.^)  Wir  beschranken  uns 
jedoch  in  dieser  Beziehung  auf  die  Erwähnung  des  einfachsten, 
auf  die  lineare  Transformation  beliebig  vieler  Variabein  bezüg- 
lichen FaUes.  Die  elementare  Auflösung  eines  Systems  linearer 
Gleichungen  von  der  Form 

SafXi-y^     gibt     Ärc^-S-^fy», 

i  k 

WO 

i)  Um  gewissen  S&tzen  und  Ableitungen  formell  eine  grOAere 
Übersichtlichkeit  und  Eleganz  zu  verleihen,  hat  man  homogene  Aus- 
drücke mittelst  Einführung  einer  neuen  Variablen  y  zu  Grunde  gelegt, 
also  statt  der  Funktion  fx  die  binäre  Farm  f(xy)  als  Ausgangspunkt 
gew&hlt.    80  erhUt  man  z.  B.  filr 

f^a^a^-^niia^af^-^g^l^a^ar'^y*--  +  a^y* 

^       mn'^dxdy      dyox^      mndixy)^ 

sodafi  die  Eovariante  h,  nach  Weglassung  des  Faktors  y^S^i^-S^^p^ 
mit  der  Funktionaldeterminante  der  Funktionen  f  und  g  nach  x  und  y 
übereinkommt. 
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die  Determinante  des  Systems  bezeichnet.     Führt  man  nnn  die 
haeare  Trassfoimation 

^i  =  S*fS*     aus,  wodurch     y*-SafS< 

k  i 

herrorgehen  mag,  so  folgt 

k 

imd  hier  ist  nach  einem  bekannten  Satze  der  Determinantentheorie 

P  *=  « J8 ,     wenn     «  =  |  ^* 


die  Determinante  der  linearen  Substitation  bedeutet,  d.  h.  B  ist 
eine  Inyariante  der  linearen  Funktionen  y^  »  fx^  vom  Gewicht  i. 
Es  ist  bereits  bemerkt  worden,  daß  ein  Aggregat  von  Eo- 
vananten  nur  dann  kovariant  bleibt,  wenn  die  Summanden  das 
nftmliche  Gewicht  besitzen.  Da  das  Produkt  zweier  (oder  mehrerer) 
Eovarianten  h\  =  h^  offenbar  eine  Kovariante  liefert,  deren  Ge- 
wicht durch  die  Summe  der  Gewichte  der  Faktoren  gegeben  ist 
(und  umgekehrt  wird,  weim  h^   und  h^  Kovarianten  sind,  auch 

der  Quotient  ^  =  ^  eine  solche),  so  können  wir  den  Satz  aus- 
sprechen: Bildet  man  eine  ganze,  mit  unabhängigen  (numerischen) 
Koeffizienten  versehene  Funktion  verschiedener  Eovarianten,  so 
entsteht  nur  dann  eine  Eovariante,  wenn  die  Gewichte  der  ein- 
zelnen Terme  die  nämlichen  sind.  Auch  dürfen  wir  der  Einfachheit 
halber  aunehmen,  daß  jene  Funktion  in  Bezug  auf  die  Eoeffizienten 
homogen  (und  folglich  in  ihren  einzelnen  Termen  auch  von 
gleicher  Dimension)  sei,  da  entgegengesetzten  Falles  die  homo- 
genen Gruppen  der  ganzen  Funktion  auch  getrennt  als  Eovarianten 
aufla^n.     Betrachten  wir  z.  B.  den  Ausdruck 

isml 

und  sei  für  die  Eovarianten  g^ 

f*  — A— I,    «  — l  — m+2»,    p^q  —  ij 

80  ist  ^  eine  Eovariante  von  /*,  Dimension  l,  Grad  Z,  Gewicht  q. 
Da  die  Anzahl  aller  zu  gegebenen  Funktionen  gehörigen 
Kovarianten  offenbar  unerschöpflich  ist,  so  fragt  es  sich,  wie  viel 
mtUMngige  Eovarianten  ejastieren,  zwischen  denen  keine  alge- 
braische Gleichung  stattfindet    Daß  deren  Anzahl  nur  beschränkt 
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sein  kftnn,  erhellt  schon  ans  dem  umstände,  daB  die  Anzahl  der 
eingehenden  Argumente  eine  begrenzte  ist,  und  z.  B.  in  f{xd) 
nur  m  +  2  beträgt.  Wenn  diese  aus  der  hinreichenden  Anzahl 
von  Eoyarianten  eliminiert  werden,  so  gehen  algebraische 
Gleichungen  zwischen  den  Eoyarianten  hervor.  Dasselbe  gilt  im 
Falle  simultaner  Eoyarianten  yon  der  Elimination  der  Argumente 
der  übrigen  Formen.  Die  analoge  Schlußweise  läßt  sich  auf  die 
Darstellung  der  Eovarianten  durch  Differentialquotienten  in  der 
Form 

anwenden.  Mittelst  m  +  w  Eoyarianten  h  mfissen  sich  jedenfalls 
die  m  +  n  Größen  f{()  nnd  g^i)  eliminieren  lassen,  so  daß  abge- 
sehen yon  f  und  g  die  Anzahl  der  imabhängigen  Eoyarianten 
n»  +  n  nicht  übersteigen  kann.  Im  Folgenden  wird  sich  jedoch 
ergeben,  daß  ein  vollständiges  System  tmahhängiger  Kovairicmten^ 
abgesehen  wiederum  yon  den  Funktionen  f  und  g  selbst,  nur  ans 
w  +  n  —  I  (simultanen)  Eoyarianten  besteht,  während  bei  emer 
Form  fx  sich  alle  Eoyarianten  algebraisch  durch  m—  i  (resp.  m) 
unabhängige  Eoyarianten  ausdrücken  lassen.  Sofern  diese  alge- 
braischen Ausdrücke  rational  sind,  nennt  man  die^  unabhängigen 
Eoyarianten  des  betreffenden  Systems  associiert.  Man  hat  aber 
weiter  nachgewiesen,  daß  sich  durch  Hinzunahme  einer  endlichen 
Anzahl  weiterer  Eoyarianten  sogenannte  yollständige  Systeme 
irreduktibler  Eoyarianten  bilden  lassen,  welche  die  Eigenschaft 
besitzen,  daß  jede  Eoyaiiante  sich  als  ganze  Funktion  der  irre- 
duktibeln  Eoyarianten  ausdrücken  läßt.  Auf  die  betreflfende 
Theorie  von  der  Endlichkeit  der  irreduktibeln  Formensysteme^ 
welche  yon  Go&dan,  Mertens,  Hilbert  u.  A.  begründet  worden 
ist,  und  eigentümliche  Schwierigkeiten  bietet,  werden  wir  jedoch 
hier  nicht  näher  eingehen. 


12. 

Zur  Aufstellung  eines  yoUständigen  Systems  assocUerter  Eo- 
yarianten führt  der  HERMiTESche  Fundamentalsatz  ^),  zu  welchem 
man  durch  die  folgenden  Betrachtungen  gelangt. 


i)  Grelles  Journal  Bd.  52^  S.  23,  mit  der  Bemerkung   „Vaici  ce 
gu'ü  m'a  4U  donni  de  trouver  aprU  de  longues  miditaUons  sur  ce  m^et,^ 
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Ffir  eine  Eovariante  hx  kann  man  mittelst  des  Nullwertes 
h{o)  einen  ähnlichen  Ausdrack  wie  Art.  9  ableiten,  wenn  man  in 
den  Gleichungen 

welche  Ar  qx^  8^  +  i^  identisch  werden, 

*  =  I»  'i  =  E^-fi  *s=i»  ^5  =  f/>  mithin  ^-|  +  f,,  f-f 
substituiert.     Dann  tritt  an  die  Stelle  von  x 

8i+s,  f 

nnd  man  erhält  durch  die  Entwicklung  nach  den  Potenzen 
Ton  I,  wenn  man  zugleich  x  für  £  schreibt: 

Hier  ist 

f,  —  f,f,  +  ff„  —  VQ, 

U iff+  ^fÜfn  -  ^f^f.fn,  +  ffnn  ,-■■ 

Da  die  Summe  der  Koeffizienten  o  ist,  so  überzeugt  man  sich 
locht,  dafi  für  f{{f  =  (.x+i)^~'  oder  a^  =  i  die  s&mtlichen  f{ 
Tenchwinden.     Feiner  erh&lt  man 

ii-f,9-f9,'lfaii,     %t'f*.9-2ff,9,  +  f*g„,  ... 
ii  =  f:9-iiff!-'ff,  +  i,f*f.'-'9.-'hf'f:-'9m-+(-^)'f*9w 

\'f^-kffi-^\  +  i,f*f*-*K-i,f'f!-'K-'+(-  •)'y»(o 

Auch  ist  ohne  Weiteres  klar^  daß  man  in  der  vorstehenden  Ab- 
leitung die  Funktionen  f  und  g  mit  einander  vertauschen,  also 
die  entsprechenden  Ausdrucke  von  f^  und  g^  bilden  kann.  Bedenkt 
mm  nun,  daß  jetzt 

^i=^ffi^     «0-/»     «1-O1     A'=fl<,     y<-/*^o 
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80  geht  den  Oleiofaiingen 

wegm  8h^'m|l  parallel  die  Fomel: 

wenn  in  der  Summe  bloß  diejemgen  Glieder  miigentmimm  werden^ 
für  welche  ^-.i  verschwindet, 

'  Vergleicht  man  damit  den  Mher  gefundenen  Aosdrack 

Mx) »  s  if^f^'^  /:*«-! . . .  /;*a^p!«-»  ^>-« . . .  ^«) , 

80  darf  man  den  Satz  aussprechen: 

„wenn  eine  Koyariante  h  als  Funktion  der  Diiferential- 
quotienten  /(/)  ^(i)  . .  gegeben  ist,  und  man  schreibt  i  statt  f^ 
o  statt  f,  und  im  übrigen  f^  statt  /(,•) ,  %^  statt  ^(q  ,  so  erhält 
man  den  Wert  von  (—  i)^ f^'f^hix)  ausgedrückt  durch  die 
Größen  f^  und  9.." 

Hier  kann  hx^ho  ^  H  auch  eine  simultane  Invariante  von 
f  und  g  bedeuten.  Für  eine  Eoyariante  g  Yon  f  dagegen  und 
^n  "^  S  K  aj«  . .  .  ajj*  wird  einfacher 

(r-l)PfP'f*gx^    S    n/*m-.  .../J> 
neben 

sowie  für  eine  Invariante  gx  ^  go  ^  G  die  entsprechende 
Gleichung  gilt 

Da  für  /*>-  (rc  +  i)'*  die  Werte  f^  verschwinden,  so  ergibt  sich 
mit  Ausnahme  des  Falles  gx*^  ff*^  für  a^  >»  i :  gx^o  nebst 
6j  —  O  oder  gl  -r  o.  und  analog  erh&lt  man  für  «,.  »  6.  «  1 : 
hx  —  Cj^~  o  nebst 
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Diese  Gleichungen  bilden  die  Ergänzung  zu  der  früher  gefundenen 
Formel  S I  "==  o  und  gelten  für  beliebige  EoYarianten  und  In- 
varianten mit  Ausschluß  von  hx  ==^  f^0*' 

Wir  bemerken  noch,  daß  in  dem  HERuiTBSchen  Ausdruck 
för  Ax  sich  keine  Glieder  fortheben,  denn  der  Grad  auf  beiden 
Seiten  ist 

In  der  Tat  ist  /V  vom  Grade  (m  —  2)i ,  g^  vom  Grade 
{«-  2)t  +  n,  also 

Alle  EoYarianten,  für  welche  q^  (ly  lassen  sich  folglich  als  ganze 
Fanktionen  der  m  +  n  Größen  /*,  /j  ...  f^g  fl^  ...  fl^  darstellen. 
Nur  f£b-  h  ^  f*  ist  9  <  fi,  es  bleiben  also  die  Fftlle  g  >  fi  zu 
betrachten.  Für  /*=  o  ergibt  sich  abdann  unter  Berücksichtigung 
der  Werte  von 

sowie  unter  Weglassung  der  Faktoren  (—  ^To^ffi  <^®  Gleichung 

O—     S     (- l)*^I(in-  I)*"(in—  2)*»    .  .  .  2*m-8. 

Der  für  die  Kovariante  hx  gefundene  Ausdruck  durch  f^ 
und  g^  zeigt,  daß  wie  bereits  Art.  11  angedeutet  wurde,  nicht 
mehr  als  «n  +  n  +  i  (also  abgesehen  von  f  und  g  nur  m  +  n  —  i ) 
unabhängige  Kovarianten  existieren  können,  weil  sich  vermittelst 
derselben  die  tn  +  n  +  i  Größen  f^  und  g^  eliminieren  lassen, 
wodurch  eine  algebraische  Gleichung  zwischen  den  Kovarianten 
herrorgeht.  Der  Hauptvorteil  der  von  Hbbiote  entdeckten  Dar- 
stellung besteht  nun  darin,  daß  die  Größen  ff^"*fyn9%i."'in 
sämtlich  selbst  Kovarianten  sind,  so  daß  mittelst  der  gegebenen 
Formel,  der  Definition  des  Art.  1 1  entsprechend,  jede  Ko Variante 
mid  Invariante  als  rationale  Fimktion  von  9i>  +  n  +  i  associierten 
Kavarianien  ausgedrückt  wird.  Zugleich  sind  diese  associierten 
EoTsrianten  so  beschaffen,  daß  die  rationale  Funktion  aus  einer 
gangen  Funktion  mit  dem  Nenner  fff*  besteht,  der  für 
^  =  (»—  2)ii'\-nv  von  selbst  wegfällt.  Es  versteht  sich  femer, 
daß  die  rechte  Seite  der  HEUMiTESchen  Gleichung  für  ganz  he- 
hd>ige  Werte  von  I,  kf  und  l^  eine  Kovariante  darstellt,  wenigstens 
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wenn  die  einzelnen  Produkte  des  Summenaosdracks  gleiehes  Gre- 
wicht  und  gleiche  Dimension  besitzen. 

um  nachzuweisen,  daß  die  Funktionen  f^  und  g^  Eoyarianten 
sind,  wollen  wir  in  den  Gleichungen  fOr  ^^  und  %^  x  um  dx 
und  I  um  2/$  wachsen  lassen,  wodurch 

9^(1  +  2/©  =  (9  +  i^jisrfix  +  Jx) 

lik  +  ^ö  -  (^  +  i^^irgix  +  Jx) 

nebst 

^i  =s  — ?5 — -— .     und     Q  +  i^^i  =  —-r 

hervorgeht.     Setzt  man  hier 

SO  erhttlt  man  wegen 

t^Q^'^  f+SQ^-^  ff  =  9,: 


femer 


oder 


nebst 

Hier  hängen  auf  der  rechten  Seite  die  ganzen  Funktionen 

(^  +  f,rf(p^  -  ~f)  «  Fixaz)  und  (^  +  /;)»p(a:~  ^)  =  e(a;a^) 

ebenso  yon  «a£r  ab,  wie  die  linken  Seiten  von  |or{:. 

Entwickelt  man   beide  Seiten   dieser  Gleichungen  nach  den 
Potenzen  von  e  resp.  ^,  so  findet  man 

=  ««^'"('"  -  *Y{^  +  «S/iiB^  "  *  +  «»8^«JE^"' •  • } 
folglich 
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sowie 

d.  h.  /j  ist  Eovariante  vom  Grade  «(m  —  2),  Gewicht  i,  Dimensioii 
fi  =  t  und  g^  ist  EoTariante  vom  Grade  i(w—  2)  +  w,  Gewicht  t, 
Dimensionen  fi  »  s  v  «  i .  Analoges  würde  von  den  associierten 
EoTsrianten  f^  und  g^  gelten. 

14. 

Als  Beispiel   fOr   den    HERiOTESchen    Satz    wollen    wir   die 
Eovariante 

benatEon,  welche  für  gerade  Werte  des  Index  2%  zwischen  2  und  m 
den  Orad  2fn  —  4t,  die  Dimension  2  nnd  das  Gewicht  2%  besitzt 
Die  Gleichung 

hi'^ffiti}'-  2Hf,fiii'-i)+  2i^f„f{u-'%)  ••• 
liefert  sogleich  wegen  j[,—  /ü  =  2i  —  2 

Schreibt  man  femer 

Ä«,  +  i  =  2\fh%l\, 

10  erhalt  man  fOr  ungerade  Werte  des  Index  2 «  +  i  zwischen 
3  nnd  m  eine  Kovariante  vom  Ghrad  {=^3m  —  4i-~2,  Dimension 
^=3  und  Gewicht  g  »  2t  +  i.     Da 

imd 


3^Äi<  =  /"/(Sf+i)  -  (2»  -  i)/)/(«o  +  — j-72 — f„Aii-i)  - 

.  2»-2i— l---f +  2-1 

f,nf{%i-t)  •••  +  (-  0* i.2.-.f /(0/(*-f-i)> 


2f.2t-l-2f--6 


1-2-3 

SO  ergibt  sich 

^•*    •■»  »  2t'2t  — 8^_ 

m /»/«<-»•••  +  (-') t.2...t /i/i  +  i. 
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Wenn  wir  auf  die  Inkongruenz  in  der  Indexbezeichnung  der 
Punktionen  f^ff-U  einerseits  und  Ä,  Ä,  . . .  »«  andererseits  hia- 
weisen,  so  dürfen  wir  ein  etwaiges  ICßTerständnis  wohl  nicht 
befBrchten.     Im  Übrigen  bat  man 

»,-/i f*f^-^iff,f„-2n.    l-3m-6,     ^-«-3, 

also  , 

Ä,(o)  =  -aiam-a  +  3öma«-iam-2- 2ai-i. 

Für  w «  3,  also  fx^  a^tx?  +  3«i«*  +  • ' '  erhalt  man  die  Art  5 
angeführte  Eovariante 

g{x)  =  -  Ä,  =  (aj  -  aoas)a;*  ■^■{(h^h-  H<^^  +  ^^1  -  «i^ 
nebst 

+  (Oio}  +  aottjo,  -  2a\cQx  +  (2a|  +  aoa|  -  3aiöt%)» 

wo  beziehungsweise 

n«=jj  =  ft=2     und     n=l>  =  fA=3- 

Schon  Clbbsch  und  Gundelpinger  haben  bemerkt,  daß  die 
Kovarianten  /J  und  ^^  durch  einfachere  assooiierte  Systeme  ersetzt 
werden  können.  Als  solche  bieten  sich  an  Stelle  der  /i  die  Ä,- 
dar,  denn  wir  sahen,  daß  Ä,.  das  Gewicht  i  und  den  Grad 
lim-  2i  besitzt,  wahrend  für  i  gerade  die  Dimension  ft  =  2  und 
für  i  ungerade  jti  =  3  wird.  Es  sind  also  gegenttber  /;  Grad 
und  Dimension  erniedrigt.  Zugleich  werden  die  /i  durdi  gange 
Funktionen  der  Ä<   ausgedrückt.     Denn    da    nach  dem  Früheren 

/^Äe  «/i  +20/;/i-    28/3/i+    H/i/s 

/'%i  =  /ii  +  35^si/i-    75^/8+    90/;/i-    42/5/« 
u.  s.  w.,  so  erhalt  man  durch  Auflösung  dieser  Gleichungen: 
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^»=*H  /»  =  *«» 

/-,-/<»,- 28/^Ä,Ä,  +  56/^Ä, »5-35/* Äj+630/» A|Ä^- 

-392*iÄ|-i575Äj 

-  492/'»Ä,Ä,Ä4+ 280^  +  1 1  lÖAjÄ, 

1L8.  W. 

Analog  können  die  simultanen  Eovarianten  g^  ersetzt  werden 
durch  die  UberschiebnngskoTaiianten  bUinearer  Dimension: 

oder  wegen 

Z  =  m  +  «--2i,     ^  =  v=i,     ^  =  i: 

Wir  setzen  voraus,  daß  %  die  Werte  yon  i  bis  n  annimmt, 
wllurend  n^m  m  nicht  übersteigt.     Für  m  <.n  würde  man 

zn  bilden  haben.     Für  z^o  ergibt  sich 

dagegen  für  /*aj  =  o  und  »>  i,  wodiirch  /i  =  —  (»—  i)f,^  ii^  ffff* 

0  =  I -^  +  2^3-  3i^±...  +  (-iy-l{(i-3)i;-(t- 2)^ +  (»-!)}, 

wie  leidit  direkt  zu  verifisieren. 

Man  erh&lt  jetzt  die  Oleichungen 

f^h  =  8«  +  3^181  -  Ug,     /^i4  =  84  +  6/i8s  -  4^s  81  +  /iP 
a.  B.  w.,  mithin  nach  Substitation  der  Werte  von  /^: 

81="  A»        &  =  /">«- 5^*8» 
84 -=  /"'ii  -  ^f\h  +  4Ä,ii  -  /^^»4  +  9^*1 , 

H-  /"^^Äj  —  22gW  u.  s.  w. 

Ibüi.-pb7fl.  KUwe  1909.  16 
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15. 

Wir  haben  bisher  die  Kovarianten  hx  als  simultane  Eo- 
Varianten  der  beiden  Funktionen  f  und  g  betrachtet  Wenn  eine 
simultane  EoTariante  eines  Systems  von  noch  mehr  Formen  ge- 
geben ist,  so  lassen  sich  die  bisherigen  Entwickelungen  ohne 
Schwierigkeit  auf  diesen  Fall  ausdehnen.  Von  besonderem  Inter- 
esse ist  dagegen  der  Fall  g^  fy  in  welchem  abgesehen  von  f  die 

Fnnkticmen  f^fz  ---  fm  ^^^  ^s ^s  - "  ^m  ^^  ganze  System  unab- 
hängiger assocüerter  Kovarianten  umfassen. 
Die  im  Art.  12  gefundene  Gleichung 

kann  für 

y  ^  X TV     oder     e  «  — f, 

geschrieben  werden 

r"-*«/'y=(«-y)"'{^  +  Ä,/iie~-*+  etc.}. 

Diese  Gleichung  zeigt,  daß   die  ganzen  Funktionen  mten  Grades 
jp^  +  Äi/i««"*  +  •••     und    fy^a^f^-^-*" 

gleichzeitig  verschwinden,  daß  also  die  Wurzeln  beider  Funktionen 
im  engsten  Zusammenhange  stehen.     Für  fy^o  wird 

e  =  ' -^  —  f^    eine  Wurzel  der  Gleichung 

X     y 

in  der  die  Variable  x  offenbar  ganz  beliebig  gew&hlt,  also  auch 
gleich  Null  oder  Unendlich  gesetzt  werden  kann. 
Für  «  =  o  wird  z.  B. 

«S"  Vy -(- irsT  {ie^  +  »i,/?i^ -*  + m,/J £«-»...) , 

wo 

£f  =  —  Om-i  —  —    und 

y 

Analog  ergibt  sich  für  x  =  oOj  wenn  man  voriier  durch  o^t"*"^) 
dividiert  imd 

^,  =  t,     sowie     ^A—^^^    getzt: 

a?-Vy- r +  Ä,  va  f" -*  H-Ä,  9,  r  "•  +  •••, 


Beitiülok  sub  Thboris  dbk  linkabkk  Traitsfobmationin.        237 
und  hier  wird  f^  wachsende  Werte  von  x 

f  =  «0^  +  01, 

wahrend 

den  Koeffizienten  der  höchsten  Potenz  von  o;  in  ^^  bedeutet. 

Nach  dem  Früheren  hat  man  femer  den  Satz,  dafi  jede  he- 
U^inge  Eovariante  gx  von  f  mit  dem  Qewicht  p  und  der  Dimen- 
sion n  aus  dem  Werte 

9X^F(f(^)f(^^i),..f,f)     oder    go  ^b^^  Fia^a^..,  a^^^aj 

dureh  den  Ausdruck  hervorgeht 

(^i)PfP't^gx^F{Uf^^t...f^oi), 

wo  die  associierten  Eovarianten  /)  als  Koeffizienten  der  so- 
genannten kanonischen  (Cayley)  oder  typischen  (Clebsch) 
Gleichung  fOr  e  definiert  sind.  Diese  zuerst  wohl  von  Hebiote 
in  Betracht  gezogene  Gleichung^)  hat   für   fy^o   die   Wurzeln 

+  (floy*  +  ^i«iy*  +  ^«^y  +  *'*~'8^^'*  + "*  ^^^ 

nebst 
aojr-^  +  ÄiOiy"*-*  ••  +  m8am-8y  +  m-iiai„_i--am-i--^ 

wahrend  fBr  beliebige  Werte  von  x  und  y: 

(x-y)z=^ 
(o^af«-* +  in~iia,a^"*+w-ija,flf»~' •••  +  «!— iiam-2X+am-i)y 

i)  Grelles  Journal  Bd.  52,  S.  27. 
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ALLGEMEINE  ÖFFENTLICHE  SITZUNG 
VOM  1.  AUGUST  1903. 

VoiMge: 
fiexr  H.  Cbxdhbr:  „Der  vogtl&ndische  Erdbebenschwann  vom  13.  Februar 

bis  9.  Mai  1903  und  seine  Eegistrienuig  durch  das  WaiOHSsTsche 

PendelBeiflmometer  in  Leipzig^S 
Heir  Frahz  Etzold:    „Bericht    über   die   von   Wixchbbtb   astatischem 

Pendelseismometer  in  Leipzig  vom    i.  Januar  bis   30.  Juni  1903 

regiBtrierten  Fembeben  und  Pulsationen^S 

SITZUNG  DER  KLASSE  VOM  1.  AUGUST  1903. 

Ernennung  des  Herrn  Prof.  Dr.  Johankbb  Fxliz  zum  auOerordeni- 
lidien  Mitglied  der  Klasse. 

Vorträge: 
Herr  C.  NxuiiAini  teilt  einen  Aufsatz  von  Herrn  P^f.  M.  EjtAusB  mit: 

^Ober  Mittelwertsätze  im  Gebiete  der  Doppelsnmmen  und  Doppel- 

integrale'^ 
Derselbe   spricht:    „Über   eine    gewisse    Gattung    von    Eugelflächen- 

Integralen". 
Heir  HöLDBB  teilt  einen  Aufsatz  von  Herrn  Youvo  (Cambridge)  mit: 

„Zur  Lehre  von  den  nicht  abgeschlossenen  Punktmengen". 

Über  MittelwertsÄtze 
im  Gebiete  der  Doppelsnmmeii  und  Doppelintegrale. 

Von 
M.  Krause. 

In  einer  Arbeit  über  die  FoüBiEBSchen  Reihen  mit  zwei 
?er&Dderlichen  Größen,  welche  sich  in  diesen  Berichten  findet^), 
babe  ich  auf  einige  zweite  Mittelwertsfttze  für  Doppelintegrale 
bingewiesen.  Zugleich  bemerkte  ich,  daß  ich  durch  Herrn 
0.  8tolz  auf  eine  Arbeit  Yon  Herrn  Arzelä  aus  dem  yorigen 

i)  Sitzung  vom  8.  Juni  d.  J. 

M«tii.>pliji.  KlMse  1908.  17 


240  M.  Ebausb: 

Jahre  anftnerksam  gemacht  worden  bin,  die  sich  in  den  Memorie 
della  B.  Accad.  delle  scienze  dell'  Istituto  di  Bologna  befindet 
und  auch  zweite  Mittelwertsätze  für  Doppelintegrale  enthält,  die 
aber  von  den  meinigen  verschieden  sind.^)  Es  ist  der  Zweck 
der  vorliegenden  Betrachtungen,  auf  die  verschiedenen  Arfcen  von 
zweiten  Mittelwertsätzen,  die  in  der  Theorie  der  zweifachen  Inte- 
grale möglich  sind,  etwas  näher  einzugehen  und  zwar  unter  Be- 
schränkung auf  die  eigentlichen  zweifachen  Integrale.  Es  zeigt 
sich  hier  eine  größere  Awy.^hl  solcher  Sätze,  wie  in  der  Theorie  der 
einfachen  Integrale,  wo  ja  im  wesentlichen  nur  eine  E[ategorie  vor- 
handen ist.  um  diesen  Umstand  klar  hervortreten  zu  lassen,  werden 
zuerst  die  endlichen  Doppelsunmien  imtersucht.  Je  nach  der  Art 
der  Zusammenfassung  der  Glieder  ergeben  sich  for  diese  Doppel- 
summen verschiedene  Arten  von  Mittelwertsätzen.  Aus  diesen  Fällen 
werden  zwei  herausgegriffen,  die  von  besonderer  Bedeutung  sind, 
und  zu  Ende  geführt.  Durch  Spezialisierung  der  Glieder  der 
Doppelsumme  und  durch  einen  Grenzübergang  kommt  man  dann 
zu  zwei  verschiedenen  Kategorien  von  zweiten  Mittelwertsätzen 
für  eigentliche  Doppelintegrale.  Die  erste  enihäli  Sätze  von  der 
Äfi^  wie  sie  von  mir  in  der  ciHerten  ArbeU  angegeben  worden 
sind,  die  gweiie  Sätze  von  der  Art^  wie  sie  zuerst  Herr  Arzelä 
aufgestellt  hat.  Die  Untersuchungen  unterscheiden  sich  im  letzten 
Falle  von  denen  von  Herrn  ArzelI  u.  a.  in  folgender  Weise.  Einer- 
seits sind  die  Untersuchungen  von  Herrn  AkzelI  insofern  weit- 
reichender als  die  meinen,  als  die  Funktion  f(x^  tf)  nicht  der 
Beschränkung  der  Stetigkeit  unterliegt.  Ich  habe  letztere  gewählt, 
um  den  elementaren  Charakter  der  Ableitungen  zu  wahren  und 
die  Methode  in  möglichst  klarer  Weise  hervortreten  zu  lassen. 
Andererseits  sind  die  Untersuchungen  von  Herrn  ArzelI  nicht  so 
weitreichend  als  die  meinigen,  als  Herr  AszelI  annimmt,  daß  die 
Funktion  f(x^  y)  in  der  Bichtung  der  positiven  Achsen  entweder 
gleichzeitig  fällt  oder  steigt,  während  bei  mir  noch  zwei  weitere 
Annahmen  hinzutreten. 

§  I. 
Aufstellung  einer  ersten  Kategorie  von  Mittelwerts&tzen  für  Doppel- 

suimen. 

Versteht  man  unter  q^^  fest  bestimmte  endliche  Größen,  bei 
welchen   r  der  Beihe  nach  die  Werte   0,  1,  •  •  •  wi,  s  der  Beihe 

i)  Siehe  Seite  169  meiner  Arbeit. 


r 
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nach  die  Werte  0, 1,  •  •  •  n  durchlaufen  kann,  so  mögen  mit  ihrer 
Hilfe  die  Doppelsnmmen  gebildet  werden: 

3oo  +  fti  +  • '  •  «0* 

+  Öio  +  &i  +  '  •  •  &* 

•  •  ■ 

Wir  bezeichnen  diese  Summen  durch  JV«*  Die  obere  Grenze 
deiselben  för  die  definierten  Werte  von  r  und  s  sei  H^^\  die 
imtere  0^^\  Aus  der  Definition  der  Größen  J  folgt  dann,  daß 
wir  die  Größen  q^^  in  der  Form  schreiben  können: 

«        ^    TiV  T(l)    ,      _     Td)        ,      I       TCl)    , 

Für  die  Fälle  r  =  0  resp.  ä  =  0  modifizieren  sich  diese  Resultate 
in  leichter  Weise. 

Es  seien  femer  die  Größen  c^^  weitere  fest  bestimmte 
Qrößen  f&r  die  definierten  Werte  von  r  und  5,  dann  bilden  wir 
mit  ihrer  imd  mit  Hilfe  der  Größen  q  die  weitere  Doppelsumme: 


in 
n 


die  wir  durch  jS^^  bezeichnen.     Um  die  Bärachtimg  dieser  Summe 
kanddi  es  sich.     Dieselbe  kann  geschrieben  werden: 

•  •    • 

oder  anders  geordnet: 

^«  (<»-<«-«lO-+*u)+^iV(<\)i-Co»-Cil+C,8>f---+4^,J(Co,-C,  J 

^^»(<io-<ii-<jo-+^ii)^^u(Cii-c,,-<^i+(^)+"-+/i*,i(Ci,-<iJ 

•  .     • 

I  Nehmen  wir  nun  an,  daß  die  vier  Ausdrücke: 


in' 
17 


^mfi        ^m/J+U      ^an        ^a  +  ln'      ^mn^ 


242  M.  Em^DBB: 

die  wir  imter  2>j  zusammenfassen  wollen  fOr  alle  a  und  j3,  die 
den  Ungleichungen  Oenüge  leisten: 

dasselbe  Zeichen  besitzen,  die  Null  eingeschlossen,  so  folgt,  daß 
wir  unsere  Summe  S in  der  Form  schreiben  können: 


'mn 


wenn  unter  JM^*^  ein  Mittelwert  zwischen  ö^**  und  JJ**'  ver- 
standen wird,  d.  h.  ein  Mittelwert  der  Größen  «Tj-V,  wenn  r  und 
s  die  vorhin  angegebenen  Werte  durchlaufen. 

Wir  können  aber  einen  Schritt  weiter  gehen.  Wir  woUen 
annehmen,  daß  die  Zeichen  der  unter  D^  zusammengefaßten  Aus- 
drucke zwar  teilweise  von  einander  verschieden  sind,  aber  ein 
jedes  fOr  sich  ungeändert  bleibt,  wenn  a  resp.  ß  die  genannten 
Werte  durchläuft. 

Verstehen  wir  dann  unter  Mi^  die  Größe  /ä«» 

,^      M)^^  einen  Mittelwert  von  /««, 

n       -™3  n  n  n      ^mß} 

n       -™4         V  «  >»      ^afiy 

SO  folgt  der 

Lehrsatz:  Ändern  die  unter  D^  zusammengefaßten  Ausdrücke 
für  die  angegebenen  Werte  von  a  und  ß  ihr  Zeichen  nicht,  so 
hmn  der  Wert  der  Doppelsumme  8^^  geschrieben  werden: 

Der  Satz  kann  mehrfach  spezialisiert  werden.  Nehmen  wir 
insbesondere  an,  daß  das  Zeichen  aller  unter  D^  zusammen- 
gefaßter Ausdrücke  dasselbe  ist,  so  folgt: 

wie  schon  vorhin  bemerkt  wurde. 

Es  ist  der  entmchdte  Satz  em  Mittelwertsatz  für  Doppel- 
summen. 

Wir  können  noch  mehrere  Sätze  derselben  Art  angeben. 
Wir  setzen  daz^  die  Größe  «Tj-V  gleich: 

«r.        +  «r*  +  l  +  "'Qrn 
•  •  . 
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dum  können  die  Größen  q^^  geschrieben  werden: 

mit  Ausnahme  Yon  r  ^^  m  mid  «  »  n,  iind  unsere  Summe  8^^ 
nimmt  die  Form  an: 

«00  (-^i»  -  J"a'  -  Jiä'  +  /iT)  +  •  •  •  co.C-^Ä  -  «^s*») 

■  •  • 
+  C^(<^nO  —  «/^ml)  +  ■  •  •  Cm»''"»«"  * 

Anders  angeordnet  kSnaen  wir  die  Summe  schreiben; 
S(<,o-0+'''uX«ii-<i6-«w+cbo)+"-+«''?i(<i,-Ci,_i-Cb,+«b»-i) 

•   •   ■ 

Wir  bilden  nun  die  vier  Ausdrücke: 

^aß  ~"  ^aß  +  l  ""  ^a  +  l/J    •    ^a+1/9  +  1 
^/J  +  1         ^0/J>      ^«  +  10        ^aO>      ^? 

ond  zwar  für  die  Yorhin  angegebenen  Werte  yon  a  und  /?,  fassen 
dieselben  unter  D^  zusammen,  setzen  femer  Jüf  i*^  gleich  JqS  luid 
Terstehen 

unter  Mf^  einen  Mittelwert  von  Jao^ 

»      -^8       »>  w  n     Joßj 

n       -^4         w  «  w      «'^a/»» 

80  folgt  der 

Lekrsaie:  Ändern  die  vier  unter  D,  zusammengefaßten  Aus- 
driieke  fiir  die  angegebenen  Werte  von  a  und  ß  ihr  Zeigten  nicht, 
90  kann  der  Wert  der  Doppelsumme  8^^  geschrieben  werden: 

Ndmen  tair  insbesondere  an^  daß  das  Zeichen  aUer  vier  unter  D, 
gusammengefaßten  Ausdrücke  dasselbe  «ei,  so  folgt: 

wmn  unter  M^^^  ein  Mittdwert  von  J?i  fUr  r  —  0, 1,  •  •  m, 
«  *>  0,  ly  •  -  •  w  verstanden  wird. 


244  M.  Eiudbb: 

Drittens  wollen  wir  unter  J?i  die  Doppelsimune  yerstehen: 

+  ö'r  +  10  H ^r  +  1« 

•     •     • 

dann  können  die  Größen  q^^  geschrieben  werden: 

und  unsere  Summe  8^^  nimmt  die  Form  an: 

•  •  • 

oder  auch: 

•^iS  (cbo  -  «Ol)  +  «''«  (Coi  -  Cm)     +  •  •  •  +  J'Äcb. 
+  /a'  (c,o  -  c„  -  Coo  +  Cm)  +  •  •  •  +  «/"ÄCci«  -  <V»«) 

•   •   • 

Wir  bilden  nun  die  vier  Ausdrücke  D^: 

^a  +  l/J  ""  ^a  +  l/J+l  "~  ^aß  +  ^a/9  +  U 

setzen  femer  3f i'^  gleich  /q»  luid  verstehen 

unter  3fs'^  einen  Mittelwert  von  Joßy 

W        •«*8  w  i>  »Vau» 

%f{i)  r(S) 

SO  folgt  der 

LehrsaU:  Ändern  die  vier  unter  D^  eusammengefafiten  Aus- 
drücke für  die  angegebenen  Werfe  von  a  und  ß  ihr  Zeichen  nicht, 
80  kann  die  Boppdsumme  8^^  geschritten  werden: 

Nehmen  wir  insbesondere  an,  daß  das  Zeichen  aUer  vier  unter  D, 
isusammengefaßten  Ausdrücke  dasselbe  sei,  so  folgt: 

8^,  =  jr»>c„o, 

wenn  unter  üf***  em  Mittelwert  von  J?i  verstanden  wird. 
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Endlich   letztens   wollen   wir   unter   Jlfi   die  Doppelsmnme 
Terstehen: 

•    •     • 

dann  folgt,  daß  q^^  geschrieben  werden  kann: 

„        T(4)  T(4)  .  T(i)  _1_     T(4) 

Wir  können  nun  ähnlich  vorgehen,  wie  in  den  drei  ersten  Fällen. 
Wir  bilden  die  vier  Ausdrücke  D^: 

^a  +  lß  ~"  ^a+l/y  +  l  ~"  ^aß  ~~  ^a/*  +  l» 
^mß+l         ^m/?i      ^oO  ""  ^«+101      ^mO» 

setzen  femer  Jlfi**  gleich  Jmo  und  verstehen  unter: 

Jfj*'  einen  Mittelwert  von  J^^ 

aO 


^9^        n  n  n      ^c 

TLfW  T 


SO  folgt  der 

Lehrsatz:  Ändern  die  vier  tmter  B^  zusammengefaßten  Aus- 
drücke für  die  angegebenen  Werte  von  a  und  ß  ^r  Zeichen  nicht, 
so  kann  der  Wert  der  Doppelsumme  8^^^  geschrieben  werden: 

Nehmen  wir  insbesondere  <m,  daß  das  Zeichen  aller  vier  unter  D^ 
tmammengefaßten  Ausdrücke  dasselbe  ist,  so  folgt: 

wem  unter  M^*^  ein  MUtdwert  von  JA  verstanden  wird. 


§    2. 

Spezialisienisg  der  geftindenen  Resultate. 

Wir  wollen  nun  nicht  mit  den  allgemeinen  Mittelwertsätzen 
weiter  operieren,  sondern  den  Größen  q^^  gewisse  spezielle  Werte 
\)^egen.  Wir  denken  uns  dazu  ein  Rechteck  a,  b]  o^,  b^  oder 
&nch  A^BqCqDq  vorgelegt,  dessen  Seiten  paraUel  den  Achsen 
nnd,  wir  denken  uns  femer  eine  endliche  Funktion  (p(x,  y)  der 
beiden  veränderlichen  Größen  x  und  y  gegeben,  die  ii&er  das  Ge- 
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biet  unseres  Eechieckes  em  eigenQiökes  isweifßuhes  oder  Doppel 
integral  hesitat.  Das  Rechteck  möge  femer  durch  die  Luden 
rc, ,  a5j,  •  •  •  05^;  ^i,  •  •  •  y»  in  eine  endliche  Anzahl  kleinerer  Becht- 


y 

B 

A  (a„6.) 

y.+i 

■°o 

y. 

I>. 

^o(«,&) 

• 

*, 

,  a 

'r+l 

^ 

ecke  geteilt  werden,  wobei  die  Ausdrücke  x,  wie  y  der  Größe 
nach  geordnet  sind,  x^  setzen  wir  gleich  a,  y^  gleich  &,  ^»-i-i 
gleich  Ol,  y,^.i  gleich  \. 

Dann  wollen  wir  das   Doppelintegral  der  Funktion  tp{x^y) 
erstreckt  tkber  die  Fläche  x^^  y/^  ^r+D  ^«+i  bezeichnen  durch: 


*r4-l^s+l 


n 


q>{x,y)dxdy 


und  diese  Größe  gleich  q^^  setzen, 

unter  diesen  Voraussetzungen  sind  die  Größen  «7^^  auch  durch 
Doppelintegrale  der  Funktion  q>{x^  y)  darstellbar  und  zwar  wird: 

''"-fl-  '■'-//•  ^■-//  ^"-ff- 

Neben  diesen  Größen  können  dann  aber  auch  die  von  uns  ein- 
geführten Mittelwerte  durch  Doppelintegrale  derselben  Funktion 
ip{Xj  y)  dargestellt  werden.    In  der  Tat,  nehmen  wir  das  Integral: 
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U     9 


Jß 


(x,  y)  äxdy 


und  lassen  u  und  v  unabhängig  Yon  einander  alle  Werte  von  a?^ 
bis  Oj,  resp.  y^  bis  1)^  durchlaufen,  so  ist  unser  Integral  eine 
stetige  Funktion  von  u  und  v^  nimmt  also  jeden  Wert  zwischen 
der  oberen  und  unteren  Grenze,  diese  Größen  einbegriffen,  an. 
Zu  den  Integralen,  die  wir  auf  solche  Weise  erhalten,  gehören  dann 
auch  die  Größen  J^ri  tmd  hieraus  folgt,  daß  wir  schreiben  können: 

M'^'^Jjq>{x,y)dxdy, 

a    h 

wobei  I  und  17  jedenfalls  den  Ungleichungen  Grenüge  leisten: 

Ebenso  einfach  können  die  Mittelwerte  Jüf«^^  durch  Integrale  dar- 
gestellt werden  und  zwar  wird: 

ah  ä    6  ä    ft 

wobei  die  Größen  §^  und  1^  zwischen  a  und  a^^  die  Größen  t^^ 
und  r^  zwischen  h  und  \  gelegen  sein  müssen,  in  beiden  Fällen 
die  Grenzen  ausgeschlossen.  Es  könnten  die  Grenzen  von  ^  und 
17  noch  schärfer  präzisiert  werden,  indessen  sehen  wir  davon  ab. 
TFtr  vxMen  m  der  Folge  immer  nur  von  Mittdwerteu  zwischen  a 
und  a^,  h  und  b^  spreche  und  auch  Uerhei  mcM  einmal  hvMUr 
ßgen,  ob  etwa  eine  oder  beide  Ghreneen  in  den  einzelnen  Fäüen 
hmueunehmen  ist.  Femer  wollen  wir  in  der  Folge  die  Indices 
Yon  den  Größen  |  und  ij  fortlassen.  Es  sind  dieselben  hinzu- 
gefugt worden,  um  anzudeuten,  daß  die  Größe  §^  in  M^^^  eine 
andere  sein  kann  als  §  in  M^^^  etc.  Es  soll  in  Zukunft  als 
selbstverständlich  angenommen  werden,  daß  die  Größen  |  und  1}  bei 
den  verschiedenen  Mittelwerten  verschiedene  Werte  haben  können. 
In  ähnlicher  Weise  können  die  übrigen  Größen  M  behandelt 
werden.     Wir  erhalten  die  folgenden  Resultate:     Es  wird: 


7/  "''-11  "'"-II- 


jfjf)-/ 1         .-1,8,8,4, 
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ferner  ergibt  ücli 

für  jüf**^  und  3f?^  ein  Ansdmck  von  der  Form 


n      M            „      Jtt4        „                „                „         „ 

■// 

A     n 

Endlich  wird 

f»      7 

w-//,  w-^y' 

*'■■-//  "^'"/Z 

a    17                             ab 

Fassen  wir  die  Resultate  zusammen,  so  finden  wir  den 

LehrsaU:  Versteht  man  unter  g>(x,y)  eine  endliche  Funktion 
der  Größen  x  tmd  y,  die  ßr  das  Gebiet  des  Rechtecks  Ä^B^C^Df^ 
^n  Doppelintegral  hesitet  und  setzt: 


-f  ß{x, 


•r      9, 


80  können  die  sänUUchen  im  vorigen  Paragraphen  eingeführten 
Mittelwerte  M  in  der  vorhin  angegebenen  Weise  durch  Boppd- 
integrale  der  Funktion  q>{x,  y)  dargestellt  werden  und  zwar  er- 
streckt aber  Rechtecke,  die  einen  Teil  des  ursprünglichen  Rechtecks 
ausmachen  und  deren  Seiten  paraUel  den  Achsen  sind. 

Es  möge  bemerkt  werden,  daß  wir  die  Eigenschaft  der 
Endlichkeit  der  Funktion  q>{x,y)  unter  gewissen  Einschränkungen 
hätten  fallen  lassen  können,  indessen  möge  hierauf  nicht  nSher 
eingegangen  werden. 


MmiLwnTsiLTM  im  Gbbietk  d.  Dopfblstooien  u.  Dofpelhitbosalb.    249 


§  3. 

AiftteUug  eiM«r  iweiten  Kate^rie  tob  Mittelwertsätseii  in  Gelieto 

der  Doppelsumeii. 

Neben  den  im  ersten  Paragraphen  entwickelten  Mittelwert- 
atzen können  noch  andere  aufgestellt  werden,  von  denen  wir 
auf  die  folgenden  n&her  eingehen. 

Wir  nehmen  dieselbe  Doppelsumme  «T'rVv  ^^  ^  ersten  Para- 
graphen behandelt  worden  ist: 

+  fto  +  &i  H 3i, 

•  •  ■ 

und  zwar  anch  f&r  r  »  0,  1,  •  •  •  m;  5  "->  0, 1,  •  •  *  n.  Die  Summe 
der  Glieder  in  den  einzelnen  Horizontalreihen  bezeichnen  wir  der 
Beihe  nach  durch: 


!»V,ÜV,- 


Wir  greifen  nun  iri  heraus,  halten  r  fest  und  lassen  8  alle  Werte 
Ton  0  bis  n  durchlaufen,  dann  gehört  zu  dieser  Beihe  der  Größen 
t  eine  untere  Grenze  ^r ^  eine  obere  Grenze  hr\ 
Wir  bUden  femer  die  Summen: 

und 

*i"  +  »i«  + . . .  »;?> 

nnd  lassen  r  alle  Werte  yon  0  bis  m  durchlaufen.  Die  untere 
Grenze  der  ersten  Beihe  bezeichnen  wir  durch  g^^\  die  obere  der 
zweiten  durch  h^^\ 

Wir  haben  auf  diesem  Wege  zwei  Grenzen  g^^^  und  h^^^  ge- 
fanden, die  von  den  Grenzen  Q^^^  und  H^^\  die  wir  im  ersten 
Paragraphen  definierten,  im  allgemeinen  yerschieden  sein  werden. 
Ein  einfaches  Beispiel  wird  die  Bichtigkeit  der  Behauptung  zeigen 

Wir  nehmen  die  Summe: 

1+3+5—1-2 
+  4-1  —  2  —  3  —  1. 

Dann  ninmit  die  Beihe  der  Größen: 

Jwy     J^ou     /}¥»     •'^ä\     «^ä? 
«^10  j     «'^ilj     Jiiy     Jiii     Jti 
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die  Gestalt  an: 

1,     4,       9,     8,     6 

5,     7,     10,     6,     3. 
Es  ist  also: 

Dagegen  ist  die  Reihe  der  Größen: 

«iV:  1,  4,  9,  8,  6  also  g'o^'  «  1,  Ä?*  -  9, 

fiV:4,  3, 1,  -  2,  -  3  also  g[^' 3,  h[^'  =  4. 

Hieraus  folgt: 

g'^'^-2,    Ä^i>=-13. 

Wie  wir  sehen,  ist  das  Intervall  von  g^^^  bis  hf^^  ein  größeres, 
als  das  Intervall  von  G^^^  bis  H^^\  und  was  hier  gilt,  wird  Shn- 
lich  allgemein  gelten  oder  genauer  gesagt,  es  ist  allgemein: 

Wir  bilden  nun  wieder  dieselbe  Smnme  8^^  wie  im  ersten  Para- 
graphen : 


mn^mn 


Da  allgemein: 

^         AI)  2(1) 

mit   Aosnahme   von   ^ » 0   ist,    so    können    wir   unsere  Summe 
schreiben: 

•     •     • 

+  c«o*S'o  +  c„i(C  -  üi'o)  +  •  •  •  +  c«.(4''.  -  iliUi). 

oder  atich; 

»i»  («i»  —  «Ol)  +  <ii  (<\)i  —  <i»)  +  •  •  •  +  «ö««*» 


•  •  • 


+  «äoCc«,  -  C«l)  +  •  •  +  •  •  •  +  iäiiCm.. 
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Wir  wollen  nun  annehmen,  daß  die  sämtlichen  Differenzen: 

c^ß  —  c^ß^x  tmd  die  Größen  c^^ 

f&r  die  mehrfach  genannten  Werte  von  ß  und  r  positiv  oder 
Null  sind. 

Dann  kann  8^^  zwischen  zwei  Grenzen  eingeschlossen  werden 
nnd  zwar  der  Größe: 

als  unterer  nnd: 

als  oberer  Grenze. 

Wir  hätten  zweitens  die  Annahme  machen  können,  daß  die 
Größen: 

stets  negativ   oder  Null  sind,    dann  bleiben  die  obigen  Größen 
Grenzwerte,  nur  vertauscht  sich  die  obere  und  die  untere  Grenze. 
Wir   bleiben   bei   der  ersten  Annahme.     Dann  können  wir 
mit  den  Summen: 

wie  mit  den  ursprünglichen  verfahren.     Für  die  erste  ist: 

die  untere,  für  die  zweite: 

die  obere  Grenze,  vorausgesetzt^  daß  die  weiteren  Ungleichungen 
bestehen: 

^ao  —  ^a+io  ^  ö>     tf  =  0,  1,  •  •  •  w»  —  1. 

Almlich  ist  der  zweite  Fall  zu  behandeln.     Wir  erhalten  den 
LekrscUg:  Ändern  die  Differenzen: 

Ar  Zeichen  nicht  %md  ist  das  Zeichen  in  beiden  Fällen  dasselbe 
md  ewar  van  c^^  —  wobei  c^^  auch  Nidl  sein  kann  —  so  hat 
die  Stimme  8^^  den  Wert: 

wobei  m'^^  ein  Mittelwert  Mischen  ^^^  u/nd  h^^^  ist 

Zu  bemerken  ist,  daß  c^^  dasjenige  Glied  in  der  Reihe  der 
Größen  c  ist,  von  dem  aus  die  übrigen  Glieder  fallen  oder  doch 
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nicht  steigen  oder  umgekehrt,  je  nach  der  Art  des  gemeinsamen 
Zeichens. 

Wir  nehmen  zweitens  die  Doppelsumme: 

^r»       +  «r.  +  l         H H  ffr» 

+  «r  +  l#  +  «r  +  l*  +  l  +  •  •  •  +  «r  +  l« 

•  •  • 

und  bezeichnen  die  Smnme  der  Glieder  in  den  einzelnen  Hori- 
zontalreihen resp.  durch: 

Wir  greifen  t?«  heraus,  halten  r  fest  und  lassen  ^  alle 
Werte  von  0  bis  n  durchlaufen,  dann  gehört  zu  den  entsprechen- 
den Werten  von  i  eine  obere  Grenze  h?^  und  eine  imtere  (Frenze 
g]^\     Wir  bilden  femer  die  Summen: 

und  lassen  r  alle  Werte  von  0  bis  m  durchlaufen.     Die  untere 
Grenze  der  ersten  Reihe  sei  g^^\  die  obere  der  zweiten  h^^\ 
Da  die  Beziehung  besteht: 

SO  können  wir  die  Summe  iSL-  schreiben: 


mn 


(S) 


•  •    • 

+  «Wo(Ci  -  eO  +  e^tiCi  -  Ci)  +  •  •  •  +  c^.tfi, 
oder  auch: 

•  •   • 

Wenn  dann  die  Ungleichungen  bestehen: 

und  die  Größen  c^^  positiv  oder  Null  sind,  so  liegt  die  Summe  8^^ 
zwischen  der  Größe: 
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«b.^'y + c^jv +•••  c„.p'«' 

als  unterer  und: 

<\..A'5'  +  «^.Ä'!'  + .  •  •  c„,C 

&ls  oberer  Grenze. 

Nehmen  wir  die  weiteren  Ungleichungen  hinzu: 

so  ist  unsere  Summe  &_.  zwischen  der  Größe: 

mit 

als  unterer  und  der  Größe: 

als  oberer  Grenze  enthalten.  Ein  ähnliches  Resultat  würde  sich 
ergeben,  wenn  die  Zeichen  in  den  Ungleichungen  die  umge- 
kehrten sind. 

Wir  erhalten  den 

Lehrsatz:  Ändern  die  beiden  Ausdrücke: 

Ar  2^€ichen  nicht  und  ist  das  Zeugten  in  beiden  Ausdrucken  das- 
9dbe  und  sfwar  von  c^  —  die  Null  einbegriffen  —  so  hat  die 
Boppdsumme  8^^  den  Wert: 

vdhei  m^'^  einen  Mittelwert  zwischen  g^*^  und  V^  bedeutet. 

Zu  bemerken  ist,  daß  c^^  dasjenige  Glied  in  der  Beihe  der 
GröBen  e  ist,  von  dem  aus  die  übrigen  Glieder  fallen  oder  doch 
nicht  steigen  oder  umgekehrt. 

Wir  können  die  Doppelsunmie  8^^  noch  zwischen  andere 
Grenzen  einschließen.  Wir  gehen  dazu  zunächst  wie  im  ersten 
Falle  vor,  bilden  dann  aber  die  Summen: 

und 

und  nennen  die  untere  Grenze  der  ersten  Summe  g^*\  die  obere 
der  zweiten  h^^\ 

Wenn  dann  die  üngleichimgen  bestehen: 

imd  die  Größen  c^^  positiv  sind,  so  liegt  die  Summe  8^^  zwischen 
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als  unterer  und: 

als  oberer  Grenze. 

Nehmen  wir  dann  an,  daß  die  Ungleichungen  bestehen: 

80  liegt  die  Summe  8^^  zwischen 


als  unterer  und 


0n>09"' 


««.A'" 


als  oberer  Grenze. 

Wir  folgern  hieraus  ähnlich  wie  yorhin  den 
Lehrsatz:  Ändern  die  beiden  Äusdrikke: 

ihr  Zeuiken  nicht  und  ist  das  Zeichen  in  beiden  Ausdrüdcen  das- 
selbe und  fswar  von  Cq^,  so  hat  die  Summe  8^^^  den  Wert: 

wobei  m^^^  einen  Mittelwert  zwischen  g^^^  und  U^^  bedeutet. 

Zu  bemerken  ist,  daß  c^^  dasjenige  Glied  in  der  Beihe  der 
Größen  c  ist,  von  dem  aus  die  übrigen  Glieder  fallen  oder  doch 
nicht  steigen  oder  umgekehrt. 

Endlich  gehen  wir  zunächst  so  vor  wie  im  zweiten  Falle 
und  bilden  sodann  die  Summen: 

g'V  +  9'\  +  •  •  •  9'1\ 
Ä^j»  +  Ä^f>  +  . . .  Ä?> 

tmd    nennen    die    untere  Grenze    der   ersten  g^^\   die    obere   der 
letzten  ä'*\ 

Es  ergibt  sich  dann  der 

Lehrsatz:  Ändern  die  beiden  Ausdrücke: 

t^  Zeichen  nicht  und  ist  das  Zeichen  in  beiden  Ausdrücken  das- 
selbe und  zwar  von  c^q,  so  Juxt  die  Summe  8^^  den  Wert: 

wenn  W^^  einen  Mittelwert  zwischen  g^*^  und  h^*^  bedeutet. 
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Zu  bemerken  ist,  daß  c^^  dasjenige  Glied  in  der  Reihe  der 
Größen  e  ist,  yon  dem  ans  die  übrigen  Glieder  fallen  oder  doch 
nicht  steigen  oder  nmgekehrt. 

£8  braucht  kanm  hervorgehoben  zn  werden,  daß  der  Inhalt 
dieser  vier  S&tze  im  wesentlichen  derselbe  ist. 


§  4. 
Spezialisienuig  der  im  Yorigen  Paragraphen  gefimdenen  Resnltate. 

Wir  wollen  die  Besultate  des  dritten  Paragraphen   in  der- 
selben Weise  spezialisieren,  wie  die  Kesnltate  des  zweiten. 
Wir  setzen  dazu: 


irs 


T  T 


y)äxdy. 


wobei  fGLr  g>{x^y)  die  früheren  Bedingungen  gelten. 


y*+i 


*r      ^r-hl 


Dann  werden  die  Größen  i^i  auch  als  Doppelintegrale  ge- 
schrieben werden  können,  und  zwar  wird: 


y)dxdy. 


Es  ist  das  Doppelintegral  also  über  das  in  der  Figur  an- 
gedeutete Bechteck  I  zu  erstrecken.  Wir  wollen  andererseits  das 
Boppelintegral  betrachten: 


"n 

X  b 


q>{x,y)dxdy 
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und  V  in  stetiger  Weise  alle  Werte  von  b  bis  b^  durcblanfen 
lassen.  Dann  erbalten  wir  auf  diesem  Wege  alle  Größen  i^Vi 
femer  aber  folgt  aus  den  gemacbten  Annahmen,  daß  ein  jeder 
Mittelwert  der  Größen  iri^  wenn  s  die  Werte  von  0  bis  n  durch- 
läuft, geschrieben  werden  kann: 


J  y''^*' 


y)dxdy, 


X 

r 


wenn  i^^  einen  Mittelwert  zwischen  b  und  b^  bedeutet  Modi- 
fizieren wir  dann  die  Schlußweise  des  vorigen  Paragraiihen  etwas, 
um  kürzer  zum  Ziele  zu  gelangen,  so  können  wir  sagen,  daß  die 
Summe  S^^  jedenfalls  die  Form  haben  muß: 

ah  Xi   b  *m  ^ 

Die  Größen  ij  liegen  alle  zwischen  b  und  b^.  Wir  können  die- 
selben als  Werte  einer  und  derselben  Funktion  von  x  ansehen, 
die  in  den  Intervallen  von  a  bis  x^^  x^his  x^  etc.  stets  denselben 
Wert  besitzt,  dagegen  von  Intervall  zu  Intervall  sich  ändert 
Wir  woÜen  dieselbe  durch  t^  (x)  bezeichnen,  wobei  zu  bemerken 
ist,  daß  ijf  (x)  von  m  und  n  abhängen  wird.  Wir  wollen  aber 
davon  absehen,  diesen  Umstand  durch  Hinzufügung  von  Indices 
anzudeuten.  Wir  können  von  dieser  Funktion  jedenfalls  so  viel 
aussagen,  daß  ihre  Werte  sämtlich  zwischen  b  und  b^  gelegen 
sein  müssen. 

Unsere  Summe  kann  unter  solchen  Umständen  geschrieben 
werden: 


m 


und  es  ist  jetzt  nur  nötig,  einen  analjrtischen  Ausdruck  für  den 
Mittelwert  der  Summen: 


'r+l  xHx) 

ff 


X  b 

r 
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au&ustellen.   Eine  solche  Summe  können  wir  aber  bezeichnen  durch 


a     b 

es  ist  dieselbe  also  ein  Doppelintegral  der  Funktion  g>  {x^y) 
erstreckt  über  einen  Teil  des  Rechtecks  A^B^C^Dq  und  zwar 
einen  Teil,  der  begrenzt  ist  von  den  Linien: 

imd  einem  Zuge  yon  geraden  Linien,  die  abwechselnd  der  x-  und 
der  y-Achse  parallel  sind. 

Wir  halten  nun  die  Fimktion  '^^f{x)  fest  und  betrachten  das 
Integral: 

a     b' 

in  welchem  u  stetig  alle  Werte  von  a  bis  a^  durchlaufen  kann. 
Damt  nimmt  unser  Integral  u.  a.  alle  Werte  der  Integrale: 

q)(x^y)dxdy 

a       6 

an,  femer  aber  folgt,  daß  ein  jeder  Mittelwert  der  letzteren  die 
Form  haben  muB: 

(p(xyp)dxdyj 

'a  b 


//' 


fß 


wobei  I  einen  Mittelwert  zwischen  a  und  o^  bedeutet.  In 
ähnlicher  Weise  können  die  anderen  im  vorigen  Paragraphen  auf- 
gestellten Mittelwerte  dargestellt  werden.  Wir  fassen  die  Resul- 
tate zusammen  in  dem  folgenden 

Lehrsfxtjs:  Betet  man  a/n  Stelle  der  Oröße  q^,  das  Doppd- 
inkgral: 

/    J9i?>^y)äxdy, 

wobei  unter  q)  (x^y)  eine  endliche  Fufiktion  von  x  and  y  ver- 
ttofidm  wird,  die  über  dM  Gebiet  des  BecMecks  A^BqCqDq  ein 

IS* 
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eigmüiches  Meifaches  Integral  hesUet,  so  nehmen  die  im  vorigen 
Paragraphen  definierten  MiUdwerte  die  Form  an: 


-//• 


Die  Integrale  hemhen  eich  aUe  auf  die  Funktion  g>(x,  y).  Die 
Größen  l  liegen  sswischen  a  und  a^,  die  Größen  '^(x)  sind  Funk- 
tionen von  X,  deren  Werte  maischen  b  und  b^  liegen,  g  und  fjfQc) 
können  in  den  verschiedenen  Integralen  verschiedene  Werte  haben. 

§  5. 

EntwiekelnHg  einer  aUgemeinen  Methode  imr  Aufstelluig  toh  Mittel- 
wertsätsen  für  eigentliehe  Doppelintegnle. 

Wir  denken  uns  nun  neben  9(0;,  y)  eine  zweite  mdUche 
Funktion  f(x,  y)  vorgelegt,  die  dieselben  Eigenschaften  besitzt 
wie  g>  {x^  y\  also  em  eigentliches  Doppelintegral  Über  das  Bechteek 
Ä^B^Cf^D^  hat,  unter  diesen  Voraussetzungen  betrachten  wir 
das  Doppelintegral: 

ab 


«1  ^ 


Das  Rechteck  ÄqBqCqDq  denken  wir  uns  wie  früher  durch 
Linien  x^  und  y^  in  kleinere  Rechtecke  zerlegt,  deren  Anzahl  eine 
endliche  ist.  Dann  kann  unser  Doppelintegral  als  Summe  einer 
Anzahl   anderer   Doppelintegrale    dargestellt   werden    und   zwar: 


Den  Wert  der  Funktion  f(Xy  y)  in  einem  der  Eckpunkte  des 
Rechtecks  x^^  y,;  ä^+i,  y^^i  bezeichnen  wir  durch  c^,,  wobei  in 
geeigneter  Weise  für  die  Eindeutigkeit  von  c^^  Sorge  zu  laragen 
ist  (siehe  etwa  Pbingshbim,  Mfinchener  Berichte  1900  pag.  220 
oder  die  citierte  Arbeit  von  AbzslA.  pag.  105).  Um  die  Unter- 
suchung zu  einer  möglichst  elementaren  zu  gestalten,  wollen  wir, 
wie  schon  in  der  Einleitung  angedeutet^  auf  die  hieraus  sich 
ergebenden  Festsetzungen  nicht  weiter  eingehen,  sondern  von 
vorne  herein  annehmen,  daß  die  Funktion  f(x^  y)  im  Rechteek 
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A^BqCqD^  eindeutig  und  stetig  sei,  femer  wollen  wir  als  Eck- 
punkt ein  für  alle  Male  den  linken  unteren  festsetzen.  Dann 
kann  innerhalb  eines  jeden  Integralzeichens  an  Stelle  von  f{x^  y) 
jedenfalls  geschrieben  werden: 

sodaß  unsere  Doppelsunime  in  zwei  Teile  zerfällt: 

r      » 

wobei  die  Größen  q^^  die  in  den  vorigen  Paragraphen  angegebene 
Bedeutung  besitzen. 


n 


X        y 
r        $ 


Die  erste  Summe  hat  die  Form  der  Summen^  die  wir  im  zweiten 
und  vierten  Paragraphen  untersucht  haben  und  kann  nach  den 
dort  angegebenen  Sätzen  dargestellt  werden. 

Die  Behandlung  der  zweiten  Summe  erfordert  andere  Methoden. 
Nehmen  wir  an,  daß  dieselbe  den  Grenzwert  Null  besitzt,  wenn 
m  und  n  unabhängig  von  einander  über  alle  Grenzen  hinaus 
wachsen  —  wobei  die  Diagonalen  der  einzelnen  Rechtecke  alle 
imendlich  klein  werden  —  so  ist  klar,  daß  wir  von  der  zweiten 
Summe  absehen  und  uns  im  wesentlichen  auf  die  Betrachtung 
der  ersten  beschränken  können. 

Die  genannte  Annahme  ist  aber  jedenfalls  erfßllt,  wenn 
f{x^y)  durchweg  stetig  ist 

Unter  solchen  Umständen  ist  klar,  daß  den  MUkhcertsätgen, 
dk  wir  für  Doppelsummen  aufgestellt  hohen,  entsprechende  Mittel- 
wertsätge  fUr  Doppelinteffrale  mgeordnet  werden  können, 

§6. 

AifeftelliiBg  einer  ersten  Rategerie  von  MittelwertsätEen  in  Gebiete 

der  eigentUehen  zweifachen  Integrale. 

Wir  lassen  jetzt  in  den  Sätzen,  die  wir  in  §  i  und  §  3 
gefanden  haben,  m  und  n  unabhängig  von  einander  über  alle 
Grenzen  hinaus  wachsen,  wobei  wir  an  den  für  <p(x,  y)  und 
später  für  f{x^  y)  gemachten  Annahmen  festhalten,  so  ergibt  sich 
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eine  erste  Kategorie  yon  Mittelwertsfttzen  f&r  eigentliche  Doppel- 
integrale.    Dieselbe  lautet: 

Erster  Lehrsat»:  Ändern  die  Ausdrücke: 

fix  +  f,y  +  O  -  /■(«  +  f>y)  -  f{^^y  +  O  +  fi^^y)' 
fip>  \)  -  f(^  +  ^'  h)'  f((h' y)-f{(h>y  +  O 

/Ar  dUe  in  Betracht  kommenden  Werte  von  x,  p,  e,  e'  ihr  Zechen 
nicht,  so  ist  das  vorgelegte  Doppdintegral: 

f  jf{x,y)q>{x,y)dxdy 

a    6 

gleich: 

Sind  insbesondere  die  Zeichen  in  aUen  drei  Ausdrikken  die  näm- 
lichen und  0war  gleich  dem  Zeichen  von  f{a^y  h^,  die  NüU  wur 
begriffen,  so  wird  das  vorgelegte  DoppeUntegral  gleich: 

f{(^>^)l  I  q>{x,  y)dxdy. 

a    b 

Zweiter  Lehrsatis:  Ändern  die  Ausdrücke: 

f{x,y)  -  f{x  +  B,y)-f{x,y  +  O  +  f{x  +  B,y  +  s") 
f{x  +  i,b)-f{x,b),     f(a,y  +  B')^f(a,y) 

ihr  Zeichen  nicht,  so  ist  der  Wert  des  vorgdegten  DoppeUntegraiks 
gleich: 

f{a,  &)Jtfl»>  +  (Aoi,  b)  -  fia,  b))M'^'  +  {f{a,  b{)  -  fa,  ft))Jlf » 

'   +  (/•(«,  b)  -  fia, , b)  -  Aa,&i)  +  fia,,b^))M'!'. 

Ist  insbesondere  das  Zeichen  aüer  drei  Ausdrücke  das  nämliche 
und  zwar  gleich  dem  Zeichen  von  f{a,  b),  die  Nuü  einbegriffen, 
so  wird  das  vorgelegte  Boppelintegral  gleich: 

f{<h^  M  /  /  9>(^*  y)dxdy. 

vr 
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Driüer  LehrsaU:  Ändern  die  Ausdrücke: 

f{a,  y)  -  f{a,  y  +^'),    f(x  +  b\  b,)  -  f(x,  b,) 
ihr  Zekken  nkM,  so  ist  der  Wert  des  DoppdintegrcUes  gleich: 

f{a,  b,)M[''  +  (f{a,  b)  -  f{a,  b^))M^^''  +  {f{a,,  b,)  -  fa,  b,))M'^'' 
+  (fia,  b^)-f{fl,  b)^f{c^,  b,)  +  na^,  b))M'^\ 

Ist  insbesondere  das  Zeichen  aiUer  drei  Ausdrücke  das  nämliche 
und  zwar  gleich  dem  Zeichen  von  f{a^  b^,  die  NuU  einbegriffen, 
io  ufird  das  vorgelegte  DoppeHntegräl  gleich: 


f(<h>^) 


)JJ<p(^. 


y)dxdy. 


Vierter  Lehrsatz:  Ändern  die  Ausdrücke: 

t^  Zeichen  nicht,  so  isi  der  Wert  des  vorgelegten  Boppdmtegrdles 
^eich: 

f{a,,  b)M'^'  +  (f{a^,  fti)  -  /-(Ol,  6))lf;^'  +  (f(a,b)  -  na^,b))Mf 

+  (f(a,,  b)  -  f(ß^,  b,)  -  fia,  b)  +  fia,  b,))M['\ 

Ist  insbesondere  das  Zeichen  aUer  drei  Ausdrücke  das  nämliche 
und  zwar  gleich  dem  Zeichen  von  f(a^,  b),  die  NM  einbegriffen, 
80  folgt  als  Wert  unseres  Integrales: 


n 


<^>h)Jj9(^> 


y)dxdy. 


a  n 


Der  zweite  dieser  Sätze  stimmt  im  wesentlichen  mit  dem- 
jenigen überein,  den  der  Verfasser  in  der  citierten  Arbeit  ent- 
wickelt hat. 

Die  Darstellung  der  Größen  M  in  der  Form  von  Doppel- 
integralen ist  im  zweiten  Paragraphen  gegeben  worden. 
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§  7. 
AnfstelliB^  eiMr  zweitoi  Kale^ri«  y<m  Mittelwertsäteei  fir  d^illieke 

Doppelinte^rale. 

In  ähnlicher  Weise  wie  im  vorigen  Paragraphen  kann  aus 
der  zweiten  Kategorie  von  Mittelwerts&tzen  for  Doppelfiimunen 
eine  zweite  Kategorie  von  Mittelwerts&tzen  für  Doppelintegrale 
abgeleitet  werden.  Aach  hier  behalten  wir  die  Bedingung  bei, 
daß  fp{x^y)  endlich  nnd  integrierbar,  f{x^y)  eindeutig  und  stetig 
sei,  indem  wir  ftb-  allgemeinere  Fälle  auf  die  Arbeit  von  AszeiJL 
verweisen.     Wir  begnügen  uns  damit  die  Sätze  anzugeben. 

Erster  LehrsätM:  Ändern  die  Differewten: 

f{^>  y)  —  f{^>  y  +  t')u/nd  f(x,  b)  —  f{x  +  s,  h) 

ihr  Zeicken  nicht  tmd  ist  das  Zeiche»^  in  heiden  Fällen  das  näm- 
liche und  zwar  von  f(ai,  &i),  die  NuU  einbegriffen,  so  ist  das 
vorgelegte  Doppdintegral  gleich: 

f{(h  ^)J  J  viPf  y)dxdy. 
2koeiter  Lehrsatz:  Ändern  die  Differenzen; 

ihr  Zeichen  nicht  und  ist  das  Zeichev^  in  beiden  Ausdrücken  das- 
selbe und  zwar  von  f(a,  b),  die  NuU  einbegriffen,  so  ist  das 
vorgelegte  DoppeUntegral  gleich: 


Dritter  Lehrsatz:  Ändern  die  Differenzen: 

f{^^y)-f{^^y  +  ^')  ^^  f(x  +  e,b)'-f(x,b) 

ihr  Zeichen  nicht  und  ist  dM  Zeichen  in  beiden  Ausdrücken  das 
nämliche  und  zwar  von  f{a,  b^),  die  Nuü  einbegriffen,  so  ist  das 
vorgelegte  Doppdintegräl  gleich: 

(x^y)dxdy, 
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Vierter  Lehrsatg:  Ändern  die  Differenjuen: 

ihr  Zeichen  nicht  und  ist  das  Zeichen  in  beiden  Ausdrücken  das 
nämUche  und  ewar  von  f{a^,  h),  die  NuU  einbegriffen,  so  ist  das 
vorgdegte  Doppdintegral  gleich: 

/*(«*  &i)  /  /  9>(a?,  y)dxdy. 
«VW 

In  allen  vier  Sfttzen  bedeutet  g  je  einen  Mittelwert  zwischen 
a  und  o^,  der  in  den  vier  Fällen  durchans  verschieden  sein  kann, 
t|f(x)  je  eine  Funktion  von  x^  die  ffir  alle  Werte  von  rc,  die 
zwischen  a  und  g  gelegen  sind,  jedenfalls  nur  solche  Werte  an- 
nehmen kann,  die  zwischen  b  und  b^  gelegen  sind. 

In  den  vier  B&tzen,  die  wir  aufgestellt  haben,  ist  voraus- 
gesetzt worden,  daß  je  zwei  Differenzen  der  Fuuktion  f(x,y) 
dasselbe  Zeichen  besitzen  und  zwar  wie  die  Funktion  f{x^  y)  in 
je  einem  der  vier  Eckpunkte  des  Rechteckes  AqS^C^D^^,  Von 
dieser  letzten  Voraussetzung  können  wir  uns  befreien,  das  Zeichen 
in  dem  entsprechenden  Eckpunkt  kann  beliebig  angenommen 
werden.  Es  modifizieren  sich  dann  die  vier  S&tze.  Diese  Modi- 
fikationen sind  aber  so  einfacher  Art  —  es  braucht  an  Stelle 
Ton  f(x,y)  nur  die  Differenz  von  f(x,y)  und  dem  Werte  der 
Funktion  in  einem  bestimmten  der  vier  Eckpunkte  eingeführt  zu 
werden  — ,  daß  wir  von  ihrer  Aufstellung  f&glich  absehen  können. 

Die  entwickelten  S&tze  sind  Sätze  von  der  Art,  wie  sie 
Herr  ArzkTjA  zuerst  aufgestellt  hat 

Schließlich  möge  bemerkt  werden,  daß  die  Hinzunahme 
dieser  S&tze  die  Theorie  der  FoüsnBSchen  Beihen  mit  zwei  ver- 
änderlichen Größen,  wie  sie  der  Verfasser  in  der  citierten  Arbeit 
gegeben  hat,  insofern  weiter  f&hrt,  als  von  dem  Zeichen  der 
Größen  D^^  abgesehen  werden  kann. 


Ilnektetf«  «iklirt  10.  IX.  190S.] 


über  eine  gewisse  Gattung  Ton 
Ellgelflächen  -Integralen. 

Von 
G.  Neukanm. 

§1. 

Ol^r  die  hier  ei  l^etraehtonden  FnktioH«i  JJix,  y,  m)  ui  fi¥er  tie 
ininittolter  ra  Ta^  lie^nd^B  Eigeisdialtei  dieser  PuktioiM. 

Zerlegt  man  eine  gegebene  EÜipse^  deren  Achsen  2annd26 
heißen  mögen,  von  ihrem  Mittelpunkt  ans,  in  lauter  unendlich 
schmale  Sektoren,  und  addiert  man  sodann  die  Flächeninhalte 
dieser  Sektoren,  so  erhält  man  in  solcher  Weise  für  den  Flächen- 
inhalt der  gegebenen  Ellipse  folgenden  Ausdruck: 

in 


Dieser  Ausdruck  mu£  daher  «-  nah  sein  und  man  gelangt  daher, 
indem  man  (—1   —  Ä  und  (-r-j  ^«  B  setzt,  zu  folgender  Formel: 


A  coB* 9  +  jB  sin"  tp  ^^  -ifAB 


Dieses  Integral  kann  man  ein  KreisMegrdI,  nennen.  Denn  man 
kann  dq>  9I&  das  Element  einer  Kreislinie  vom  Radius  Eins  an- 
sehen; wobei  alsdann  cosg)  und  sing?  zu  bezeichnen  sein  werden 
als  die  Richtungscosinus  des  nach  einem  solchen  Elemente  dip 
hinlaufenden  Kreisradius. 

Berechnet    man    in    analoger    Weise    das    Volumen    eines 
Edipsoides^  indem  man  dasselbe,  von  seinem  Mittelpunkte  aus, 
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in  lanter  nnendlich  dünne  Kegel  zerlegt»  so  gelangt  man  zu 
folgender  mit  (i)  analoger  Formel: 

Und  dieses  Integrel  kann  ein  Kugelflächm-IntegrcU  genannt  werden. 
Denn  dasselbe  dehnt  sich  ans  über  alle  Elemente  dm  einer  mit 
dem  Badins  JEkis  beschriebenen  Eogelfläche;  wobei  a,  |3,  /  die 
Bichtmigscosinns  des  nach  dem  Element  dm  hinlaufenden  Eugel- 
radius  vorstellen. 

Wir  wollen   nun    die  Formel  (2)   als  .Grundlage   benutzen 
zur  Untersuchung  gewisser  anderer  Eugelfl&chen-Integrale: 

(3)  J,  -Jix^  +  pß'  +  ty^d« , 

wo  do,  a,  ßj  /,  sowie  auch  das  Integralzeichen,  dieselbe  Be- 
deutung wie  in  (2)  haben  sollen;  während  unter  Xy  p,  e  helkhige 
Variablen  zu  verstehen  sind;  sodaß  also  J^  eine  Funktion  von 
X,  y,  s  repräsentiert.  Dabei  mag  n  eine  beUehig  gegebene  reelle 
Konstante  sein. 

SpesialfäUe«  —  Macht  man  n  »  0,  so  erhält  man: 


(3a)  Jo  ^J^ 


dm  »s  49E; 

sodaB  also  Jq  eine  Konstante  ist.  —  Setzt  man  femer  n  —  1, 2, 3, . . . 
80  ergibt  sich  ohne  sonderliche  Mühe: 

J'i'^^i^  +  y  +  fö^ 

etc.  etc.; 

sodaß  also  J^j  /,,  cT*,,  etc.   lauter  ganze  homogene  Funktionen 
Ton  Xy  y^  z  sein  werden. 

Im  allgemeinen  aber  soll  das  n  eine  beliebige  Kon- 
stante sein;  tmd  es  wird  also  im  allgemeinen  die  wirkliche  Be- 
rechnung der  Funktion  J^y  d.  i.  die  Ausführung  der  in  (3)  an- 
gegebenen Integration  nicht  ganz  leicht  sein. 


dx 
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Wdchen  Wert  nim  aber  die  Konstante  n  auch  haben  mag, 
jedenfalls  eigibt  sich  aus  (3)  dnrch  Differentiation: 

.  nJ{xi^  +  y/5«  +  i?y*)«-i««dai, 
woraus  durch  Multiplikation  mit  x,  y,  z  und  Addition  sich  eigibt: 

/   X  ^  Ji,    ,        ^/,    ,        ^Z»  _  ^  I-        r«  eine  beUebige  mnel 

Nun  ist  «*  +  /5*  +  y**=l,  weil  a,  /J,  y  Bichtungscosinus 
sind,  und  mit  Bücksicht  hierauf  gelangt  man  durch  Addition 
der  drei  Gleichungen  (4)  zu  folgender  Formel: 

(fC\  ^^n    x^^n    x^^n  ^  ^j  Tu  eine  beliebige  reenel 

W  "ä^+'^y   "'"ä^'"'*'^— *'   L  KoneUnte.  J' 

Dies  ist  eine  sogenannte  räourrmU  Gleichfmg,  mittelst  deren 
nmn  aus  J^  die  Funktion  Jj,  _  ^  zu  berechnen  vermag.  Es  fragt 
sich  nun,  ob  man  nicht  vielleicht  auch  umgekehrt  aus  cT^.i  ^e 
Funktion  «7*^,  oder  (was  dasselbe  ist)  aus  J^  die  Funktion  J^^i 
abzuleiten  im  stände  ist  Diese  Frage  wird  im  folgenden  Para- 
graph dnrch  die  Formel  (13)  beantwortet  werden. 

Die  rekurrente  Gleichung  (6)  versagt,  infolge  des  rechts 
stehenden  Faktors  «t,  fEbr  n  »  0.  D.  h.  man  wird  mittelst  dieser 
Gleichimg  aus  Jq  nicht  abzuleiten  im  stände  sein  die  Funktion  J_^, 
Hingegen  wird  man,  mittelst  derselben,  aus  der  Funktion  J_i 
suocessive  die  Funktionen  J^^y  «^-s>  *^-Ay  *  •  *  Ableiten  können. 
Und  hierbei  sei  bemerkt,  daß  die  Funktion 

(^*)  "^"^Jxa^  +  yß^  +  MY^ 

darstellbar  ist  durch  folgendes  dUpUsche  Integral: 


(6  b)        j.i-2«r 


ds 


y(l+X8){l+ys)il  +  08) 
0 

was  weiter  ausführen  zu  wollen,  überflüssig  erscheint 
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Kete  Ei^Msehaften  der  Fuktianeii  J^{x,  y,  t). 

Setzt  man  in  (2):  il  —  1  —  ea;,  ^  —  1  —  «y,  O  ■=  1  -—  «ir, 

wo  e  einen  «e^   X:2^in«»  konstanten  Faktor  yorstellen  soll,   so 
eiliftlt  man  sofort*^): 


1 ^J^    r dm 


(7)     ,,:. ... r;. t  -  .-.    f    8» 


oder,  falls    man   sich    die   rechte   Seite    entwickelt   denkt    nach 
Potenzen  von  e: 

(8)  ^  -Vg,««, 

wo  die  H^  folgende  Werte  besitzen: 

etc.  etc. 

Diese  Werte  der  H^  sind  leicht  ausdrfickbar  mittelst  der  J^  (3). 
X&n  erh&lt: 

^o-i*'o,    «"thin    fio-1    [vgl.  (3a)], 


(9) 


etc.  etc. 


^  Denn  es  ist  zu  beachten,  dafi  a,  /?,  y  RichtimgBCOBinaB  sind, 
daß  mitbin  «»  +  jj«  +  y«  =  l  ist. 
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Aus  (8)  folgt  durch  partielle  Ableitung  nach  x: 

und    nunmehr   ergibt  sich  ans  (8)  und  (lo)   durch  Elimination 
der  Wurzelgröße: 


2h.^-»{1^')2^^. 


Setzt  man  hier  die  Koeffizienten  von  i"  ^  auf  beiden  Seiten  ein- 
ander gleich,  so  erh&lt  man 

was  nichts  Neues  ist,  weil  ^q  »  1  ist  [vgl.  (9)].  Sodann  aber 
erhftlt  man  weiter  durch  Oleichsetzimg  der  Koeffizienten  e^,  s\  b\,.. 
die  Gleichungen: 

JT,  =-  2      Jy     —  2rc-g^,     [für« =0.1.1.8....]. 

Statt  der  H^  kann  man  hier,  mittelst  (9),  die  J^  einfOhren. 
80  erh&lt  man: 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(„)  j,+  2*ii-2(|^)^,     C-M,.......!. 

^     ^  ^   *  cx  \2n+2/      dx     ' 

Ebenso  wie  diese  Formel  Ableitungen  nach  x  enth&lt,  ebenso 
werden  sich  ofifenbar  analoge  Formeln  ergeben,  die  mit  den  Ab- 
leitungen nach  ff  und  z  behaftet  sind,  sodaß  man  also  zu  fol- 
gendem Besultat  gelangt: 

SatB.  —  J^  die  zu  untersuchenden  FunkHonen  J^  (3)  gdim 
folgende  Gleichungen: 
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MutHpUgkri  fMn  aber  diese  &leidiungen  mU  sc,  y^  jt,  Wfid  addiert, 
so  erhäU  man,  fnU  Büehsichi  auf  {$),  sofort: 

[ftT«»0,  1,  S,  8,...]. 

Ils  mag  gestattet  sein  die  Formet  (12)  und  (13)  als 
rekurrente  Gleichungen  eu  "bezeichnen.  Jedenfalls  wird  die 
Formd  (13)  diesen  Namen  verdienen^  tceU  man^  mittelst  derselben, 
aus  J^  die  Funktion  J^^i  abzuleiten  im  stände  ist. 

Während  aber  die  früheren  Formehi  (s),  (6)  offenbar  stets 
gelten,  welchen  Wert  man  der  reellen  Eonstante  n  auch  beilegen 
mag,  —  sind  die  gegenwärtigen  Formeln  (12),  (13)  einstweilen 
nur  bewiesen  für  n  <=»  0,  1,  2,  3,  ....  Es  fragt  sich  also,  ob 
die  Fonneln  (12),  (13)  z.  B.  noch  gültig  sind  für  n  —  —  3, 
oder  für  n » ^,  oder  allgemem  für  n » il,  wo  X  eine  ganz 
beliebige  reelle  Konstante  sein  soll. 


§  3. 

Weitere  UntersneliiuigeH  iil^er  die  im  Torigen  Paragraph  geftudeaen 

reknrreateii  Gleiehimgeii  (12)^  (13). 

Ans  (3)  ergibt  sich,  falls  man  daselbst  das  n  durch  den 
Buchstaben  X  ersetzt: 

(14)  J,  «Ax««  +  pß^  +  zy^'diD. 

Femer  werde  gesetzt: 

(15)  f-^^  +  ^^-j^-^K^^j-^j-' 

Dieser  Ausdruck  f  wird  alsdann,  zufolge  (12),  gleich  NuU  sein 
ftir  A  =  0,  1,  2,  3,  .  .  ..  Und  es  handelt  sich  für  uns  nun  um 
die  Frage,  ob  dieses  Nullsein  vielleicht  auch  dann  noch  statt- 
findet, wenn  man  unter  X  eine  gami  beliebig  gegebene  reelle  Kon- 
ttante Terstehi 

um  nun  auf  diese  Dinge  näher  einzugehen,  werden  wir  die 
Ausdrücke  Jx  und  f  zu  entwickeln  suchen  nach  den  Funktionen 
J^  J^y  J^  cTj,  . . .,  diese  Funktionen  aber  gebildet  gedacht,  nicht 
ftr  die  Argumente  x^  y,  z^  sondern  für  die  Argumente  o;  —  1, 
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y  —  1,  e  —  1.  Die  in  Bede  stellenden  Entwickinngen  werden 
also  fortschreiten,  nicht  nach  den  Funktionen 

(i6)  J^  ^  f  (xa*  +  ifß*  +  gy*ydmj      [«-0,1. «,»....], 

sondern  vielmehr  nach  folgenden  Funktionen 

(» 7)  2«- /l(aJ  -  !)«•  +  (y -  1)/?H  (ie^- l)>^i«>,  l« «A 1. ».  «..-.1- 

Dabei  sei  bemerkt,  dafi  die  in  (i  2)  fOr  die  /^  erhaltenen  rekurrenten 
Gleichungen  sich  auf  die  ^  übertragen.  So  z.  B.  wird  man  auf 
Grund  der  ersten  Gleichung  (12),  indem  man  daselbst  x^  y,  s 
mit  X—  l^y—  1,  e— 1  vertauscht,  sofort  zu  folgender  Formel 
gelangen: 

(.8)  3.+  2(.-l)^-2g^')%i,    C.-0...V..3. 

Auch  ist  offenbar  [vergl.  (3  a)]: 

(19)  So -4«.     mithin  SS,  B.:     ^=»0. 

Setzt  man  zur  augenblicklichen  Abkürzung: 

(20)  w-(«-l)««+(y-l)|5«  +  (5-lV, 

so  erhalten  die  Formeln  (14)  und  (16),  (17)  folgende  Gestalt^): 

(21)  "cr,-/(l  +  w)"d», 

Bei  den  Untersuchungen  des  gegenwärtigen  und  des  folgenden 
Paragraphs  wird  es  nun  durchaus  notwendig  sein,  den  Argu- 
menten 07,  y,  fi  komplexe  Werte  beizulegen,  also  zu  setzen: 

(22)  x^xn  +  ixs,    Sf«=yÄ  +  *y»,    g'^Bx  +  iesf 

wo  t  —  V--1  ist,  w&hrend  xr^  y^,  isr  und  flCs,  ys,  i^s  redl  sein 
sollen. 


*)  Zu  beachten  ist,   daß  a,  ß,  y  Bichtungskosinus  sind,  mithin 
die  Quadratsumme  a'  -f  |}'  -f  y*  stets  »»  1  ist.    Demgemäft  ergibt  si 
2.  B.  aus  (20)  sofort:  w  =  (oja*  +  yjJ*  +  gy^  —  1.    U.  s.  w. 
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Auch  erscheint  es,  wenigstens  yorlftnfig,  zweckmäßig,  die 
Yariahilität  der  komplexen  Argumente  Xj  y,  0  folgenden  Bedin- 
gangen  zu  unterwerfen*^): 

{23)    mod(ir-l)^|,      mod(y-l)^i,      mod  (iP  -  l)  ^ -J- . 

« 

Was  endlich  den  Ausdruck  w  (20)  anbelangt,  so  ergibt  sich 
aus  (20)  sofort: 

mod  w  ^  a*  mod  («  —  1)  +  ß^  mod  (y  —  1)  +  y*  mod  (js  —  l) ; 

denn  a,  ß,  y  sind  Richtungscosinus,  mithin  stets  red^  zu  denken. 
Aus  dieser  letzten  Formel  folgt  nun  weiter,  mit  Bücksicht  auf 
die  den  Variablen  x,  y,  z  auferlegten  Bedingungen  (23^, 

mod  w  ^  («»  +  ß^  +  y^\ 
d.  i. 

(24)  mod  w  ^  |. 

Folglich  wird  z.  B.  (1  +  w)*  in  eine  nach  den  Potenzen 
von  w  fortschreitende  konvergente  Beihe  entwickelbar  sein: 

(25)  (l+wy  =  Xo  +  ^w  +  A,w»  +  X,w»+..., 

in  welcher  X^  mittelst  der  bekannten  GAUss'schen  Funktion  Tl 
folgendermaßen  darstellbar  ist: 

(26)  X,-         "W 


«       n{n) '  n{X  —  n) 

Naoh  äUen  dieeen  Vorbereitongen«  wird  es  nun  leicht 
sein,  unser  eigentliches  Ziel  zu  erreichen.  Substituiert  man  in 
der  ersten  der  Formeln  (21)  die  konvergente  Entwicklung  (25), 
so  ergibt  sich: 

Jx  -Aito  +  itiw  +  A,w»  +  A,w»  +  .  ..)e««>, 
d.  L 

^i  =  h  Mö>  +  ^  /  W6I10+  A,  /wM«  +  Aj  jw^dm  +  • . . 
oder  einfacher  geschrieben: 


«sO 


^  Statt  der  Zahl  ^  hätte  man  in  (23)  ebenso  gut  irgend  eine 
andere,  der  Bedingung  0  <[  9  ^C^  1  entsprechende  Zahl  q  nehmen  können. 
Nur  der  EinfaMeit  halber  ist  hier  ^  =  4^  gesetzt. 

lUth.-ph7S.  Klasae  1908.  19 
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also  mit  Hinblick  auf  die  lägk  der  Fonneln  (21): 

OD 

(27)  «^-»-2^.3». 

und  folglich  auch: 

OD 

(28)  ^i+t-2'(*  +  i)-3»- 

Substituiert    man    jetzt    diese    Werte    (27),    (28)    in   der 
Formel  (15)9  so  eriilüt  man: 

oder,  was  dasselbe  ist: 

OD 


f-^l,[X+Hx-l)'-^] 


OD 


+^0'.-^G^3('+').)B]. 


«eO 


WO  die  in  der  ersten  und  zweiten  Zeile  in  den  eckigen  Elammem 
enthaltenen  Ausdrücke  homogene  Funktionen  von  x—l^  If-^h 
0  —  1  sind,  respektive  von  der  nten  und  (n  —  l)ten  Ordnung. 
Für  den  ersten  dieser  beiden  Ausdrücke  kann  man  den  in  (18) 
angegebenen    Wert   substituieren;    und   erhält  in  solcher  Weise: 


'-2^-'C^'-^ 


«=0 

00 


+2(»«.-»(lif3('+').)t- 

Dabei  ist  zugleich  in  der  zweiten  Zeile  die  untere  Summations- 
grenze  n  >-  0  ersetzt  worden  durch  n  »  1 ;  was  offenbar  erlaubt 

ist,  weü  ^  gleich  Nuü  ist  [vgl.  (19)]. 

Ersetzt  man  jetzt  in  der  letzten  Zeile  vorstehender  Formel 
den  Buchstaben  n  durch  n  +  1^  80  erhält  man: 
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f-S'-'^cm'-^ 


««0 

0» 


2X  +  8\,,    ,    ^v         \^3, 


+20..^.-2(|i±l)(»  +  l).+.)^, 


und  hierfür  kann  man  schreiben: 


«+i 


WO  alsdann  C^  die  Bedeutung  hat: 

Substituiert  man  hier  fflr  X^,  ^n  +  i  ^^^  (^  +  ^)m-i  ^^"^  ^^  (^^) 
ersichtlichen  Werte,  so  findet  man  sofort,  daß  C^  »  0.  Somit 
ergibt  sich  also  aus  (29): 

(30)  /•  -  0. 

Erinnert  man  sich  nun  an  die  eigentliche  Bedeutung  von  f 
[Tergl.  (15)],  und  beachtet  man  zugleich,  daß  die  gegenwärtigen 
Untersuchungen  wesentlich  auf  der  Voraussetzung  (23)  beruhen, 
so  führt  die  Formel  (30)  zu  folgendem 

Besoltat.  —  Es  sei  X  eine  beliebig  gegebene  Konstante  j  die 
e.  B.  posiäv  oder  negativ,  eme  ganze  ZaM,  oder  eine  gebrochene 
Zahl  sein  kann. 

Alsdann  wird  die  für  irgend  welche  reeUen  oder  komplexen 
Argumente  x^  ^,  $  gebildete  Funktion 

(„)  ,_rt^,,.)_j-.+ä,^_sgi+D?^ 

stets  »  0  5em,  solange  jene  Argumente  x,  y,  0  den  Bedingungen 
(32)abs(x-l)^|,     abs(y-l)^|,     abs(iP-l)^| 

mierworfen  gedacht  werden. 

Hiermit  ist  offenbar  bewiesen,  daß  die  erste  der  Gleichungen 
(12)  auch  dann  noch  gilt,  wenn  man  daselbst  die  positive  ganze 
Zahl  n  durch  eine  beliebige  Eonstante  X  ersetzt,  —  immer  vor- 
ausgesetEt,  daß  die  Argumente  x^  y,  0  den  Bedingungen  (32) 
Genüge   leisten.     Daß   Analoges   von    den    beiden   andern  jener 

19* 
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Gleichungen  (12)  und  ebenso  auch  von  der  Gleichung  (13)  gelten 
¥rird,  bedarf  keiner  weiteren  Erläuterung. 

Es  handelt  sich  nun  aber  vor  allen  Dingen  um  die  B^ 
seitigung  der  Einschränkungen  (32),  oder  wenigstens  um  eine 
möglichst  starke  Erweiterung  des  durch  jene  Einschränkungen 
umgrenzten  Spielraumes,  und  das  soll  im  folgenden  Paragraph 
yersucht  werden. 

§  4. 

Es  wird  gezeigt,  daß  die  ia  Rede  stehenden  rekurrenten  fileiebnnien 
(12),  (13)  aneh  laeh  giltig  sind  für  negatije  ud  gebracheie  Werte 
yai  ti,  yaransgesetit,  daß  man  dal^ei  auf  Argumente  x,  y,  z  siek  ke- 

sekrftnkt,  deren  reelle  Teile  >  0  sind. 

Die  komplexe  Variable 

(a)  Ä  —  «Ä  +  tfljfi,    [vergl.  {22)] , 

kann  geometrisch  aufge&ßt  werden,  nämlich  angesehen  werden 
als  ein  Fmikt  auf  der  komplexen  o;- Ebene.  Dabei  sind  alsdann 
Xr  und  Xs  die  Koordinaten  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  zwei  in 
jener  Ebene  festgesetzte  (aufeinander  senkrechte)  Achsen  B  und  8^ 
von  denen  die  eine  als  die  redle  Achse^  die  andere  aber  als  die 
seitlicke  Achse  (oder  imaginäre  Achse)  zu  bezeichnen  ist. 

Denkt  man  sich  nun  die  Variable  x  [ebenso  wie  z.  B.  in 
(23)  imd  (32y\  der  Bedingung  unterworfen: 

(b)  mod  (a?  —  1)  ^  i ,     d.  i.     mod  {xr  +  ixg  —  1)  ^  | , 

so  wird  der  Punkt  x  gezwungen  sein,  auf  einer  Kreisfläche  za 
bleiben,  die  in  der  genannten  Ebene  um  den  Punkt  1  [d.  i.  um 
den  Punkt  (xr  «1,  Xs='  0)]  mit  dem  Radius  j  beschrieben  ist 
Aus  der  Bedingung  (b)  folgt  daher  sofort,  daß  die  mit  der 
Achse  B  parallele  Koordinate  Xr  des  Punktes  x  stets  ^  jj  mithin 
z.  B.   auch  stets  >  0  zu  bleiben  gezwungen  ist. 

Die  Bedmgu/ng:  mod  («  —  l)  ^  j  wird  also  ohne 
weiteres  die  Formet  xr>0  nach  sich  ziehen. 

D.    h.    geometrisch    ausgedrückt:    die    Kreisflädie: 

(SS)      <  mod(«  —  1)  ^  y  ist  nur  ein  Teil  des  größeren  Flädm^ 

getnetes:  xr  >  0.     Oder^  was  auf  dassdbe  hinaushommi: 

Das  Fädiengebiet:  Xr>0  enthält  in  sich  jene  Kreisflädte: 

imod  (ic  —  1)  ^  1^. 
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Man  hat  zu  unterscheiden  zwischen  den  beiden  Fonneln: 
ä^jt  >  0  und  Xr  ^  0.  Die  letztere  Formel  repräsentiert  ofifenbar 
geradezu  die  eine  Hälfte  der  komplexen  ^^  Ebene.  Hingegen 
reprisentiert  die  in  {^^i)  genannte  Formel  o^a  >  0  ein  (rebiet, 
welches  von  dieser  Ebenenhftlffce  sich  unterscheidet  durch  einen 
unendlich  schmalen  längs  der  Achse  S  sich  hinziehenden  Flächen- 
strafen* 

•3ft^  {^3)  vöUig  analoge  Sätze  gdten  offenha/r  für 
(34)        die  komplexe  Variable  y,  und  ebenso  auch  für  die  kom- 
plexe Variable  z. 

Was  nun  die  im  vorigen  Paragraph  eingeMhrte  reelle  Eon- 
stante X  betrifft,  so  wollen  wir  zur  Vereinfachung,  und  um  die 
VoisteUung  besser  zu  fixieren,  iL »  —  8  setzen.  Alsdann  ist 
nach  (14)  und  (15): 

(35)  J^  8  -J  (Sa« +7^>  +Vrr  ' 

und 

(36)     /•=/•(.,  y,.)-7_s+ 2*^ -2(1^)%-. 

Substituiert  man  hier  in  (36)  für  J_8  seinen  Wert  (35),  und 
ebenso  auch  fOr  JL-7  den  analogen  Wert,  so  erhält  man  durch 
elementare  Rechnung  sofort: 

137)  f'  f{x.  y.  «)  -/(^a.  +  'yp''=:^Ö^ ' 

WO  F  die  Bedeutung  hat: 

(38)  1^ «  -  2  -  8  •  ««•  +  [1  +  (2  •  8  -  3)a»](a;a»  +  y/3»  +  zy^. 

Hieraus  erkennt  man^  daß  die  Funktion  f  (37)  nur  allein 
dann  unstetig  werden  kann,  wenn  der  in  (37)  unter  dem  Integral- 
zeichen stehende  Nenner  Null  wird.  Jener  Nenner  aber  ist,  wenn 
man  von  der  schon  vorhin  eingeführten  Bezeichnungsweise  {22) 
Gebrauch  macht,  folgendermaßen  darstellbar 

[xa^+yß^+zf)^  «  [{xRa'+yRß^+  ZRy")  +  i{x8a*+ysß^+  ^sy^)^. 

Setzt  man  nun  voraus,  daß  die  Größen  Xjty  y^j  Zr  sämtlich 
>0  bleiben  sollen,  so  wird  ein  Verschwinden  des  Trinoms 
(^äo*  +  Vr^^  +  ^Ry^^  mithin  auch  ein  Verschwinden  jenes 
Nenners  schlechterdings  unmöglich  sein;  denn  die  positiven  reellen 
Größen   a*,  /5*,  y^  sind   der   Eelation   «*  +  /3*  +  y*  =  1    unter- 
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worfen,   mithin   von  solcher  Beschaffenheit,   daß  höchstens  moei 
von  ihnen  gleich  Null  werden  können. 

Sind  also  die  Größen  Xrj  y^^  »r  s&mtlich  >  0,  so  wird 
ein  Verschwinden  jenes  Nenners,  und  folglich  auch  ein  ünstetig- 
werden  der  Funktion  f  durchaus  unmöglich  sein;  sodaß  man 
also  zu  folgendem  Satz  gelangt: 

Sats  L  —  Die  Funktion  f(x^  y,  z)  wird  fortdauernd  stetig 
sein^  faUs  man  ihre  Argumente  x,  y,  b  den  Bedingungen 

(39)  «Ä>0,    yji>0,    eR>0 

unterwirft.  • 

und  zu  diesem  Satze  können  wir  auf  Grund  des  in  (31)9  (32) 
erhaltenen  Resultates,  sofort  noch  folgenden  zweiten  Satz  hinzu- 
fügen : 

Sati  n.  —  Di«  Funktion  f{x,  y,  0)  wird  stets  =  0  sein, 
falls  man  ihre  Argumente  x^  y,  z  den  Bedingungen 

(40)  mod(rc-l)^i,     mod(y— 1)^|,     mod(0-l)^i 

unterwirft.  ' 

Diese  beiden  höchst  einfachen  und  eleganten  Sätze  bilden 
nun  die  eigentliche  Grundlage  der  hier  anzustellenden  Unter- 
suchungen. 

Wir  wollen  zuvörderst  den  Argumenten  y  und  0  konstante 
Werte  zuerteilen.  Diese  Konstanten  y  und  z  mögen  den  Be- 
dingungen Grenüge  leisten: 

(«)  mod(y-l)^i     und     mod(£f-l)^|; 

sodaß    sie    also,    infolge    dieser   Bedingungen,    z.  B.    auch   den 
Formeln: 

(ß)  yR>0     und     0R>O 

entsprechen  werden.     [Vergl.  (33)  und  (34).] 

Alsdann  ist  f(Xj  y^  z)  nur  noch  abhängig  von  der  einen 
Variablen  x.  Und  diese  nur  allein  von  x  abhängende  Funktion 
wird,  wie  aus  (a)  mittelst  des  Satzes  n  (40)  sich  ergibt, 

(A)  =  0  sein  im  Kreise  mod  («  —  1)  ^  ^. 

Auch  wird  sie,   wie  aus  (ß)  mittelst  des  Satzes  I  (39)  zu  er- 
sehen ist, 

(B)  stelig  sein  im  Gebiete  xr  >  0. 
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Ist  nun  aber  irgend  eine  von  der  komplexen  Variablen  x 
abhängende  Funktion  auf  der  komplexen  d^Ebene  innerhalb  eines 
gegebenen  Flftchengebietes  !(  überall  =  0,  und  ist  überdies  be- 
kannt, daß  sie  innerhalb  irgend  eines  das  Gebiet  9  in  sich  ent- 
haltenden größeren  Gebietes  93  überall  stetig  ist,  so  folgt  hieraus 
bekanntlich,  daß  sie  innerhalb  dieses  größeren  Gebietes  93  eben- 
Mls  überall  »  0  ist.  Diesen  allgemeinen  Satz  können  wir  nun 
offenbar  in  Anwendung  btingei^  auf  die  in  (A)  und  (B)  ge- 
nannten Flächengebiete:  mod(a;  —  1)  ^  i  und  a?Ä  >  0;  denn  wir 
wissen  [vergl.  (33)],  daß  das  Gebiet  Xr>  0  in  sich  enihäU  das 
kreisförmige  Gebiet:  mod  (x  —  1)  ^  ^^ 

Aus  jenen  Ergebnissen  (A)  und  (B)  folgt  daher  sofort,  daß 
die  hier  betrachtete,  von  x  abhängende  Funktion  f(x,  y,  0)  nicht 
nor  im  Kreise:  mod  (^  — -  1)  ^  jy  sondern  auch  in  dem  größeren 
Gebiete:  Xn>  0  überall  gleich  NuU  sein  muß. 

um  die  Hauptsache  zusammenzufassen:  Entsprechen  die 
beiden  Eonstanten  y  und  0  jenen  in  (er)  von  uns  festgesetzten 
Bedingungen:  mod (y  —  l)  ^  t^  nnd  mod  (z  —  1)  ^  i>  so  folgt 
hieraus,  daß  die  von  x  abhängende  Funktion  f(x^  y,  0)  gleich 
Nuü  sein  muß  im  Gebiete  Xr  >  0.  Oder,  etwas  einfacher  aus- 
gedrückt: 

Die  Funktion  f{xy  y,  0)  wird  stets  =»  0  sein,  falls 
nur  ihre  Argument  x,  y,  0   den  Bedingungen  Genüge 
(4O      {leisten: 

xr>Oj     und    mod(y— 1)^1,     mod(/»  —  l)  ^  |. 

Um  einen  Schritt  vorwärts  zu  kommen,  wollen  wir  jetzt 
den  Argumenten  x  und  0  konstante  Werte  zuerteilen.  Diese 
Konstanien  x  und  0   mögen   den  Bedingungen  unterworfen   sein: 

{y)  Xr>0     und     mod  (^e^  —  1)  ^  1 ; 

sodaß  sie  also,  infolge  dieser  Bedingungen,  z.  B.  auch  den  Formeln: 

(d)  Xr>0     xuxA  zr>0 

entsprechen  werden.     [Vergl.  (33),  (34)-] 

Alsdann  ist  f(x,  y,  0)  nur  abhängig  von  der  einen  Vari- 
ablen y.  und  diese  Funktion  von  y  wird,  wie  aus  (y)  auf  Grund 
des  soeben  bewiesenen  Satzes  (41)  sich  ergibt, 

(C)  «  0  sein  im  Kreise:  mod(y  ""*  l)  ^  i« 


(42) 
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Auch  wird  sie,  wie  aus  (i)  mittelst  des  Satzes  I  (39)  sich  ergibt, 

(D)  stetig  sein  im  Gebiete:  yn  >  0. 

Das  Nullsein  im  Kreise  (C):  mod  (y  —  l)  ^  i  übertragt 
sich  aber  auf  jedes  diesen  Kreis  in  sich  enthaltende  und  von 
ünstetigkeiten  freie  größere  Gebiet,  also  z.  B.  auf  dais  in  (D) 
genannte  Gebiet:  y^  >  0. 

Sind  mithin  die  beiden  Konstanten  x  und  »  jenen  in  (y) 
festgesetzten  Bedingungen:  o^a  >  0  und  mod(js  —  l)  ^  |  unter- 
worfen, so  folgt  hieraus,  daß  die  von  tf  abhängende  Funktion 
fix,  y,  b)  gleich  NuU  sein  muß  im  Gebiete:  yR  >  0.  Mit  andern 
Worten: 

Die  Ftmhtion  f(x,  y^  z)  mrd  stets  »  0  sein,  fails 
nur  ihre  Argumente  x^  y,  z  den  Bedingungen  entr 
sprechen: 

JPä  >  0 ,     ^Ä  >  0     und     mod  («  —  1)  <  y . 

um  endlich  die  letzte  Stufe  der  gegenwärtigen  Betrachtungen 
zu  ersteigen,  wollen  wir  jetzt  die  beiden  Argumente  x  und  y  als 
konstant  uns  denken.  Diese  Konstanten  x  und  y  mögen  den  Be- 
dingungen unterworfen  sein: 

(«)  Xr>0     und     yR>  0. 

Alsdann  iat  f{x^  y,  d)  nur  abhängig  Ton  der  einen  Variablen  ». 
und  diese  Funktion  von  z  wird,  wie  aus  (e)  mittelst  des  soeben 
bewiesenen  Satzes  (42)  sich  ergibt, 

(E)  =  0  sein  im  Kreise:  m(A{z  —  1)  ^  y- 

Auch  wird  sie,  wie,  ebenfalls  aus  (e),  mittelst  des  Satzes  I  (39) 
sich  ergibt, 

(F)  sietig  sein  im  Gebiete:  Zr  >  0. 

Das  Nullsein  im  Kreise  (E):  mod(i»— 1)^^  überträgt 
sich  aber  auf  jedwedes  diesen  Kreis  in  sich  enthaltende  und  von 
ünstetigkeiten  freie  größere  Gebiet,  also  z.  B.  auf  das  in  (F) 
genannte  Gebiet:  Zr  >  0. 

Sind  mithin  die  beiden  Konstanten  x  und  y  jenen  in  (c) 
festgesetzten  Bedingungen:  Xr>  0  und  y/j  >  0  unterworfen,  so 
folgt  hieraus,  daß  die  von  z  abhängende  Funktion  f{x^  y,  z) 
gleich  Nuü  sein  muß  im  Gebiete:  Zr  >  0.  Oder  einfacher  aus- 
gedrückt: 
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(43) 


f  Die  F\mkHon  f(x,  y,  e)  wird  stets  »  0  sem^  faUs 
nur  ihre  Argumente  x,  y,  e  den  Beämgu/ngen  eni- 
sprechen: 

xr>o,   yR>o,   0R>o. 

Dabei    ist   [vergh  (36)]   unter  f(x,  y,  e)  folgende 
Funktion  verstanden  worden: 

rt.,,.)-[/.+t.^-.g^')%i]..... 

sodafi  also  dieser  Bat»  (emstweUen  wenigstens)  nur  ganz 
^spegidl  den  Fall:  n  —  —  8  betrifft 

Dieser  Satz  (43)  zeigt  offenbar,  daß  die  erste  der  rekarrenten 
Gleichungen  (12)  gültig  ist  för  n »»  —  8,  vorausgesetzt  daß  man 
sich  dabei  beschränkt  auf  Argumente  x^  y,  0^  die  den  Bedingungen 
xr >0,  ^a  >  0,  gR>  0  Genüge  leisten.  Kaum  bedarf  es  der 
Bemerinmg,  daß  Analoges  zu  sagen  sein  wird  von  der  zweiten 
and  dritten  jener  rekurrenten  Gleichungen  (12). 

Wenn  wir  hier  speziell  den  Fall:  n  =  —  8  betrachtet  haben, 
so  ist  das  nur  beispielsweise  geschehen.  Offenbar  wird  man  zu 
genau  denselben  Besultaten  auch  dann  gelangen,  wenn  n  gleich 
emer  gan»  beliebigen  negativen  ganzen  Zahl  gesetzt  wird;  sodaß 
num  also  sagen  kann: 

Besultat  der  Untersaohung.  —  Die  im  zweiten  Paragraph 
ßr  n  =  0, 1,  2,  3, . . .  bewiesenen  rekurrenten  Oleichu/ngen  (12): 


(<4) 


y 


+  V    dy 

\2n  +  2/     dz 


0 


werden  audi  noch  gHUig  sein  /ttr  n  —  —  1,  —  2,  —  3, . .  . ,  vorcms- 
gesetzt,  daß  man  sich  dabei  auf  Argumente  x,  y,  z  besdtränkty 
deren  reeOe  Teile  >  0  sind. 

Gleiches    ist    daher    auch    zu    sagen   von    der    rekurrenten 
Gkidmng  (13): 

(45)  (aj  +  y  +  ^)/^+2(x«^  +  y»^"  +  x?«^")-(2n+3)/,^,-0; 
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denn  diese  ergibt  sidi  unmiUdbar  aus  (44)  durch  Mtdüf^ikaim 
mit  a;,  y,  n  und  Addition.     [Vgl.  (12)^(13)]. 

ZuBatB.  —  Auch  dürfte  aus  den  angestelUm  Untersuchungen 
bereits  deuüich  hervorgehen,  daß  die  Gleichungen  (44)9  (45)  ^ 
OüUigkeit  bleiben  werden,  wenn  man  in  ümen  unter  n  eine  gam 
beliebige  reelle  Konstante  (e,  B.  irgend  wdchen  positiven  oder 
negaHven  Bruch)  versteht,  —  ifnmuer  vorausgesetgt,  daß  man  sick 
dabei  auf  Argumente  x,  y,  £  beschränkt,  deren  redte  Teile 
>  0  sind. 

BeispieL  —  Die  erste  der  Gleidmngen  (44)  lautet: 

(46)  /,  +  2a:g^  -  2(^^)-^  . 

oder,  falls  man  für  J^  und  J^^i  ilire  eigentlichen  Bedeatnngen: 


substitniert: 


«^«+1  =/(*«*  +  yß^  +  ^y*)"^'^» 


(47)  f{xa*  +  .  .  .)~(J»  +  2nx  f(xa*  +  •  •  •)•-  Vif w 

«  (2n  +  3)  Uxa^  +  •  •  .)"a*^»i 
woraus  z.  B.  für  n  «  —  1  sich  ergibt: 

^"^^    J  xa^+yß^  +  zy*'  "  ^  V  (x«« +  7?' +  ^7 V     J  xa^  +  yß'W' 

wobei  alsdann  wiederum  vorauszusetzen  ist,  dafi  die  reellen  Teile 
der  Argumente  x,  ^,  0  sämtlich  >  0  sind. 

Von  dieser  Fonnel  (48)  soll  im  folgenden  Paragraph  Ge- 
brauch gemacht  werden. 

§  5. 
Anweidiuig  aaf  die  Attraktion  eines  homogenen  Ellipsoides. 

Das  NBWTONSche  Potential  eines  homogenen  Ellipsoids  in 
Bezug  auf  einen  innem  Punkt  (Xj  y,  0)  kann  in  der  Weise  be- 
rechnet werden,  daß  man  das  EUipsoid,  von  jenem  Punkte  (x^y^e) 
aus,  in  lauter  unendlich  dünne  Kegel  zerlegt,  und  sodann  je  zwei 
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solche  einander  diametral  gegenüberliegende  Kegel  (Scheitelkegel) 
znsammenninunt,  u.  s.  w.  Man  gelangt  anf  diesem  Wege  —  was 
weiter  ansznführen,  überflüssig  erscheint  —  für  das  in  Bede 
stehende  Potential  V  zu  folgender  Formel: 

(49)  V  =  |(ea?»  +  Hy»  +  Jz^  +  K), 

wo  q  die  Dichtigkeit  des  Ellipsoids  vorstellt,  während  GjH^J^K 
gewisse  Eonstanten  repräsentieren,  die  allein  abhängig  sind  von 
den  Achsen  2a^  2&,  2  c  des  gegebenen  Ellipsoids.  Und  zwar  er- 
gehen sich  z.  B.  fOr  die  Konstanten  G  und  K  folgende  Werte: 

(50)  G  -  ^[^Äj  ^^^t^ßßt^cyy  ^J  ÄÖT^^W+Wi ' 
wo  Äj  B^  C  die  Bedeutungen  haben: 

w     ^-ö".  "-(ff-  <'-(^'' 

dahei  haben  in  (50),  (51)  die  Integralzeichen,  und  ebenso  auch 
da  und  a,  ßj  7,  genau  dieselben  Bedeutungen,  wie  in  der  ganzen 
Torliegenden  Abhandlung.     [Vgl.  z.  B.  (2),  (3).] 

Die  Ausdrücke  der  drei  Konstanten  &,  JOT,  /  lassen  sich 
nnn  wesentlich  vereinfachen  mittelst  der  hier  entwickelten  all- 
gemeinen Theorie.  In  der  Tat  ergibt  sich  aus  (48)  sofort,  daß 
man  dem  Ausdrucke  G  (50)  folgende  Gestalt  geben  kann: 

(53)  ö  -  -  ^y^„.+  Bj"+Cy»  • 

Analoge  Werte  ergeben  sich  für  H  und  J;  sodaß  man  also 
z.  B.  erhält: 

(54)  G  +  H+J^"   fdm  «  -  4jr, 

Nach  (49)  hat  aber  der  LAPLACESche  Differentialausdruck 
JV  den  Wert:  AY ^  q(G  +  H  +  J);  sodaß  man  also,  mittelst 
der  Belation  (54),  zu  der  Formel  gelangt:  ^iF«  — 4«g;  was 
in  Einklang  ist  mit  dem  bekannten  PoissoNSchen  Satze. 

Mittelst  der  hier  entwickelten  allgemeinen  Theorie  sind  wir 
mit  Leichtigkeit  im  stände  gewesen,  den  Ausdruck  (50)  um- 
zuwandeln in  den  Ausdruck  (53). 
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Dabei  sei  schließlich,  was  diese  beiden  Ausdrücke  (50)  nnd 
(53)  der  Konstante  G  anbelangt,  noch  Folgendes  bemerkt:  Man 
erhält  fär  G  den  Ausdruck  (50),  wenn  man  (anf  dem  schon  an- 
gegebenen Wege)  direkt  das  Potential  berechnet  Eüngegen  er- 
hält man  fOr  G  den  Ausdruck  (53),  wenn  man  zuvörderst  die 
Kraftkomponenten,  und  sodann  erst  aus  diesen  (durch  Integration) 
das  Potential  zu  ermitteln  sucht. 

§6. 

Olier  die  Anwendbarkeit  des  NKWTONsehen  Oesetees  auf  sehr  große 

Evtfemingen. 

Sind  X,  F,  Z  die  Kräfte,  mit  denen  das  betrachtete  homo- 
gene Ellipsoid  auf  irgend  einen  innem  Punkt  (x,  ^,  e)  einwirkt, 
so  istt 

(55)  ^'^^d^^    ^^**äy'    ^""^ai' 

wo  X;'  einen  (von  Gauss  mit  K  bezeichneten)  positiven  konstanten 
Faktor  vorstellt;  dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  die  Masse  des  solli- 
zitierten  Punktes  «»  1  sei.  Substituiert  man  hier  f&r  das  Poten- 
tial  V  seinen  Wert  (49),  so  erhält  man  sofort: 

(56)  X=^lc^qGx,     Y^k^qHy,     Z  ^  k^qje-, 

und  hier  bezeichnet  z.  B.  G  [vrgl.  (53)  und  (52)]  folgende  nur 
allein  von  den  halben  Ellipsoidachsen  a,  2»,  c  abhängende  Konstante: 

(57)  ff»(-'^'      ^"^ 


■-'-'/©• 


I)  +  (1)  +  (9 


während  H  und  J  analoge  Bedeutungen  haben.  Endlich  ist  q 
die  konstante  Dichtigkeit  des  Ellipsoids. 

Demgemäß  werden  offenbar  die  Konstanten  6r,  H^  J  und 
folglich  auch  die  Kräfte  Z,  y,  Z  völlig  ungeändert  bleiben  bei 
einer  Vertauschung  von  a,  6,  c  mit  lo,  Ab,  Ao,  —  wenigstens 
wenn  iL  >  1  ist. 

Diese  einfache  Bemerkung  f&hrt  zu  befremdlichen  Besultaten, 
sobald  man  der  gewöhnlichen  Vorstellung  sich  hingibt,  daß  der 
ganze  Weltraum,  ins  Unendliche  hin,  in  einigermaßen  gleich- 
formiger  Verteilung,  von  Sternen  erfftUt  sei,  daß  also  das  Stemezi- 
meer  nach  allen   Seiten  sich  ins  unendliche  erstrecke,    und  za- 
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gleieh  eine  hmstante  mittlere  Dichtigkeit  besitze.  Denn  alsdann 
wOrde  man  das  üniversrnn  z.  B.  als  ein  unendlich  großes  homo- 
genes EUipsoid  sich  vorstellen  können.  Auch  würde  man,  falls 
a^by  c  wiUhürUch  gewählte  positive  endliche  Eonstanten  sind,  die 
halben  Achsen  dieses  Ellipsoids  gleich  Aa,  Ih^  Xc  setzen  dürfen, 
indem  man  dabei  nnter  X  einen  unendlich  großen  Faktor  ver- 
steht Alsdann  aber  würde  man  zu  dem  Besultat  gelangen,  daß 
Ton  diesem  unendlich  großen,  das  Universum  darstellenden  Ellipsoid 
auf  die  einzelnen  Sterne,  wie  z.  B.  Sonne,  Erde,  Mars,  etc.,  Kräfte 
ausgeübt  werden,  die  wesentlich  abhängen  von  jenen  ganz  loülr 
hürUdi  gewählten  Eonstanten  a,  6,  c;  —  was  offenbar  absurd  ist. 

Diese  einfachen  Betrachtungen  hatten  sich  mir  schon  vor 
langer  Zeit  (1854 — 57)  aufgedrängt,  ohne  daß  ich  »damals  ge- 
wagt hätte,  aus  denselben  einen  Schluß  zu  ziehen  zu  Ungunsten 
des  NswTONSchen  Gesetzes.  In  späterer  Zeit  habe  ich  sodann 
diese  Betrachtungen  mehrmals  von  neuem  aufgenommen  und  zu- 
gleich vereinfacht. 

Bei  einem  unendlich  großen  Ellipsoid  entsteht  nämlich  die 
Unbestimmtheit  der  in  Rede  stehenden  Kiäfte  im  ganzen  aus 
drei  Ursachen:  erstens  aus  den  ganz  willkürlichen  Werten  von 
a,  h,  c,  zweitens  aus  den  ebenfalls  willkürlichen  Richtungen  der 
Ellipsoidachsen,  und  drittens  aus  der  willkürlich  zu  wählenden 
Lage  des  Ellipsoidzentrums.  Die  letztgenannte  Ursache  aber  ist, 
fSa  sich  allein,  bereits  ausreichend,  um  die  in  Rede  stehenden 
Kräfte  völlig  unbesHmnU  zu  machen;  und  man  kann  daher 
a^b'^  c  setzen.  Alsdann  wird  also  das  Universum  dargestellt 
sein  durch  eine  unendliche  große  homogene  Kugd,  deren  Zentrum  C 
im  Weltraum  eine  unllMrUch  zu  wählende  Lage  besitzt.  Und 
diese  das  Universum  repräsentierende  unendlich  große  Eugel  wird 
offenbar  auf  die  einzelnen  Sterne  Eräfte  ausüben,  die  alle  ge- 
richtet sind  nach  jenem  wiUhUrlich  gewählten  Punkte  0,  und 
deren  Intensitäten  proportional  sind  mit  den  Abständen  der 
einzelnen  Sterne  von  jenem  Punkte  0, 

In  dieser  Form  habe  ich  mein  Bedenken  gegen  das  Nbwton- 
sche  Gesetz  zuerst  in  meinen  Vorlesungen,  sodann  aber  auch  in 
einer  von  mir  im  Jahre  1874  publizierten  elektrodynamischen 
Abhandlung  ausgesprochen,  [Abb.  d.  E.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  1874, 
Seite  98].    Meine  dortigen  Worte  lauten  ungefähr  folgendermaßen: 

y,Nimmt  man  an,  das  Meer  der  Sterne  erstrecke  sich  nach 
ofien  Seiten  ins   UnendlicJie,   und   die   mittlere  IHcMigkeU  dieses 
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Meeres  sei  Jconstofd,  so  wird,  Im  ZugrundeHegung  des  NsPrrossdkm 
Gesätes,  die  von  diesem  Stemenmeer  auf  unsere  Erdkugel  om- 
geübte  Kraft  völlig  unbestimmt  sein,  nämlich  jede  bdiebiffe 
Richtung  und  Stärke  haben  können." 

,J>as  NswTONSche  GeseU  führt  uns  also  —  bei  Annahme 
eines  na/ch  aUen  Seiten  ins  Unendliche  reichenden  Stemenmeeres 
von  konstanter  mittlerer  Dichtigkeit  —  0u  einem  vöUig  absurden 
ResuUaL"' 

Dieses  selbe  Bedenken  gegen  das  NEWTONSche  Gesetz  habe 
ich  sodann  im  Jahre  1896  von  neuem  ausgesprochen  in  meinea 
allgemeinen  Untersuchungen*)  über  das  NEwroNsche  Prinzip  der 
Femwirkungen^'  [Leipzig,  bei  Teubner,   1896,  daselbst  S.  i  n.  2]. 

Kurz,,  wir  stehen  vor  der  Alternative,  entweder  die  An- 
nahme faUen  zu  lassen,  daß  das  Stemenmeer  mü  konstant 
mittlerer  Dichtigkeit  nach  aUen  Seiten  sü^  ins  Unendliche  erstredse^ 
oder  aber  eineuräumen,  daß  das  NswTONSche  Gesetz  für  sehr 
große  Entfernungen  irgend  welcher  ModifiktUUm  bedürfe. 

Eine  derartige  Modifikation  ist  Ton  mir  gelegentlich  in  Vor- 
schlag gebracht  worden.  Sollte  nämlich  das  Meer  der  Sterne 
mit  konstanter  mittlerer  Dichtigkeit  nach  allen  Seiten  ins  un- 
endliche reichen,  so  würde,  wie  ich  gezeigt  habe,  trotzdem  gegen 
das  NEWTONSche  Oesetz  kein  Einwand  (der  genannten  Art)  m 
erheben   sein,   falls   man  nur   die  in   diesem   Gesetz   enthaltene 

Potentialfnnktion  —  ersetzen  wollte  durch    —  c^***",  indem  man 

dabei  unter  a  eine  Eonstante  versteht,  die  >  0  sein  mufi,  sonst 
aber  beliebig  klein  sein  darf.  Bei  Zugrundelegung  des  so  modi- 
fizierten NEWTONschen  Gesetzes  würde  nämlich  eine  unendlich 
große  homogene  Kugel  auf  innere  Punkte  gar  keine  Kraft  aus- 
üben. [Vergl.  die  schon  genannten  „Allgemeinen  Üntersuchimgen 
etc.^  (Leipzig,   1896),  Satz  Seite  122.] 

Ganz  unabhängig  von  mir  ist  Seeliger  zu  ähnlichen  Er- 
wägungen gelangt.  Ln  Jahre  1894  erschienen  seine  höchst 
schätzbaren  und  tiefer  gehenden  astronomischen  üntersuchmigen. 
[Astr.  Nachrichten,  1894,  Bd.  137,  Seite  3272.]  Der  eigentliche 
Grundgedanke  ist  bei  Seeligeb  derselbe  wie  bei  mir.  Nur 
unterscheiden   sich  Seeligers  Untersuchungen  von  den  meinigen 

*)  In  diesem  Werke  ist  auf  S.  117  ein  Fehler  zu  korrigieren. 
Die  dortige  fJBemerkung'^  (zwölf  Zeilen  betragend)  ist  nämlich  za 
streichen. 
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wesentlich  dadurch,  daß  er,  nahen  jener  von  mir  ins  Ange  ge- 
ftfiten  Möglichkeit,  daß  das  Stemenmeer  mit  konstanter  mittlerer 
Dichtigkeit  nach  allen  Seiten  sich  ins  unendliche  ausdehnt,  auch 
noch  andere  Möglichkeiten  in  Betracht  zieht;  der  Art,  daß  das 
▼on  mir  gegen  das  NswTONSche  Gesetz  geltend  gemachte  Arga- 
ment  nur  als  ein  spezieller  Faü  der  Ton  Seelioer  gegen  dieses 
Gresetz  vorgehrachten  Argumente  sich  darstellt.  [Vergl.  Seelioebs 
Abhandlung:  „Üher  das  NEwroNSche  Oravitationsgesetz,*'  1896, 
in  den  Sitzungsberichten  der  K.  Bayer.  Ak.  d.  Wiss.,  Bd.  XXYI, 
Seite  373]. 

Übrigens  hat  Seeuger,  nachdem  er  durch  mein  Werk  von 
1896  auf  meine  Publikation  von  1874  aufinerksam  geworden 
war  (und  ohne,  daß  ich  selber  dtirch  mündliche  oder  briefliche 
Mitteilungen  dazu  irgend  welchen  Anstoß  gegeben  hätte),  meine 
IMaritäi  bei  Betrachtungen  dieser  Art  ohne  weiteres  anerkannt 
und  herrorgehoben,  in  einem  Aufsatz  vom  Jahre  1896,  [Y.  J.  S. 
der  Astron.  Gres.,  Jahrgang  31,  Heft  3,  Seite  177]. 

Wenn  Seeligeb  in  diesem  Aufsatz  mein  Werk  von  1896 
[„Allg.  Untersuchungen  etc/^]  einer  eingehenden  und  besonders  an- 
erkennenden Beurteilung  unterwirft,  so  mag  es  mir  nachträglich 
noch  gestattet  sein,  dem  hervorragenden  Astronomen  hierfür 
öffentlich  meinen  aufrichtigen  Dank  auszusprechen;  —  ich  habe 
dabei  nur  die  BefQrchtnng,  daß  meine  Verdienste  von  ihm  zu 
sehr  überschätzt  worden  sind. 

Beiläu%  möchte  ich  bemerken,  daß,  in  meinen  „Allgemeinen 
Untersuchungen  etc.'*  [Leipzig  1896],  noch  ein  Hoeiter  Einwand 
gegen  das  NEwroNsche  Gesetz  von  mir  erhoben  ist.  Derselbe 
berollt  aber  auf  elekirastdtischen  Betrachtungen  und  ist  daher 
von  viel  geringerer  Bedeutung  als  jener  hier  besprochene  erste 
Einwand.  Denn  so  hypothetische  Dinge,  wie  die  elektrischen 
Flnida,  können  doch  wohl  kaum  in  Betracht  kommen,  sobald  es 
sich  um  Prüfung  der  Gesetze  handelt,  nach  welchen  die  Himmels- 
körper auf  einander  einwirken.  Und  gerade  in  Anbetracht  dieser 
relativen  Leichtigkeit  jenes  zweiten  Einwandes  möchte  ich  auf  die 
Priorität  meines  hier  besprochenen  ersten  Einwandes  nicht  gerne 
Vemcht  leisten.  Ich  bemerke  dies  mit  Bücksicht  auf  eine  von 
Prof.  Dr.  Oppenheim  publizierte  „Kritik  des  NEWTONSchen  Gravi- 
taiionsgesetzes^  [Prag,  bei  Haase,  1903],  in  welcher  mir  lediglich 
te  giceite,  nicht  aber  der  erste  Einwand  zugeschrieben  wird. 
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Inlialta  -  Üb  endoht. 

S«it» 

§  I.  Ober  die  hier  zn  betrachtenden  Funktionen  J^{x,  y,  z\  und 
über  die  unmittelbar  zu  Tage  liegenden  Eigenschaften  dieser 

Funktionen 264 

§  2.   Neue  Eigenschaften  der  Funktionen  J^{x,  y,  e) 267 

§  3.  Weitere  Untersuchungen  Über  die  im  vorigen  Paragraph  ge- 
fundenen rekurrenten  Gleichungen  (12)  und  (13) 269 

§4.  Es  wird  gezeigt,  dafi  jene  rekurrenten  Gleichungen  (12) 
und  (13)  auch  noch  gültig  sind  für  negtUive  und  gdtrochene 
Werte  der  Zahl  n,  falls  man  nur  dabei  die  Argumente  x,  y,  b 

gewissen  Beschränkungen  unterwirft 274 

§5.   Anwendung  auf  die  Attraktion  eines  homogenen  EUipsoids    280 
§  6.   Ober  die  Anwendbarkeit  des  NBwrovschen  (Gesetzes  auf  sehr 

gro6e  Entfernungen 282 


Nachträgliche  Bemerkung. 

Die  auf  Seite  276 — 279  angestellten  Betrachtungen  lassen  sich 
leicht  verallgemeinem;  wodurch  in  denselben  zugleich  eine  grOfiere 
Einfachheit  und  Obersichtlichkeit  hervorgebracht  wird. 

Es  sei  n&mlich  f{Xy  y,  m)  eine  Funktion  der  drei  kon^pHexen  Argu- 
mente X,  y,  z.  Auf  der  komplexen  d^Ebene  seien  zwei  Fl&chengebiete 
9[  und  a  markiert,  derart,  daß  das  letztere  im  ersteren  liegt,  oder 
wenigstens  mit  dem  ersteren  irgend  einen  Flächenteü  gemein  hat. 
Femer  mögen  Sß  und  h  analoge  Bedeutungen  haben  in  der  komplexen 
y-Ebene,  und  ebenso  (£  und  c  in  der  komplaxen  ir-Ebene.  Alsdann 
gilt  folgender  Satz: 

Ist  die  Funktion  f{x,  y,  z)  für  die  Gebiete  9,  93,  ^  aUenihdlben 
stetig,  und  ist  überdies  bekannt,  daß  sie  für  die  Geriete  a,  6,  c  Überall 
^0  ist,  80  wird  sie  aud^  für  die  GMete  H,  IB,  (£  überaU  =  0  sein. 


DrnokferUg  erklftrt  S6.  Yin.  1903.] 


Zur  Lehre  der  niclit  abgescMossenen  Pnnktmengen. 

Von 

W.  H.  YOÜNG. 

§  X. 
In  seinen  Le9ons  sur  la  Theorie  des  Fonctions  hat  Borel 
durch  ein  interessantes  Beispiel  gezeigt,  wie  wenig  wir  uns  auf 
unsere  Anschauung  verlassen  können,  wenn  es  sich  um  die  richtige 
Aii£EiEissang  des  Continuunis  handelt.  Er  nimmt  die  Menge  der 
rationalen  Punkte  in  dem  Segment  (0,1),  wie  bekannt'  eine  ab- 

zählbare  Menge,  und  beschreibt' um  jeden  einzelnen  Punkt  -  als 

Mittelpunkt  ein  Intervall,  dessen  Länge  -,  ist.    Außerhalb  dieser 

Interyalle  liegt,  wie  er  schon  bewiesen  hatte,  eine  mehr  als  ab- 
x&hlbare  Punktmenge.  Dann  läßt  er  die  Größe  e  gegen  Null 
konvergieren  und  zeigt,  daß  die  bekannten  LiouviLLESchen  Zahlen- 
pnnkte,  ebensowie  die  rationalen  Punkte,  stets  innerhalb  der  auf- 
einanderfolgenden Intervallmengen  bleiben,  und  daß  deshalb  die 
Menge  der  inneren  Punkte  sämtlicher  Intervallmengen  (innei'e 
Grenzmenge)    die   Mächtigkeit    des    linearen    Gontinuums   besitzt. 

Wenn  man  sich  durch  dieses  auffallende  Zahlenbeispiel  über- 
lengt  hat,  daß,  obwohl  nicht  alle  Punkte  des  Segments,  doch 
tatsächlich  weitere  Pnnkte  vorhanden  bleiben  als  die,  welche  wir 
zaerst  genonunen  hatten,  dann  entsteht  die  Frage,  wie  weit  ist 
diese  Tatsache  von  ■  den  speziellen  Annahmen  des  individuellen 
Falls  abhängig?  Ist  es  weil  die  Intervalle  in  einander  übergreifen, 
daß  fremde  Punkte  als  Grenzpimkte  eintreten?  Hat  es  damit  zu 
ton,  daß  die  Intervalle  überall  dicht  liegen?  Letztere  Annahme 
wird  durch  unsere  Kenntnis  der  BAiRESchen  Punktmengen  zweiter 
Kategorie  nicht  unwahrscheinlich  gemacht,  ist  aber,  ebenso  wie 
die  erste,  nicht  notwendig. 

In  der  beiliegenden  kleinen  Abhandlung  habe  ich  nach- 
gewiesen,  daß    die  Mächtigkeit   der   inneren  Grenzmenge   davon 

lUtk-phya.  KlMse  1903.  20 
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abhängt,  ob  die  heransgewählte  Ponktmenge  eine  in  sich  dichte 
Teilmenge  enth&lt  oder  nicht:  im  ersteren  Fall  ist  die  Mächtig- 
keit die  des  linearen  Continurnns,  in  dem  zweiten  kann  die 
innere  Grenzmenge  abzahlbar  sein.  Es  sind  innere  Grenzmengen, 
wie  geschlossene  lineare  Punktmengen  abzahlbar,  oder  von  der 
Mächtigkeit  des  linearen  Conünuums. 

Es  sei  eine  beliebige  Intervallmenge  auf  der  geraden  Linie 
gegeben,  deren  Intervalle  in  beliebiger  Weise  in  einander  über- 
greifen, und  deren  Mächtigkeit  beliebig  ist.  Als  innere  Punkt- 
menge  dieser  Intervaümenge  bezeichnen  icir  die  GresamiheU  dUer 
Punkte,  deren  jeder  innerer  Punkt  mindestens  eines  Intervaüs  ist. 

Es  ist  nun  beinahe  selbstverständlich,  daß  die  Komplementär' 
menge  einer  inneren  Punktmenge  stets  abgeschlossen  ist.  Denn 
jeder  innere  Pankt  eines  Intervalls  hat  einen  bestimmten  Abstand 
von  den  beiden  Endpunkten  dieses  Intervalls  und  kann  also  un- 
möglicherweise Grenzpunkt  der  Eomplementärmenge  sein. 

Da  nun  eine  geschlossene  Punktmenge  stets  durch  die  End- 
punkte und  äußeren  Punkte  einer  Intervallmenge  dargestellt 
werden  kann,  deren  Intervalle  (die  schwarzen  Intervalle  der  Punkt- 
menge, wie  ich  sie  a.  a.  0.  genannt  habe)  nicht  in  einander  über- 
greifen, so  ist  es  hiermit  bewiesen,  daß  die  innere  Punktmenge 
stets  als  innere  Punktmenge  einer  IntervaUmengey  deren  Intervaüe 
nicht  in  einander  übergreifen,  dargestellt  werden  kann^ 

§  3. 

Nehmen  wir  nun  eine  Reihenfolge  von  Intervallmengen, 
deren  Intervalle  beliebig  in  einander  übergreifen.  Wir  definieren 
eine  Punktmenge  durch  die  Eigenschaft,  daß  jeder  Punkt  innerer 
Punkt  mindestens  eines  Intervalles  jeder  Intervallmenge  der  Reihen- 
folge sei.  Die  Gesamtheit  dieser  Mengen  umfaßt  die  Mengen  der 
inneren  Punkte  einer  Intervallmenge,  aber  enthält  auch  Mengen, 
die  nicht  als  solche  darstellbar  sind.  Eine  solche  Menge  nennen 
wir  die  innere  Grenzmenge  der  Reihenfolge. 

Nun  folgt  aus  dem  Resultat  des  vorigen  Paragraphen,  daß 
jede  innere  Grenzmenge  durch  eine  Reihenfolge  von  Intervall- 
mengen definiert  werden  kann,  deren  Intervalle  nicht  in  einander 
übergreifen.  Weiter  ist  ersichtlich,  daß  wir  diese  Intervalle  so 
wählen  können,  daß  jedes  Intervall  einer  Menge  in  einem  Interv&U 
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der  Yorangehenden  Menge  vollständig  liegt,  wobei  möglicher- 
weise einer  oder  beide  Endpunkte  gemein  sind.  Wenn  wir  nun 
eine  innere  Grenzmenge  auf  diese  Weise  dargestellt  haben,  so 
nennen  wir  die  entsprechenden  Intervallmengen  Narmalmkrvdll- 
mmgm,  Punktmengen,  die  auf  diese  letztere  Weise  definiert  sind, 
seheinen  der  Anschauung  zugftnglicher  zu  sein  als  die  durch 
beliebige  Intervallmengen  definierten.  Analytisch  ist  es  aber  oft 
viel  einfacher,  beliebige  Intervallmengen  zur  Definition  zu  ge- 
brauchen. 

§  4- 

Wir  wollen  nun  zeigen,  daß  die  MächUgkeit  der  inneren 
Gf engmenge  einer  Reihenfolge  von  IntervaUmengen  die  des  linearen 
CotUtnuums  ist,  wenn  die  Grenzmenge  nicht  abzahlbar  ist,  genau 
wie  ßr  abgeschlossene  Puhktmengen, 

Der  FaU,  in  dem  die  Länge  der  einzelnen  Intervalle  aufeinander- 
folgender Normalintervallmengen  nicht  unter  jede  Grenze  sinkt, 
braucht  nicht  behandelt  zu  werden.  Die  innere  Grenzmenge  wird 
in  diesem  Falle  mindestens  ein  Segment  ausfüllen  und  hat  des- 
halb die  Mächtigkeit  c.  Wir  nehmen  also  an,  daß  der  andere 
Fall  vorliegt.  Der  Beweis  gestaltet  sich  n\m  folgendermaßen: 
wir  zeigen,  (i)  daß  die  Menge  stets  die  Mächtigkeit  c  hat,  faUs 
eine  gewisse  Bedingung  erfüllt  ist,  und  (2)  daß  diese  Bedingung 
erfCQlt  ist^  wenn  die  innere  Grenzmenge  eine  in  sich  dichte  Teil- 
menge enthält.  Da  nun,  falls  die  innere  Grenzmenge  keine  in 
sich  dichte  Teilmenge  enthält,  dieselbe  sicher  abzählbar  ist,  so 
folgt  aus  dieser  Überlegung,  daß  die  genannte  Bedingung  nicht 
nur  hinreichend,  sondern  auch  notwendig  ist,  damit  die  Mächtig- 
keit der  inneren  Grenzmenge  dieselbe  sei,  wie  die  des  linearen 
Continuums,  und  daß,  wenn  die  Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  die 
innere  Grenzmenge  abzählbar  ist. 

§  5. 
Die  genannte  Bedingung  ist,  daß  wir  eine  Reihe  ins  ünend- 
lidie  wachsender  ganzer  positiver  Zahlen 

(mgd)en  können  und  ein  entsprechendes  Iniervaü  der  r^ten  Normal- 
wiervaümenge,  welches  zwei  Intervalle  der  r^ten  NormalintervaU' 
menge  enthält,  deren  jedes  zwei  Intervalle  der  r^ten  NormaHntervM- 
menge  enthält,  u,  s.  w. 

20* 
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Nehmen  wir  an,  dafi  diese  Bedingung  erf&llt  ist.  Die  zwei 
genannten  Intervalle  der  r^ten  Normalintervallnienge  bezei<duien 
wir  durch  d^i  und  d^^  und  die  in  d^^  bez.  in  d^^  liegenden  Inter- 
Talle  der  r^ten  Intervallmenge  durch  d^^  und  d^^^^  bez.  d|^  und  (i^^. 
In  der  weiteren  Bezeichnung  bedeuten  djfoi  ^uid  djfn  die  zwei 
Intervalle,  die  nach  Voraussetzung  in  dem  schon  mit  d^i  bezeich- 
neten Intervall  liegen.  Auf  diese  Weise  wird  jeder  nicht  ab- 
brechenden djadischen  Ziffemfolge  eine  Beihenfolge  von  Intervallen 
entsprechen,  die  in  einander  eingeschachtelt  sind,  und  deren  Länge 
unter  jede  Grenze  sinkt;  und  umgekehrt.  Das  heißt,  es  wird 
ein -eindeutig  die  Menge  dieser  Zahlen  auf  die  Menge  der  durch 
solche  Reihenfolgen  definierten  Grenzpunkte  bezogen.  Es  ist  also 
die  Mächtigkeit  dieser  Grenzpunkte  gleich  der  jener  Zahlen,  das 
ist,  wie  bekannt,  die  des  linearen  Continuums.  Nun  enthalt 
möglicherweise  die  Menge  dieser  Grenzpunkte  außer  der  inneren 
Grenzmenge  noch  andere  Punkte.  Ein  solcher  Punkt  aber  tritt 
nur  ein,  wenn  die  entsprechenden  in  einander  eingeschachtelten 
Intervalle  von  einem  bestimmten  Stadium  an  einen  gemeinsamen 
Endpunkt  haben.  Zu  jedem  solchen  Punkt  also  können  wir  eine 
entsprechende  djadische  Zahl  N  mit  endlicher  Ziffemfolge  an- 
geben, nämlich  den  Index  des  ersten  Intervalls,  welches  den  Punkt 
zum  Endpunkt  hat.  Da  nun  auf  diese  Weise  keine  zwei  Punkte 
derselben  Zahl  entsprechen,  so  sind  jene  Punkte  ebenso  wie  diese 
Zahlen  abzählbar.  Daraus  folgt,  daß  die  Mächtigkeit  der  inneren 
Grenzmenge  für  sich  die  des  linearen  Continuums  ist.     W.  z.  b.  w. 


§6. 

Wenn  die  innere  Grenzmenge  in  irgend  einem  Segment 
überall  dicht  ist,  so  ist  ersichtlich,  daß  die  Intervalle  irgend  einer 
Normalintervallmenge  in  diesem  Segment  ebenfalls  überall  dicht 
sein  müssen.  Wir  können  also  mindestens  ein  Intervall  d  der 
ersten  Normalintervallmenge  angeben,  welches  in  dem  Segment 
liegt.  In  d  müssen  die  Intervalle  jeder  folgenden  NormalintervaU- 
menge  überall  dicht  sein,  und  da  wir  vorausgesetzt  hatten,  daß 
die  Länge  der  einzelnen  Normalintervalle  unter  jede  Grenze  sinkt, 
so  ist  es  unmöglich,  daß  jedesmal  nur  em  Intervall  in  d  liegt, 
das  mit  d  identisch  wäre.  Deshalb  können  wir  sicher  eine 
Normalintervallmenge  nennen,  welche  mindestens  zwei  Interralle 
in  d  hat.     Dann  läßt  sich  mit  jedem  einzelnen  dieser  Intervalle 
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in  obiger  Weise  fortfahren,  u.  s.  w.,  woraus  folgt,   daß  die  Be- 
dingung erfüllt  ist. 

§  7. 

Wenn  die  innere  Orenzmenge  nicht  abzahlbar  ist,  so  enthält 
sie  eine  in  sich  dichte  Teilmenge  E^\  deren  erste  Ableitung  E^ 
also  perfekt  ist^,  und  wir  können  durch  Abbildung  zeigen,  daß 
die  Bedingung  erfallt  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  beziehen  wir  die  Punkte  des  Continuums, 
in  welchem  wir  operieren,  auf  das  Segment  (0,1),  indem  alle 
Punkte  eines  schwarzen  Intervalls')  von  JEJ^,  inklusive  die  beiden 
Endpunkte  desselben,  einem  Punkt  des  Segments  (0,1)  entsprechen 
und  umgekehrt.  Die  Punkte  des  Segments  (0,1),  welche  zu 
diesem  Zwecke  gewählt  werden,  sollen  überall  dicht  sein  und 
die  Reihenfolge  der  schwarzen  Intervalle  vollständig  wieder- 
geben.^) Jeder  Grenzpunkt  der  schwarzen  Intervalle  soll  nun 
dem  Grenzpunkt  der  entsprechenden  Punkte  entsprechen  und 
umgekehrt. 

Ausgenommen  vielleicht  eine  abzählbare  Menge  von  Punkten, 
welche  Endpunkte  von  schwarzen  Intervallen  sind,  und  als  solche 
paarweise  demselben  Punkt  entsprechen,  wird  dann  die  Menge  E 
ein-eindeutig  auf  eine  entsprechende,  im  Segment  (0,1)  überall 
dichte  Punktmenge  E'  bezogen.  Ein  Intervall  des  ersten  Con- 
tinuums, welches  einen  Punkt  P  von  E  als  inneren  Pimkt  enir 
hslt,  entspricht  dann  einem  Intervall  des  Segments  (0,1),  und 
zwar  enthält  letzteres  entweder  den  entsprechenden  Punkt  P'  als 
inneren  Punkt,  oder  hat,  wenn  P  Endpunkt  eines  schwarzen 
Intervalls  war,  P^  eventuell  als  Endpunkt;  im  letzteren  Falle 
wird  P'  als  linker  oder  rechter  Endpunkt  des  Intervalls  erscheinen, 
jenachdem  P  rechter  oder  linker  Endpunkt  des  schwarzen  Inter- 
vallg  war.  Zwei  solche  Intervalle,  welche  nicht  in  einander  über- 
greifen, werden  also  zwei  eben  solchen  Intervallen  entsprechen, 
ond  zwei,  deren  eines  in  dem  anderen  eingeschachtelt  ist,  werden 
auch  zwei  eben  solchen  entsprechen. 

Den  Normalintervallen,  welche  die  Menge  E  einschließen, 
entsprechen  also  Normalintervalle,  welche  die  Punkte  der  Menge  E^ 

1)  Cartob,  Acta  Math.  7,  S.  105.    Schobhflibs,  Bericht,  S.  72. 

2)  Gamtob,  Math.  Ann.  23,  S.  471.    ScHoimrLiBs,  S.  63, 

3)  §2. 

4)  Tu  B.  wie  in  W.  H.  Y.  Proc  Lond.  Math,  Society,  Vol.  35,  S.  265. 
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als  innere  oder  Endpunkte  entiiialten.  Da  nun  E'  überall  dicht 
ist,  so  sind  die  entsprechenden  Normalintervalle  immer  überall 
dicht  ^),  und  es  wird  also  die  Bedingung  von  §  5  erfulll  Deshalb 
müssen  nach  obiger  Überlegung  die  gegebenen  NormalinterYalle 
derselben  Bedingung  genügen. 

Es  ist  also  nachgewiesen,  daß  die  Bedingung  von  §  5  nol- 
wendig  und  hinreichend  ist,  damit  die  Mächtigkeit  der  inneren 
Grenemenge  die  des  linearen  Continwums  sei.  Wenn  sie  nidit 
erfüllt  ist,  so  enthält  die  innere  Grenzmenge  keine  in  sich  dichte 
Teilmenge  und  ist  deshalb  abzählbar.  W.  z.  b.  w. 

§8- 

Es  ist,  wie  bekannt,  leicht  sich  zu  überzeugen,  ob  eine  gegebene 
Punktmenge  eine  in  sich  dichte  Teilmenge  hat  oder  nicht  Wenn 
eine  solche  vorhanden  ist,  so  ist  sie  sicher  eine  Teilmenge  der 
durch  die  gegebene  Punktmenge  bestimmten  perfekten  Menge,  die 
durch  eine  abzahlbare  Folge  von  Ableitungsprozessen  za  e^ 
reichen  ist. 

Nehmen  wir  nun  z.  B.  eine  Punktmenge,  deren  Ableitang 
nicht  abzählbar  ist,  die  aber  vollständig  innerhalb  der  schwanen 
Intervalle  der  genannten  perfekten  Menge  liegt,  so  ist  sie  sicher 
abzählbar  und  besitzt  keine  in  sich  dichte  Teilmenge.  Wenn  wir 
nun  weiter  eine  solche  Punktmenge  in  Intervallen  einschließen, 
die  ebenfalls  innerhalb  der  schwarzen  Intervalle  liegen,  und  die 
Länge  der  einzelnen  Intervalle  nach  irgend  einem  Gesetz  gegen 
Null  konvergieren  lassen,  dann  muß  jedes  einzelne  Intervall  immer 
vollständig  in  einem  schwarzen  Intervall  liegen,  deshalb  liegt  die 
innere  Grenzmenge  ebenfalls  innerhalb  der  schwarzen  Intervalle. 
Nun  ist  ersichtlich,  daß,  wenn  die  innere  Grenzmenge  andere 
Punkte  enthält  außer  der  gegebenen  Punktmenge,  solche  Punkte 
Grenzpnnkte  der  gegebenen  Pnnktmenge  sein  müssen.  Da  mm  die 
Grenzpunkte  der  gegebenen  Menge,  welche  innerhalb  der  schwarzen 
Intervalle  liegen,  wie  bekannt,  abzählbar  sind,  so  folgt  daraus, 
daß  die  innere  Grenzmenge  in  diesem  Falle  selbst  abzählbar  ist 
Ebenso  im  allgemeinen  Falle,  wo  die  gewählte  Punktmenge  keine 


i)  Daß  die  Länge  der  einzelnen  Intervalle  im  zweiten  Falle 
ebenfalls  unter  jede  Grenze  sinkt,  folgt  daraus,  daß  ein  Intervall  des 
Segments  (0,1)  in  keinem  Falle  einem  Punkt  des  ersten.  Gontinnoms 
entsprechen  kann. 


ZüB  LSHBB   DEB  NICHT   ABaSflCHLOSSKinEN   PüNKTMBNGBN.  293 

in  sich  dichte  Teilmenge  besitzt,  aber  die  Ableitung  mehr  als 
abzahlbar  ist,  kann  man  die  Intervalle  so  konstruieren,  daß  die 
innere  Grenzmenge  abzählbar  ist. 

Wir  haben  also  die  bemerkenswerte  Tatsache,  daß,  wenn 
wir  eine  beliebige  Punktmenge  (yielleicht  ganz  unbekannter 
MSchtigkeit)  herausgreifen  und  um  jeden  Punkt  herum  ein  Inter- 
teU  beschreiben,  nach  irgend  einem  Gesetz,  und  dann  die  obere 
Grenze  der  Länge  der  einzelnen  Intervalle  nach  irgend  einem 
Gesetz  nach  Null  konvergieren  lassen,  wobei  die  gewählten  Punkte 
stets  innerhalb  der  Intervalle  bleiben  müssen,  die  Mächtigkeit 
der  Punkte,  welche  stets  innerhalb  der  Intervalle  bleiben,  c  ist, 
wenn  die  gewählte  Punktmenge  eine  in  sich  dichte  Teümenge 
hatte,  sonst  ist  möglicherweise  jene  Menge,  ebenso  wie  die  ge- 
wählte, ab^hlbar. 

§9- 

Ausgenonunen  in  dem  Falle,  in  dem  die  gewählte  Punkt- 
menge keine  in  sich  dichte  Teilmenge  hatte,  und  ihre  erste  Ab- 
leitung nicht  abzählbar  war,  ist  die  Mächtigkeit  der  inneren 
Grenzmenge  der  einschließenden  Intervalle  dieselbe  wie  die  der 
gewählten  Punktmenge  nebst  ihren  Grenzpunkten;  in  dem  Aus- 
nahmefall kann  die  innere  Grenzmenge  abzählbar  sein. 

Es  ist  nicht  zu  behaupten,  und  ist  tatsächlich  nicht  wahr, 
daß  im  allgemeinen  alle  Grenzpunkte  der  gewählten  Menge  in 
der  inneren  Grenzmenge  enthalten  sind.  Ist  die  Anzahl  der 
Intervalle  in  jeder  Normalintervallmenge  endlich,  und  gibt  es 
keinen  Punkt,  welcher  stets  Endpunkt  eines  Normalintervalls 
bleibt,  wie  z.  B.  bei  dem  GANTORSchen  Verfahren  den  Inhalt  einer 
geschlossenen  Punktmenge  zu  bestimmen,  so  bleiben  sicher  alle 
Grenzpunkte  der  gewählten  Menge  innerhalb  der  Intervalle.  Wenn 
aber  die  Intervalle  der  einzelnen  Intervallmengen  äußere  Grenz- 
ponkte  haben,  oder  wenn  eine  Beihe  von  ineinander  einge- 
schachtelten Normalintervallen  existiert,  die  einen  gemeinsamen 
Endpunkt  haben,  dann  fallen  diese  Punkte,  welche  sicher  Grenz- 
pimkte  der  gewählten  Punktmenge  sind,  fort.  Im  allgemeinen  also 
ist  eine  innere  Grenzmenge  eine  nicht  geschlossene  Menge. 


Draekfertig  orkUrt  SS.  IX.  1908.] 
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SITZUNG  VOM  26.  OKTOBER  190^ 

Zur  Behandlung  gelangen:  w     '  - '  *'    «>    3    i  ^  Jr 


1.  Die  Anregung  des  K.  Ministerioms,  die  WeltauBsteUun^fsüt^t.  Lo^K 
mit  den  gesamten  Schriften  (Abhandlungen,  Berichten  una  ^Somtig^ 
Publikationen)  zu  beschicken.  Die  Bereitwilligkeit  hierzu  unter  ge- 
wissen Bedingungen  wird  seitens  der  Klasse  ausgesprochen. 

2.  Der  Antrag  der  E.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien  betr. 
Abänderung  der  Statuten  der  internationalen  Association  §  9  Ab- 
satz 4  und  5  betr.  die  Wahl  des  Präsidenten  und  Vizepräsidenten. 
Die  Klasse  stimmt  dem  Antrag  zu. 

3.  Die  Einladung  der  Schlesischen  Gesellschaft  fOr  vaterländische  Kultur 
zur  Teilnahme  an  deren  100 jähriger  Gründungsfeier.  Die  Klasse 
beschließt,  ihre  Glückwünsche  durch  einen  Delegierten  überbringen 
zu  lassen  oder  im  Verhinderungsfall  schriftlich  einzusenden. 

4.  Heer  Ostwald  zeigt  an,  daß  er  demnächst  einen  Antrag  einbringen 
werde,  die  Klasse  möge  eine  Erklärung  in  betreff  einer  zu  schaffen- 
den internationalen  Verkehrssprache  abgeben. 

SITZUNO  VOM  7.  DEZEMBER  1903. 

Erledigung  verschiedener  Eingänge. 

Den  Anträgen  der  Mflnchener  Kartellversammlung  bezüglich  der 
Erforschung  luftelektrischer  Erscheinungen  und  der  Herausgabe  einer 
chemischen  EjistaUographie  wird  zugestimmt. 

Die  Herrichtung  eines  vollständigen  Ezemplares  der  Publikationen 
der  K  S.  Gesellsch.  d.  Wissensch.  behufs  Einsendung  an  die  Welt- 
ausstellung in  St.  Louis  wird  beschlossen.     . 

Zwei  von  auswärts  eingesandte  mathematische  Aufsätze  von  den 
Herren  Daüblxr  und  S.  Socolow  sollen  im  Archiv  niedergelegt  werden. 

Die  Wahlen  ergeben  eine  Bestätigung  des  bisherigen  Sekretärs 
und  seines  Stellvertreters. 

Der  Antrag  von  Herrn  Ostwald,  die  Klasse  möge  ihren  Zutritt  zur 
Kommission  fOr  die  Einführung  einer  internationalen  Sprache  erklären, 
wird  mit  12  gegen  4  Stimmen  abg^elehnt. 

Herr  SomeiBniufc  legt  der  Klasse  vor:  „Beiträge  zur  Theorie  der  linearen 
Transformationen,  als  Einleitung  der  algebraischen  Invarianten- 
theorie, 2.  Teil". 

Herr  Ehosl  teilt  einen  Aufsatz  von  Herrn  E.  von  Wbbxr  (in  München) 
mit,  über  „Die  komplexen  Bewegungen". 


lUtlL-phyi.  KlMM  1908.  21 


ALLGEMEINE  ÖFFENTLICHE  SITZUNG 
VOM  1.  AUGUST  1903. 

Bericht 

über  die  Ton  Wiecherts  astatischem  Pendelseismo- 

meter  in  Leipzig  yom  1.  Jannar  bis  30.  Jnni  1903 

registrierten  Fernbeben  nnd  Pulsationen. 

(Mit  Tafel  lY  und  2  Textfiguren.) 

Von 
Franz  Etzold. 

In  den  ersten  sechs  Monaten  des  Jahres  1903  hat  Wiecherts 
astatisches  Pendelseismometer  in  Leipzig  44  Teleseiämogramme 
und  drei  vorläufig  weder  auf  Fem-  noch  auf  bekannt  gewordene 
Nahbeben  zu  beziehende  Aufzeichnungen  geliefert,  die  im  folgen- 
den tabeUarisch  zusammengestellt  und  so  weit  erl&utert  sind,  daß 
man  sich  mit  Hilfe  der  den  früheren  Berichten  beigegebenen 
Tafeln^)  ein  Bild  von  ihnen  machen  kann.  Das  am  i.  Februar 
erhaltene  Seismogramm  wurde  namentlich  deshalb  photolitho- 
graphisch reproduziert,  um  die  während  seiner  Aufzeichnung  zu 
beobachtenden  auffälligen  Verlegungen  des  Pendelnullpunktes  zu 
zeigen.  Vom  4.  bis  19.  Mai  war  das  Leipziger  Pendel  in  Folge 
Springens  einer  Feder  aufier  Betrieb.  Außerordentlich  stark  waren 
namenüich  in  den  Wintermonaten  und  im  Anfimg  des  FrOhüngs 
die  Störungen  durch  Sturm  und  durch  mikroseismische  Unruhe. 
Von  der  letzteren,  den  Pulsationen,  fehlt  jede  Spur  kaum  an 
einem  Tage.  Diese  Pulsationen  bilden  auf  den  Papierstreifen  regel- 
mäßige Wellenzüge  von  \  bis  i ,  ja  auch  2  Minuten  und  noch 
längerer  Dauer.  Besitzen  diese  Wellengruppen  nur  kurze  Dauer,  so 
sind  sie  meist  von  Buhepausen  unterbrochen,  dabei  haben  ihre  Einzel- 


I)  Diese  Berichte  1902,  Taf.  I  und  II,  1903,  Taf.  11. 


r 
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wellen  Perioden  von  im  Mittel  4  Sekunden  und  Amplituden  von 
0^—0,5  mm.  umfassen  sie  hingegen  Zeiträume  von  i — 2  Minuten, 
so  folgen  sie  sich  direkt,  indem  die  Amplituden  der  Einzelwellen 
Ton  Null  his  auf  2  mm  und  darüher  anschwellen  und  alsdann 
auf  Null  zurücksinken,  um  gleich  darauf  im  nächsten  Wellenzuge 
in  derselben  Weise  zu-  und  wieder  abzunehmen;  die  Perioden 
währen  dabei  8  Sekunden.  Bei  ganz  besonderer  Stärke  steUen 
sich  die  Pulsationen  als  ununterbrochene  Aufeinanderfolge  all- 
nüUüich  zu-  und  abnehmender  Wellen  dar,  so  daß  jede  Buhepause 
fehlt  Ohori  gibt  in  seiner  neuesten  Publikation^)  dieselben 
mittleren  Periodenmaße  der  Pulsationen,  nämlich  4  resp.  8  Se- 
bmden  an.  Über  das  wechselnde  Anschwellen  und  Dahinschwinden 
dieser  winzigen  Bewegungen  im  verflossenen  Halbjahr  orientiert 
die  beigegebene  Tabelle  U  (S.  298  u.  299). 

4.  Januar  6^  25»  53»  bis  S^  38"  — •. 

Nordsüdkomponente.  Auf  einige  leichte  Erzitterungen  folgen 
drei  kräftige  Ausschläge  mit  7  bis  9,5  mm')  Amplitude  und  je 
3  Sekunden  Periode;  alsdann  ordnen  sich  weiteren  starken  Aus- 
sehlägen, die  langsam  und  unregelmäßig  an  Intensität  abnehmen, 
solche  von  nur  0,6 — i  Sekunde  Periode  über,  welche  Amplituden 
?on  mehr  als  i  mm  aufweisen,  so  daß  die  Zeichnung  dieses  ersten 
Einsatzes  sehr  kräftig  zu  nennen  ist.  Die  stärkeren  Ausschläge 
verschwinden  nach  etwa  4  Minuten,  die  kurzperiodigen  Erzitterungen 
ganz  allmählich  erst  nach  9  bis  10  Minuten.  Hierauf  erscheinen 
sehr  unregelmäßige  Wellen,  die  erst  8*^  38"^  völlig  verschwinden. 
Die  größten  Amplituden  überschreiten  hier  3  mm  nicht,  die  längsten 
Perioden  mögen  bis  30  Sekunden  lang  sein.  Etwa  6^  56°^  machen 
sich  einige  derartige  langperiodige  flache  Wellen  deutlicher  be- 
merklich,   so   daß   eine   an  den   ostindischen  Typus  ^)   erinnernde 

i)  Publications  of  the  Earthquake  Investigation  Gommittee  in 
foreign  languages  Nr.  13,  p.  81,  Tokyo  1903. 

2)  Die  Ziffern  dieser  Aufzählung  entsprechen  denen  der  Tabelle  I 
hinter  S.  321. 

3)  Diese  und  die  weiterhin  folgenden  Maße  beziehen  sich  auf  die 
Seiamogramme,  nicht  auf  die  wirklichen  Größen  der  Bodenbewegungen, 
die  der  Apparat  auf  das  250  fache  vergrößert. 

4)  Vergl.  diese  Berichte  1903,  S.  37. 

21* 
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300  Fkavz  Etsold: 

Aufzeichnung  entstellt,  doch  ist  dieselbe  durchaus  nicht  klar  aus- 
gesprochen. 

Ostwesikomponente,  Im  ersten  Einsatz  sind  die  kräftigen 
Ausschläge  weniger  deutlich  und  besitzen  nur  5,5  mm  Amplitude, 
dahingegen  erreichen  die  kurzperiodigen  scharfen  Ausschläge  eine 
solche  von  3  mm,  so  daß  auch  bei  dieser  Komponente  der  erste 
Einsatz  als  außerordentlich  kräftig  zu  bezeichnen  ist.  Die  nach- 
folgenden Wellen  der  zweiten  Vorphase  und  der  Hauptphase  sind 
auffallend  schwach  und  vereinzelt,  ihre  Amplituden  messen  nur 
in  einzelnen  Fällen  etwa  1,5,  sonst  bloß  Bruchteile  von  einem 
Millimeter. 

Über  den  Herd  des  Erdbebens,  welches  dieses  Seiflmogramm 
geliefert  und  sich  nach  den  Straßburger  Berichten  ganz  allgemein 
auf  den  Erdbebenstationen  bemerkbar  gemacht  hat^  sind  leider 
keinerlei  Nachrichten  eingegangen. 

2. 

5.  Januar  23^  37™  46»  bis  6.  Januar  o^  2*  — •. 

Besonders  deutlich  auf  dem  Streifen  der  Nordsüdkomponente 
erscheinen  einige  Züge  von  durch  Buhepansen  unterbrochenen 
Sinuswellen,  deren  erster  mit  Wellen  von  24  Sekunden  Periode 
beginnt  und  mit  solchen  von  12  Sekunden  Periode  ausklingt.  In 
den  folgenden  Wellenzügen  überschreiten  die  Perioden  an  Dauer 
selten  12  Sekunden,  sinken  aber  auch  kaum  darunter. 

Dieses  Beben  ist  nach  J.  Algu^^)  auch  in  Manila  von  dem  dort- 
selbst  aufgestellten  ViCENrnnschen  Seismometer  registriert  worden, 
und  zwar  fand  dort  der  i.  Einsatz  am  6.  Januar  6^2^48'  statt, 
während  die  Erschütterung  nach  einer  Dauer  von  insgesamt  47*^  12' 
zum  Abschluß  gelangte.  In  M.E.Z.  übertragen  würde  der  i.  Einsatz 
am  5.  Januar  2^^  48*^  sich  in  Manila  ereignet  haben.  Nach 
Alqu^  wurde  dieses  Beben  in  Shanghai  und  Nachbarorten  auch  von 
Menschen  wahrgenommen. 

3- 
10.  Januar  2^  45"  24»  bis  2^  55"  30". 

Eine  Beihe  mit  bloßem  Auge  nur  eben  deutlich  wahrnehm- 
barer Erzitterungen,  deren  Perioden  nur  in  wenigen  Fällen  etwa 
I  Sekunde  dauern,  während  die  Amplituden  nicht  über  0,3  nmx 
messen. 


i)  Philippine  Weather  Bureau,  Bulletin  for  Januaiy  1 903,  p.  1 1 .  Manila. 
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14.  Januar  3*^  — "»  12*  bis  5^  30°»  — ■  (incl  Nr.  5). 

Nordsüdhmvponmte,  Die  Nadel  der  Nordsüdkomponente  be- 
sebreibt  im  ersten  Einsatz^pro  Minute  50 — 60  Zitterbewegungen, 
wdcbe  sich  langsameren  Schwingungen  um  Beträge  von  i — 1,5  mm 
überordnen.  Beide  Bewegungen  gleichen  sich  allmählich  aus. 
Der  zweite  Einsatz  wiederholt  das  Bild  des  ersten,  nur  sind 
Amplituden  wie  Perioden  wesentlich  größer.  Etwa  i  mm  Ampli- 
tude und  6  Sekunden  lange  Perioden  aufweisende  leichtere  Wellen 
sind  hier  unregelmäßigen,  bis  5,5  mm  Amplitude  und  10 — 30  Se- 
bmden  Periode  erreichenden  Wellenbewegungen  übergeordnet. 
Nachdem  die  letztere  unregelmäßige  Bewegung  von  3^  13°^  bis 
3**  18™  fast  völlig  Yerschwunden  ist,  tritt  sie  von  diesem  Zeit- 
punkt an  wieder  in  die  Erscheinung,  schwillt  ganz  allmählich  an, 
gewinnt  von  3**  25"  an  die  Oberhand  über  die  rascheren  Wellen 
und  verdrängt  dieselben  3^  32™,  so  daß  von  da  ab  sich  lang- 
same und  schön  regelmäßige  Wellen  mit  Perioden  von  27 — 24 
und  weiterhin  von  20 — 18  Sekunden  Periode  aufzeichnen,  deren 
Amplituden  wiederholt,  im  Höchstfalle  bis  auf  13,5  mm,  wachsen 
und  abnehmen.  Diesen  sich  ganz  allmählich  abschwächenden 
WeUen  ordnen  sich 

5- 

die  Erzitterungen  des  ersten  Einsatzes  eines  weiteren  Bebens 
über,  dessen  fernere  Phasen  durch  die  schwindenden  Wellen  des 
eben  beschriebenen  naturgemäß  gestört  und  verwischt  werden,  bis 
endlich  nach  150  Minuten  Oesamtdauer  der  seismischen  Erregimg 
YöUige  Buhe  eintritt. 

Infolge  einer  Verschiebung  des  Schreibstiftes  ist  die  Ostwest- 
komponente leider  nicht  imstande  gewesen,  eine  zusammen- 
Längende  Aufzeichnung  zu  liefern;  diese  würde,  nach  den  vor- 
handenen Stücken  zu  schließen,  derjenigen  der  Nordsüdkomponente 
sehr  ähnlich  geworden  sein. 

Nach  Zeitungsberichten  ist  zu  etwa  entsprechender  Zeit  der 
Stille  Ozean  der  Schauplatz  heftiger  Erdbeben  und  FlutweUen 
gewesen,  doch  sind  diese  Nachrichten  vorläufig  noch  zu  ungenau, 
um  ffir  das  Seismogramm  verwertet  werden  zu  können,  zumal 
die  Straßburger  Berichte  auch  aus  Ponta  Delgada  (Fajal)  um 
0^  13°"  49'  (OZ)  ein  Erdbeben  anführen. 
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6. 

17.  Januar  17^  26"  15*  bis   18"»  32^"  — •. 

Durch  die  gleichzeitig  sich  aufzeichnenden  Pulsationen  werden 
namentlich  bei  der  Nordsüdkomponente  Sinuswellenzüge  mit  etwa 
18 — 20  Sekunden  langen  Perioden  beeinträchtigt 

7- 
19.  Januar  14^  33™  — •  bis  14^  52". 

Sinuswellen  werden  wie  bei  Nr.  6  durch  leichte  Pulsationen  stark 

▼erwischt. 

8. 

22.  Januar  i"*  24"'  36*  bis  2^  20"  — •. 

Sehr  flache  sinusartige  Wellen  mit  etwa  20  Sekunden  langen 
Perioden. 

9- 
24.  Januar  7^  13"  20*  bis  8^  3'*  — ■. 

Durch  Pulsationen  etwas  beeintriLchtigte  Sinuswellen  mit 
15  bis  20  Sekunden  langen  Perioden. 

10. 

30.  Januar  i?**  57"  5*  bis  18*^  10™  — ^■. 

Pulsatorisohe  Bewegungen  erlangen  an  diesem  Tage  eine 
erhebliche  Stftrke  und  schreiben  sich  als  Wellengruppen  auf, 
welche  i — 2  Minuten  lang  sind  und  innerhalb  deren  die  Ampli- 
tuden jeweils  bis  auf  2  mm  ansteigen,  um  alsdann  wieder  auf 
Null  zurückzusinken,  w&hrend  die  Perioden  gleichmäßig  ungefähr 
8  Sekunden  lang  sind.  Diesen  beträchtlichen  Wellen  ordnen  sich 
die  für  das  Leipziger  Pendel  konstanten  Erzitterungen  ^)  über, 
so  daß  die  Au&eichnung  ziemlich  kompliziert  ist  und  die  Be- 
dingungen für  das  Aufschreiben  und  Erkennen  eines  Seismogramms 
entschieden  ungünstig  sind.  Nichtsdestoweniger  fallt  der  erste 
Einsatz  eines  sich  von  17''  57"*  5*  an  aufzeichnenden  Bebens  auch 
schon  bei  flüchtiger  Durchmusterung  der  Papierstreifen  auf,  weil  seine 
Erzitterungen  zwar  die  Amplituden  der  chronischen  Erzittemngen 
nicht  wesentlich  ändern,  d.  h.  auf  nur  höchstens  0,5  bis  0,6  mm 
steigern,  dahingegen  die  Perioden   deutlich  verlangsamen,  indem 

i)  Vgl.  diese  Berichte  1902,  p.  29s. 
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plötdich  statt  loo  auf  die  ^ünute  deren  höchstens  70  kommen. 
Gcleichzeitig  föUt  auf,  daß  für  die  Dauer  dieser  ersten  seismischen 
Oszillationen  (reichlich  3  Minuten)  die  Pulsationen  wesentlich 
an  Energie  einbüßen.  17'' 51™  wiederholt  sich  in  schwftcherem 
Grade  die  Verlangsamung  der  Perioden,  sodaß  insgesamt  bis  etwa 
18^  10^  Spuren  seismischer  Erregung  verfolgbar  sind.  Von  einem 
zweiten  Einsatz  und  einer  Hauptphase  ist  bei  den  Leipziger  Seis- 
mogrammen nichts  zu  bemerken. 

Yon  demselben  Erdbeben  erhielt  Wibohebt^)  eine  Auf- 
idchnung.  Er  beobachtete  zwei  erste  Einsätze  16^  57™  25'  und 
17^  3j5^j  macht  aber  auf  die  Möglichkeit  aufinerksam,  daß  vielleicht 
mir  ein  Beben  sich  ereignete.  Im  ganzen  wurde  das  Oöttinger 
Pendel  62  Minuten  lang  in  Bewegung  gesetzt. 

Der  Herd  des  aufgezeichneten  Erdbebens  ist  vielleicht  in 
Italien  zn  suchen,  wenigstens  wurde  nach  den  Straßburger  Be- 
richten  i7^57'"4i'  ein  leichtes  Nahbeben  in  Padua  beobachtet 

n. 

I.  Februar  10^  43™  36"  bis  12^  7™  — ■. 

(Taf.  IV.) 

Dieses  Seismogramm  ist  bei  weitem  das  imposanteste  von 
allen  denen,  die  zwischen  dem  i.  Januar  und  30.  Juni  dieses 
Jahres  in  Leipzig  aufgezeichnet  worden  sind.  Es  weist  kontinen- 
talen Typus')  auf,  doch  sind  weder  aus  Mittel-  bis  Ostasien, 
noch  anderswoher  Nachrichten  bekannt  geworden,  daß  zu  ent- 
sprechender Zeit,  ein  Beben  von  Menschen  gefählt  worden  wäre. 
Leider  konnte  in  Leipzig  nur  die  Ostwestkomponente  sämtliche 
Phasen  aufzeichnen,  da  die  Schreibnadel  der  Nordsüdkomponente 
durch  die  gewaltigen  Schwingungen  im  Beginn  der  Hauptphase 
gegen  den  die  Zeitmarkierung  bewirkenden  Drahtrahmen  ge- 
schleudert wurde  und  zu  Boden  fiel. 

Kordsüdkomponente,  Den  auffallend  schwachen  Erzitterungen 
des  ersten  Einsatzes  mit  Perioden  von  etwa  0,8  Sekunde  und 
Amplituden  von  0,2  mm  folgen  ganz  allmählich  langsamere  und 
klüftigere  Schwingungen.     Ein   deutlicher  zweiter  Einsatz  fehlt, 


1)  Monatsberichte  über  seismische  Begietriernngen  in  Göttingen. 
Januar  1903. 

2)  Vergl.  diese  Berichte  1903,  p.  37. 


L^ 
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am  ehesten  könnte  man  geneigt  sein,  denselben  auf  lO^  52*"  za 
legen.  Von  11^3°^  an  nimmt  die  Bewegung  rapid  zu,  so  daß 
11^4°^  30'  eine  Schwingung  bereits  9  mm  Amplitude  und  9,5  Se- 
kunde Periode  besitzt  Die  interferierenden  kürzeren  Wellen  Ter- 
schwinden  erst  11^  6™  völlig,  indem  sich  von  da  an  Schwingungen 
aufzeichnen,  deren  Periode  8 — 9  Sekxmden  betilkgt,  während  die 
Amplituden  von  13  mm  an  so  rasch  wachsen,  daß  ffir  die 
6.  Schwingung  bereits  der  zur  Verfügung  stehende  Baum  nicht 
mehr  ausreicht,  die  Schreibnadel  vielmehr  nach  97  mm  weitem 
Weg  von  links  nach  rechts  in  der  oben  angegebenen  Weise  zu 
Boden  geworfen  wird. 

Ostwestkompanente  (Taf.  IV).  Der  Anfangsteil  der  Aufzeich- 
nung dieser  Komponente  gleicht  dem  der  Nordsüdkomponente,  nur 
erscheinen  und  kr&ftigen  sich  die  Wellen  hier  wesentlich  lang- 
samer, so  daß  die  Schwingung,  welche  bei  der  Nordsüdkomponente 
die  Schreibnadel  zur  Erde  schleuderte,  bei  der  Ostwestkomponente 
eine  Amplitude  von  nur  36  mm  aufweist  1 1*'  6,5™  erfolgen  vier 
Schwingungen  mit  je  8  Sekunden  Periode  und  den  größten  Am- 
plituden (bis  10 1  mm)  des  ganzen  Seismogramms.  OleichüeJls 
vier,  aber  wesentlich  schwächere  Schwingungen  folgen  11^7™  30*. 
Die  sechs  Wellen  mit  den  längsten  Perioden  (11,5  Sekunde)  be- 
ginnen 1 1^  8"^  15'  und  weisen  eine  größte  Amplitude  von  57  nun 
auf.  Diesen  Schwingungen  mit  den  längsten  Perioden  folgen  bis 
ijh  j^m  giejjeQ  Gruppen  von  solchen,  innerhalb  deren  sich  die 
Perioden  nur  wenig  verkürzen,  die  Amplituden  aber  noch  Beträge 
bis  zu  65  und  67  mm  erreichen.  Alsdann  beginnt  die  Endphase, 
in  der  mit  Wellen  von  bald  längerer  und  bald  kürzerer  Dauer 
und  sehr  unregelmäßig  sich  abschwächenden  Amplituden  die  seis- 
mische Energie  allmählich  auskUngt. 

Legt  man  den  Beginn  der  Hauptphase  auf  die  Wellen  mit 
den  längsten  Perioden  11*^8"*  15%  so  müßte  der  Herd  des  das 
Seismogramm  verursachenden  Bebens  auf  Grund  der  früheren  Er- 
fahrungen^) in  rund  8000  km  Entfernung  zu  suchen  sein.  Da 
nun  bis  auf  den  ungefähr  10  Minuten  längeren  Abstand  der  Haupt- 
phase  von  dem  ersten  Einsatz  das  Seismogramm  vom  i.  Februar 
eine  unverkennbare  Ähnlichkeit  mit  denen  der  Easchgarbeben  vom 
22.  August  1902*)  aufweist,  so  ist,  die  Richtigkeit  der  Phasen- 


1)  Vergl.  diese  Berichte  1902,  p.  305. 

2)  Diese  Berichte  1903,  p.  26  und  Tafel  11. 
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abgrenzung  vorausgesetzt,  der  Herd  des  zu  jenem  gehörigen  Bebens 
im  östlichen  Asien  zu  suchen.  Sollte  sich  diese  Prognose  be- 
stätigen, sollte  sich  also  ergeben,  daß  zwei  aus  derselben  Richtung, 
aber  Yon  weit  auseinander  liegenden  Herden  kommende,  sich 
durch  ein  Seismometer  aufzeichnende  Erdbeben  in  dem  überein- 
stimmen, was  wir  als  die*  Hauptphasen  ihrer  Seismogramme  be- 
zeichnen, so  würde  sich  der  Schluß  ergeben,  daß  die  Ausbildung 
der  Hauptphase  durch  das  zwischen  Herd  und  Seismometerstation 
liegende  Terrain,  also  wohl  durch  dessen  topographisches  Belief 
oder  geologisches  Profil  bedingt  sein  muß. 

Eine  besondere  Eigentümlichkeit  des  Seismogramms  vom 
I.  Februar  zeigt  sich  noch  darin,  daß  sich  während  seiner  Auf- 
zeichnung der  Nullpunkt  des  Pendels  wiederholt  in  auffälliger 
Weise  verlegt  hat,  wie  es  bereits  früher  einmal  bei  dem  Seismo- 
gramm  des  Easchgarbebens  vom  22,  August  1902  der  Fall  war.^) 
Unter  normalen  Verhältnissen,  d..h.  bei  ungestörter  Gleichgewichts- 
lage des  Pendels  sind  die  einzelnen  Windungen  der  von  dem 
Schreibstifk  aufgezeichneten  Schraubenlinie  etwas  über  4  ttuti  von- 
einander entfernt.  Nun  aber  zeigt  sich,  daß  beim  Seismogramm 
der  Ostwestkomponente  vom  i.  Februar  1903  während  der  Haupt- 
phase der  Schreibstift  ganz  allmählich  sich  der  von  ihm  in  der 
folgenden  Stunde  gezeichneten  Linie  nähert,  bis  er  von  11^32™ 
bis  11'*  35"  nur  etwa  2  mm  von  derselben  entfernt  ist;  daß  er 
dann  in  entgegengesetzter  Eichtung  wandert,  etwa  11^  43™  bis 
11^  48°^  nahezu  seinen  normalen  Abstand  innehält,  imi  weiterhin, 
erst  langsam,  von  11^*55™  bis  11*^57"  jedoch  ziemlich  rasch, 
sich  wiederum  der  linken  Nachbarlinie,  und  zwar  bis  auf  1,5  mm, 
zu  nahem,  daß  er  schließlich  ruckartig  11^  54°^  15'  umkehrt  und 
Ton  12^  2°^  an  in  derjenigen  Lage  weiterschreibt,  die  der  Gleich- 
gewichtslage des  Pendels  vor  dem  Beben  entspricht. 

Man  muß  aus  dieser  Nullpunktsverlegung  schließen,  daß  der 
Standort  des  Seismometers  während  der  Aufzeichnung  des  Seismo- 
gramms sich  der  angenommenen  Bichtung  der  Erdbebenwellen 
zweimal  ganz  langsam  zugeneigt  hat  oder  daß  zwei  Neigungs- 
wellen den  seismischen  Wellen  entgegengegangen  sind.  Der  Vor- 
gang könnte  ähnlich  dem  sein,  den  man  am  Wasserspiegel  eines 
Flusses  beobachten  kann,  wenn  sich  ein  Dampfschiff  nähert.  Man 
sieht  da  den  Wasserspiegel  deutlich   sinken,  bis  die  durch  die 


i)  Diese  Berichte  1903,  p.  27. 
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Schaufelräder  erzeugten  Wellen  am  Ufer  dabinstreichen.  Der 
einzige  Unterschied  ist  der,  daß  auf  dem  Seismogramm  sich  die 
seismischen  WeUen  der  Neigungswelle  Überordnen,  also  gleichzeitig 
mit  ihr  den  Seismometerstandort  passieren.  Leider  mufi  daran 
erinnert  werden,  dafi  im  vorliegenden  Falle  bloß  yon  der  Ostwest- 
komponente eine  Au&eichnxmg  vorliegt,  daß  also  bloß  die  der 
Ostwestrichtnng  entsprechende  Komponente  der  Neigung  zn  beob- 
achten ist,  so  daß  auf  die  wirkliche  Größe  und  genauere  Bichtimg 
der  letzteren  nicht  geschlossen  werden  kann.  Immerhin  schien 
die  Beobachtung  der  Erwähnung  wert,  da  vorftbergehende  oder 
bleibende  kleine  Änderungen  in  der  Gleichgewichtslage  der  Pendel 
im  Anschluß  an  seismische  Vorgänge  offenbar  nicht  eben  selten 
sind;  war  doch  eine  derartige  leichte  Verschiebung  schon  bei 
dem  Kaschgarbeben  vom  22.  August  1902  zn  konstatieren  nnd 
hat  sich  eine  solche  sogar  auch,  wie  weiterhin  zu  erwähnen  sein 
wird,  ün  Anschluß  an  einen  leichten  sehr  nahen  Erdstoß  am 
24.  Februar  dieses  Jahres  eingestellt.^) 


5.  Februar  20^  5"*  3"  bis  21*^17"*  — ". 

Ein  Seismogramm  von  ostindischem  Typus.  Im  ersten  Ein- 
satz sind  bei  der  Nordsüdkomponente  den  kurzen  Ausschlägen  mit 
0,8  Sekunde  Periode  mehrere  solche  mit  3  bis  4  Sekunden  langen 
Perioden  und  4  mm  Amplitude  eingefügt,  die  auf  der  Aufzeichnung 
der  Ostwestkomponente  fehlen.  Der  zweite  Einsatz  beginnt  mit 
Wellen  von  6  Sekunden  Dauer^  die  Hanptphase  mit  solchen 
von  42  Sekunden  Periode.  Bei  den  Wellen  mit  den  größten 
Amplituden  (20^  39"  und  20*^  43")  ist  die  Periode  bereits  auf 
18  bez.  15  Sekunden  zurückgegangen. 

6.  Februar  g^  2™  35»  bis  g^  36"*  — ". 

Starke  Pulsationen  verwischen  die  Vorphasen  bei  beiden 
Komponenten,  während  die  Hauptphase,  nach  kontinentalem  Typus 
entwickelt,  deutlich  hervortritt. 

I)  p.  309. 
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I 

I  I4. 

lo.  Februar  4**  43"*  32"  bis  5^  13"  — ". 

Züge  schwacher  sinusartiger  Wellen  mit  anfänglich  über 
20  Sekunden  langen  Perioden,  dieselben  dürften  auf  den  nämlichen 
Ursprung  zurückzuführen  sein,  wie  das  vom  YicENTiNischen  Seismo- 
meter  in  Manila  lo*'  57"*  52»,  nach  M.  E.  Z.  3**  43°^  4»  registrierte 
Beben,  dessen  Hanptphase  sich  dort  von  lO**  59™  38»  (3*»  44°^  50" 
M.  E.  Z.)  an  aufischrieb  und  das  auf  den  Marianen  (Quam)  fühl- 
bar war.*) 

15- 

12.  Februar  19^  53"  54'  bis  20**  40"  — ." 

Starke  Pnlsationen  und  örtlicher  Sturm  yerundeuüichen  die 
Varphasen,  so  daß  der  Zeitpunkt  für  den  ersten  Einsatz  nicht  als 
positiv  sicher  gelten  kann.  Die  Hauptphase  entspricht  etwa  der 
eines  Bebens  aus  mäßiger  Entfernung,  auf  dem  Streifen  der 
weniger  gestörten  Ostwestkomponente  lassen  sich  in  ihr  Perioden 
Ton  8  Sekunden  Dauer  konstatieren. 

z6. 
16.  Februar  21^  — °»  17»  bis  21^  6"  — ". 

Steiriselies  Beben. 

Der  an  Prof.  Belar  gesendete  und  von  diesem  in  den 
Neuesten  Erdbeben -Nachrichten  (Beilage  zur  Erdbebenwarte  IT, 
No.  9  und  10),  p.  5  abgedruckte  Bericht  lautet:  „21^ — "*  17* 
verzeichnete  das  im  geologischen  Institut  zu  Leipzig  stehende 
WiECHERTSche  astatische  Pendelseismometer  ein  leichtes  Beben  aus 
mittlerer  Entfernung.  Die  Nordsüdkomponente  hatte  wesentlich 
kräftiger  registriert.  Auf  ihrer  Aufzeichnung  folgen  dem  eben 
erkennbaren  ersten  Einsatz  mehrere  leichte,  durch  kurzperiodige 
Wellen  bewirkte  Anschwellungen  der  seismogrammatischen  Linie, 
worauf  nach  95  Sekunden  die  Perioden  und  Amplituden  zTinehmen 
und  21**  i"5i'  mit  Schwingungen  von  anfänglich  1,5  mm  Ampli- 
tude und  etwa  1,6  Sekunde  Periode  die  Hauptphase  beginnt.  Die 
Intensität  der  Bodenbewegung  läßt  rasch  nach,  doch  verlieren 
sich  die  letzten  Spuren  seismischer  Wellen  erst  21^  6"*  — ".  Die 
Aufzeichnung    der  Ostwestkomponente    ist   wesentlich  schwächer. 

I)  Philippine  Weather  Bureau,  Bulletin  for  Febrnary,  p.  38.  Manila. 
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Nach  diesen  Seismogrammen  wurde  geschlossen,  daß  in  fast 
nordsüdlicher  Richtung  in  üher  500  km  Entfernung  der  Herd  des 
zugehörigen  Bebens  zu  suchen  sei/^ 

Nach  Prof.  Belab  befindet  sich  das  epizentrale  Gebiet  dieses 
Bebens  30 — 40  km  westnordwestlich  von  Laibach.  Die  Laibacher 
Warte  verzeichnete  den  Stoß,  der  im  Epizentrum  Türen  öffnete, 
Bilder  von  der  Wand  warf  und  Mörtel  abbröckelte,  20^  59"  10". 

17.     18.     19. 

24.  Februar  11^    9°  15'  bis  ii**    9"  2i\ 

1 1^  42™  1 7"  bis  1 1**  42"  23". 
13*»  41»  43"  bis  13*»  41™  49". 

Diese  drei  Aufzeichnungen  nehmen  eine  vollständig  gesonderte 
Stellung  ein.  Zunächst  unterscheiden  sie  sich  scharf  von  allen 
seither,  d.  h.  seit  1 5  Monaten  beobachteten,  durch  nicht  seismische 
Ereignisse  bewirkten  Aufschreibungen,  so  daß  an  ihrer  seismischen 
Natur  nicht  gezweifelt  werden  kann;  dann  haben  sie  keinerlei 
Ähnlichkeit  mit  Teleseismogrammen,  stimmen  aber  schließlich  auch 
nicht  mit  solchen  Seismogrammen  überein,  die  auf  ein  bestimmtes, 
nahe  liegendes  Epizentrum  bezogen  werden  können.  Zeitlich  fallen 
sie  in  die  Reihe  der  Stöße,  welche  die  gewaltige  vogtländisch- 
erzgebirgische  Schütterperiode  des  vergangenen  Frühjahrs  ^)  einleiten, 
so  daß  sie  zunächst  für  Spuren  von  jenem  Schüttergebiet  aus- 
gegangener seismischer  Phänomene  gehalten  wurden.  Dagegen 
spricht  indes  nicht  nur  der  umstand,  daß  die  Seismogramme 
vogtländischer  Erdstöße  etwas  anders  aussehen,  sondern  vor  allem 
der,  daß  von  den  vielen  hundert  Berichten,  welche  dieses  Früh- 
jahr bei  der  Erdbebenstation  Leipzig  über  vogtländische  Erdstöße 
einliefen,  nicht  ein  einziger  Zeitangaben  aufweist^  die  einigermaßen 
denen  der  vorliegenden  Aufzeichnungen  entsprechen  und  zwar 
selbst  dann  nicht,  wenn  man  den  Differenzen  der  gewöhnlichen 
Taschen-,  Wand-  und  Turmuhren  in  weitestgehendem  Maße  Rech- 
nung trägt. 

Von  einem  kräftigen  vogtländischen  Stoß  verzeichnet  das 
Leipziger   Seismometer*)   folgendes   Seismogramm:    i)   Eine  Vor- 

i)  Siehe  H.  Crxdnbbs  gleichzeitig  in  den  Abhandlungen  dieser 
GeseUflchaft  Bd.  XXVIII,  Nr.  6,  1903  erscheinende  Monographie. 

2)  Yergl.  H.  Cbbdmbb,  diese  Berichte  1903,  p.  11  und  die  eben 
erwähnte  Monographie. 
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pbase,  bestehend  aus  einer  Reihe  sehr  kurzperiodiger  leichter 
Sehwingongen,  2)  eine  Hauptphase,  sich  güedemd  in  einen  An- 
fangsteil, während  dessen  kurzperiodige  Schwingungen  die  größten 
Ampütuden  des  ganzen  Seismogramms  erreichen,  und  einen  zweiten 
Abschnitt,  in  dem  die  Amplituden  kleiner  werden,  die  Perioden 
aber  meBbare  Oröße  erlangen,  3)  einen  Endabschnitt,  in  dem  bei 
winzigen  Wellen  die  Perioden  wie  Amplituden  abnehmen,  bis 
Buhe  eintritt.  Bei  einem  minder  kr&ftigen  Stoß  verschwindet 
ans  dem  Seismogramm  zunächst  die  Yorphase,  sodann  fast  yöllig 
der  zweite  Abschnitt  der  Hauptphase  und  der  Endteil,  so  daß  fär 
die  schwächsten  Aufzeichnungen  nur  der  Anfangsteil  der  Haupt- 
phase als  knopfartige  Anschwellung  der  seismogrammatischen  Linie 
übrig  bleibt^  und  zwar  mit  einem  Durchmesser,  der  nur  Bruchteile 
eines  Millimeters  mißt.  Mit  diesen  schwächsten  Registrierungen 
haben  die  uns  beschäftigenden  vom  24.  Februar  noch  die  meiste 
Ähnlichkeit,  indem  sie  lediglich  aus  einer  Reihe  kurzperiodiger, 
rasch  abnehmender  Schwingungen  bestehen.  Eigenartig  sind  diese 
letzteren  wieder  insofern,  als  fast  gleich  die  erste  Schwingung 
die  größte  Amplitude  besitzt  und  daß  die  Schwingungsweite  dann 
rasch  und  regelmäßig  auf  Null  sinkt.  Die  von  dem  Seismogramm 
eingenommene  Fläche  ist  also  die  eines  Kreissektors,  dessen  Bogen 
durch  die  erste  Schwingung  beschrieben  wird.  Im  höchsten  Grade 
ähnlich  ist  das  Seismogramm,  welches  Belab  mit  dem  Stoßmesser 
am  24.  März  1901  in  Laibach  erhielt^),  doch  ist  dieser  Ähnlich- 
keit gegenüber  daran  zu  erinnern,  daß  das  Leipziger  Seismometer 
die  Horizontalkomponenten  der  Bodenbewegungen  registriert. 

Die  Aufzeichnung  des  Stoßes  11^9°*  15*  beginnt  bei  der, 
übrigens  durch  Pulsationen  stark  gestörten  Nordsüdkomponente 
mit  einem  Ausschlag  von  2,3  mm  Weite,  bereits  nach  sechs 
Sekunden  aber  hat  die  seismogranunatische  Linie  wieder  ihre 
normale  Breite.  Bei  der  Ostwestkomponente  mißt  der  erste 
Ausschlag  3,5  mm,  und  dauert  die  Aufzeichnung  gleichfalls  bloß 
sechs  Sekunden,  zwei  Sekunden  nach  jenem  ersten  Ausschlag  aber 
verlegt  sich  der  NuUpunkt  des  Pendels  in  höchst  auffälliger 
Weise,  so  daß  der  Schreibstift  um  1,5  mm  nach  Westen  rückt.  Da 
derartige  Nullpunktverlegungen  bisher^)  bloß  im  Anschluß  an 
augenscheinlich  mit  erheblichen  tektonischen  Veränderungen  ver- 


i)  Erdbebenwarte  1901,  Taf.  I,  Fig.  i. 

2)  Siehe  diese  Berichte  1903,  S.  27  und  vorliegende  Aufzählung  p.  305. 
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bundene  Beben  beobachtet  worden  sind,  so  f&llt  die  Yorliegende 
um  so  mehr  auf,  als  der  sie  verursachende  Stoß  sicher  in  großer 
Nähe,  aber  fOr  keinen  Menschen  fühlbar  erfolgt  ist. 

Die  Aufzeichnung  11^42^17"  beginnt  bei  der  Nordsüd- 
komponente mit  einem  etwa  3,  bei  der  Ostwestkomponente  mit 
einem  3,5  mm  breiten  Ausschlage  und  dauert  wie  die  vorige 
sechs  Sekunden. 

13^41^43'  weist  die  Nordsüdkomponente  einen  Ausschlag 
von  nahezu  4,  die  Ostwestkomponente  einen  solchen  von  nur 
2  mm  auf,  dort  tritt  nach  sechs,  hier  bereits  nach  vier  Sekunden 
Ruhe  ein. 

20. 

24.  Februar  19^  40"»  50»  bis  19*"  53"  — '. 

Das  Seismogramm  beginnt  mit  flachen  Wellen  von  etwa 
30  Sekunden  Periode.  Letztere  verkürzt  sich  bald  auf  20  Sekunden, 
während  umgekehrt  die  Amplituden  bei  der  Nordsüdkomponente  von 
I  auf  2,5  mm  anschwellen.  Die  Ostwestkomponente  hat  wesentlich 
schwächer  gezeichnet. 

2Z. 

27.  Februar  2^  8»  28"  bis  3^  46*  — ". 

Der  erste  Einsatz  ist  bei  dem  nach  ostindischem  Typus 
entwickelten  Seismogramm  nicht  erkennbar.  Im  zweiten  Einsatz 
lassen  sich  bei  der  Nordsüdkomponente,  durch  Pulsationen  etwas 
verwischt,  Wellen  von  8 — 12  Sekunden  Dauer  konstatieren.  Die 
Hauptphase  beginnt  mit  sehr  flachen  ündulationen  von  40  bis 
45  Sekunden  Periode,  dann  findet  das  bei  diesem  Typus  regel- 
mäßig wiederkehrende  Anwachsen  der  Amplituden  und  allmähliche 
Kürzerwerden  der  Perioden  statt.  Die  Ostwestkomponente  hat 
wesentlich  schwächer  gezeichnet,  insbesondere  läßt  sich  bei  desr- 
selben  vom  zweiten  Einsatz  nichts  Deutliches  erkennen. 


28.  Februar  1 1^  23"  14"  bis  11^  40"  — •. 

Der  auffallend  starken  Pulsationen  wegen  lassen  sich  auf  dem 
Streifen  der  Nordsüdkomponente  keine  seismischen  Ausschlage 
erkennen,  während  auf  dem  der  wenig  gestörten  Ostwest- 
komponente zwei  Züge  regelmäßiger  Sinuswellen  mit  Perioden  von 
1 8  —  20  Sekunden  Länge  deutlich  hervortreten. 
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6.  März  18*»  42"»  29«  bis   i8»»  52"  — •. 

Das  SeiBmogramm  der  Hauptphase  dieses  Bebens  Yon 
mittlerer  Entfernung  weist  Wellen  mit  Perioden  yon  8 — 10  Se- 
knnden  Länge  auf. 

12.  M&rz  15^41'°  i6-  bis  16*»— »"— ". 
Sibirisches  Behei. 

Das  Seismogramm  stellt  die  nach  kontinentalem  Typus  ent- 
wickelte Hauptphase  eines  Bebens  mit  Wellen  von  8 — 10  Se- 
kunden Periode  dar. 

Nach  Zeitungsnachrichten  fand  an  diesem  Tage  8^  vor- 
mittags in  Bijsk,  6onv.  Tomsk,  ein  recht  starkes,  wellenförmiges 
und  stoßartiges  Erdbeben  statt,  dessen  ununterbrochene  Dauer 
auf  1,5  Minuten  geschätzt  wurde. 

25. 
15.  März  7^  43"  40"  bis  7'*  57"  — ". 

Es  läßt  sich  nur  eine  Anzahl  leichter  Wellen  mit  Perioden 
von  je  15 — 20  Sekunden  Dauer  erkennen. 

26. 

15.  März   is^  35"*  30'  bis  i6^  ^2"^  — ■. 

Ein  flachwelliges  Seismogramm.  Der  zweite  Einsatz  wird  durch 
leichte  Schwingungen  mit  8,5  Sekunden  langer  Periode  gebildet, 
in  der  mit  ihm  ohne  scharfe  Grenze  verbundenen,  gleichfalls  nur 
aus  flachen  Wellen  gebildeten  Hauptphase  erreichen  die  Perioden 
Längen  von  etwa  20  Sekunden. 

27.  28. 

20.  März  o*'  57"  57»  bis   i^  2"  — ■. 
20.     „      I**    2"  28"  bis  i**  4"  30". 

Obersteirische  Beben. 

Der  erste  Einsatz  ist  nicht  ganz  scharf  zu  erkennen,  dürfte 
aber  in  einer  minimalen  Anschwellung  der  Linie  zu  dem  oben 
angegebenen  Zeitpunkte  zu  erblicken  sein.     Ihm  folgen  o**  59™  32* 

Math.-phyi.  KUsae  1903.  22 
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eine  Anzahl  leichler  zackiger  Ausschläge  mit  Perioden  von  dureli- 
schnittlich  einer  Sekunde,  die  sich  ganz  allm&hlich  verlieren. 

Von  i^  2™  28*  an  wiederholen  sich  derartige  Ausschl&ge  in 
so  schwachem  Grade,  daß  ihre  Spuren  hereits  naxh  zwei  Minuten 
völlig  verschwunden  sind. 

Zeitungen  berichten,  daß  in  der  Nacht  zum  20.  Mftn  in 
Obersteiermark,  im  Semmeringgebiet  und  im  Mürztale  wiederholt 
starke  Stöße  und  wellenförmige  Bewegungen-  verspürt  worden 
sind.  Mit  diesen  dürfte  das  Leipziger  Seismogranom  in  kausalem 
Zusammenhang  stehen. 

29. 

22,  März  6*»  7»  7»  bis  6^  15°»  — ■. 

Pnijser  Bellen. 

Die  Linie  der  Osttvestkomponente  (S.  3 1 3,  Fig.  i)  weist  6*^  7"*  7* 
eine  leichte  Ablenkung  nach  rechts  auf,  der  bald  kleine  Ausschläge 
folgen,  die  in  bezug  auf  Größe  der  Amplitude  und  Dauer  der  Periode 
ganz  allmählich  zunehmen.  6^  8°^  8'  erreichen  die  Amplitaden 
etwa  0,75  mm,  die  Perioden  1,4  Sekunden.  Langsamer  noch, 
als  sie  zugenommen  haben,  schwächen  sich  die  Wellen  wieder  ab, 
so  daß  erst  6**  15°^  völlige  Ruhe  eintritt. 

Auf  der  Zeichnung  der  Nordsüdkomponenle  (S.  313,  Fig.  2) 
läßt  sich  von  dem  ersten  Einsatz  nichts  erkennen,  vielmehr  er* 
scheinen  zwischen  lo**  7™  und  10^  8™  ganz  leichte  kurze  Aus- 
schläge, die  zunächst  allmählich  anschwellen,  dann  aber  ruckartig 
5h  gm  i^s  ^^g  größten  Amplituden  und  Perioden  von  i  mm  bezw. 
1,4  Sekunde  erreichen.  Von  derartigen  stärksten  Schwingungen 
haben  sich,  durch  die  Minutenmarkierung  unterbrochen,  sieben 
aufgezeichnet,  so  daß  im  ganzen  acht  stattgefunden  haben  mögen. 
Genau  wie  bei  der  Ostwestkomponente  nehmen  dann  die  Ampli- 
tuden ab  imd  verkürzen  sich  die  Perioden. 

Nach  der  Ostwestkomponente  wird  man  den  ersten  Einsatz 
auf  6^  7™  7'  und  nach  der  Nordsüdkomponente  die  Hauptphase 
des  Seismogranmis  auf  6^  8°^  16'  legen.  Erster  Einsatz  und 
Hauptphase  sind  also  69  Sekunden  von  einander  entfernt,  so 
daß  der  Herd  des  Bebens  nach  früheren  Erfahrungen^)  in 
^9  •  5)5  =  379)5  ^^^  Entfernung  zu  suchen  ist.  Tatsächlich 
wurde    in    dieser   Entfernung   von   Leipzig,    nämlich  in   und  bei 

i)  Diese  Berichte  1902,  p.  306. 
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Karlsruhe  eine  kurz  rüttelnde,  von  Donnerrollen  begleitete  Er- 
schütterung wahrgenommen,  die  von  einem  in  der  Pfalz  erfolgenden 
Beben  ausgegangen  sein  muß,  da  dieses  hier  so  kräftig  war,  dafi 
die  Leute,  den  Einsturz  der  Häuser  befürchtend,  ins  Freie  eilten. 
Von  Karlsruhe  aus  ist  nach  den  Straßburger  Berichten  eine 
spezielle  monographische  Bearbeitung  dieses  Erdbebens  zu  er- 
warten, eine  kurze  Skizze  desselben  aber  ist  bereits  von  J.  Beindl^) 
veröffentlicht  worden.  Nach  derselben  war  die  Erschütterung 
am  stärksten  in  Kandel  in  der  Bheinpfalz  und  nahm  das  pleisto- 
seismische  Gebiet,  in  welchem  die  Stärke  auf  6 — 7  der  Forel- 
schen  Skala  geschätzt  wird,  eine  elliptische  Fläche  ein,  deren 
größere  Achse  mit  SO-NW- Streichen  von  Mühlburg  unweit  Karls- 
ruhe quer  durch  das  Rheintal  bis  Siebeldingen  in  der  Bheinpfalz 
sich  erstreckt.  Das  Gebiet  schwächster  makroseismischer  Wahr- 
nehmungen bildet  eine  nach  derselben  Richtung  gestreckte  ellip- 
tische Fläche,  welche  nach  SO  bis  jenseits  Ettlingen  in  Baden, 
nach  NO  bis  zum  gleichfalls  badischen  Städtchen  Philippsburg, 
nach  NW  bis  Trippstadt  südlich  von  Kaiserslautem,  nach  SW 
bis  über  Weißenburg  hinaus  reicht  Die  SO -NW- Achse  dieses 
äußersten  makroseismischen  Schüttergebietes  mifit  also  90,  die 
SW-NO- Achse  aber  60  km. 

Ungleich  weiter  reichten  natürlich  die  mikroseismischen 
Schwingungen.  Dieselben  durcheilten  nach  SW  hin  das  65  km 
entfernte  Straßburg  und  wurden  dort  von  sämtlichen  Seismometem 
und  zwar  vom  dreifachen  Horizontalpendel  als  Hauptphase  von 
6^  6™  4iD*,  an  in  der  Dauer  von  zwei  Minuten  aufgezeichnet 
In  nordöstlicher  Richtung  erreichten  die  mikroseismischen  Wellen 
in  390  km  Entfernung  Leipzig  und  schrieben  hier  von  6**  8™  i6' 
an  die  oben  geschilderte  Hauptphase  des  Seismogramms  auf.  Die 
beiden,  die  gleiche  seisroogrammatische  Phase  betreffenden  Zeit- 
angaben von  Straßburg  und  Leipzig  können  zur  Schätzung  der 
Geschwindigkeit  verwendet  werden,  mit  der  sich  die  seismischen 
Wellen  fortpflanzten.  Dieselben  brauchten  zur  Zurücklegung  der 
Wegdifferenz  von  Leipzig-Kandel  gegenüber  Straßburg-Kandel  die 
Zeitdifferenz  zwischen  ihrem  Eintreffen  in  Leipzig  und  in  Straß- 
burg. Jener  Wegunterschied  beträgt  390  —  65  =  325  km,  die 
Zeitverschiedenheit  aber  6^  8™  1 6'  — -  6^  6™  40»  =  96".  Hieraus 
resultiert   für   die  durch  den  Erdstoß  erregten,  sich  oberflächlich 


I)  Geognostische  Jahreshefbe.    Bayern.     16.  Jahrgang,  S.  14 — 24. 
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fortpflanzenden  Wellen  eine  Geschwindigkeit  von  325 :  96  ^  3)3^5  ^ 
pro  Sekunde.  Diese  Zahl  steht  in  beledigender  Übereinstimmung 
mit  derjenigen,  welche  in  diesen  Berichten^)  für  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der  Hauptphasenwellen  von  Fembeben 
angegeben  wurde,  sowie  mit  derjenigen,  welche  Omobi*)  für  die 
gleichen  Wellen  berechnete  und  schliefilich  auch  mit  der,  die 
H.  Cr£dner')  für  die  Ausbreitung  der  vogtlandischen  Erdstöße 
ermittelte. 

Haben  die  Oberflächenwellen  sich  mit  einer  Greschwindigkeit 
von  3,385  km  in  der  Sekunde  fortgepflanzt,  so  muB  sich  das 
Beben,  wenn  man  die  von  Straßburg  angegebene  Zeit  berück- 
sichtigt, in  Kandel  65  :  3,385  =  ig^z*  früher,  also  6^  6"  21"  ab- 
gespielt haben. 

30. 

22.  März   I5'*4i™37'  bis   16*»  12" — ". 

Die  Außseichnung  ist  insofern  höchst  eigentümlich,  als  beide 
Komponenten  die  Phasen  in  völlig  entgegengesetzter  Weise 
registriert  haben.  Die  Nordsüdkomponente  gibt  den  ersten  Ein- 
satz nur  in  Form  leichtester  Ausschläge  wieder,  während  die 
Haoptphase  ziemlich  kräftig  entwickelt  ist  und  Schwingungen 
Ton  8 — 12  Sekunden  Periode  und  bis  3  mm  Amplitude  aufweist. 
Bei  der  Ostwestkomponente  dagegen  fällt  der  kräftige  erste 
Einsatz  sofort  in  die  Augen,  während  die  Hauptphase  so 
dürftig  ist,  daß  man  deren  seismischer  Natur  nur  durch  den 
vorausgegangenen  ersten  Einsatz  sicher  wird. 


31- 

25.  März  2^^  32"  21"  bis  23*»  52"  — ". 

Eine  der  vorigen  ähnliche  Aufzeichnung,  nur  sind  die  Gegen- 
sätze bei  weitem  nicht  so  scharf  ausgeprägt. 


i)  1902,  S.  321. 

2)  PnblicationB  of  the  Earthqnake  Investigation  Committee.  Tokyo, 
No.  5,  p.  80,  1901  und  No.  13,  p.  137. 

3)  Abh.  d.  K.  S.  Ges.  d.  Wies.  Leipzig.    Bd.  XXVUI,  Nr.  6,  1903. 
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28.  März  9^  16"  30"  bis  9^  34"  — •. 

Bellen  von  Rnssisch-Turkestan. 

Ein  Seismogramm  von  typisch  kontinentaler  Ausbildung, 
durch  Pulsationen  namentlich  auf  dem  Streifen  der  Nordsüd- 
komponente  gestört. 

Die  auf  den  ersten  Blick  gestellte  Prognose  in  bezug  auf 
das  Epizentrum  wurde  durch  die  Zeitungsmeldung  als  zutreffend 
bestätigt,  daß  am  28.  Mftrz  40  Werst  von  Andischan  eine  starke 
Erderschütterung  wahrgenommen  worden  ist. 

33- 

28.  März  lo**  59«»  43». 

Auf  den  Streifen  beider  Komponenten  ordnen  sich  kiu^z- 
periodigen,  schwachen  Ausschiftgen  mit  etwa  0,4  Sekimden  Periode 
und  bis  i  mm  Amplitude  andere  mit  längeren  Perioden  (3 — 6  Se- 
kunden) und  größeren  Amplituden  (3,5  mm  bei  der  Nordsüd-, 
2  mm  bei  der  Ostwestkomponente)  unter,  so  daß  eine  2^ichnung 
entsteht,  die  dem  ersten  Einsatz  des  Bebens  vom  4.  Januar  (S.  297) 
sehr  ähnelt,  nur  weniger  kräftig  ist.  Merkwürdigerweise  folgt 
dieser  Aufzeichnung,  deren  Natur  als  die  eines  ersten  Einsatzes 
auf  Grund  aller  seitherigen  Erfahrungen  gar  nicht  bezweifelt 
werden  kann,  keinerlei  weitere  Phase,  weder  bei  der  Nordsüd-, 
noch  bei  der  Ostwestkomponente.  Pulsationen  sind  zwar  störend 
auf  beiden  Streifen  verzeichnet,  doch  war  beispielsweise  troti 
solcher  die  Hauptphase  des  vorigen  Stoßes  (Nr.  s^)  deutlich  er- 
kennbar, so  daß  langperiodige  Wellen,  auch  wenn  dieselben 
Amplituden  von  nur  i  mm  gehabt  hätten,  sicher  noch  wahr- 
nehmbar sein  müßten.  Geradeso  wie  gelegentlich  vom  Seismo- 
meter  Hauptphasen  aufgezeichnet  werden  und  von  den  Vorphasen 
nichts  erkennbar  ist,  so  scheint  nach  dem  vorliegenden  Falle  audi 
das  andere  Extrem  möglich  zu  sein,  daß  nämlich  Fembeben  sich 
ereignen,  von  denen  nur  direkte  Wellen  bis  an  das  Seismomet^ 
gelangen. 

34. 

3.  April  22^  13"  30"  bis  22^  52"  —\ 

Sehr  leichte,  flache  sinusartige  Wellen. 


1, 
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12.  April  4^  27»  16"  bis  5^  13°*  — •. 

;  Auf  dem  Streifen  der  Nordsüdkomponente  machen  sich  von 

I  ^h  2ym  j5i   3^  jjj^y  ^m^  ^j^  leichte  Wellen  mit  4 — 8  Sekunden 

\  langen   Perioden    bemerklich,    denen  Ton   4^  44"^    ab  sehr  lang- 

I  gesogene,  ziemlich  flache-  Wellen  mit  40 — 30  Sekunden  Periode 

folgen.     Auf  dem  Streifen  der  Ostwestkomponente  sind  nur  diese 

letzteren,  ganz  langsam  dahinziehenden  Wellen  zur  Aufzeichnung 

gelangt 

36- 

29.  April  o^  45"  21«  bis   i**  54"  — '. 

Nordsüdkomponente.  Außer  den  rasch  bis  i  mm  breite 
Amplituden  und  1,2  Sekunden  lange  Perioden  erreichenden  scharf- 
zackigen Ausschiftgen  sind  im  ersten  Einsatz  noch  wesentlich 
langsamere  mit  4 — 6  Sekunden  langen  Perioden  zu  erkennen. 
Mit  dem  zweiten  Einsatz  verschwinden  die  kurzperiodigen  Aus- 
scblAge  plötzlich,  die  Wellen  haben  hier  4 — 6  Sekunden  Schwingungs- 
dauer und  werden  sechsmal  von  einzeln  oder  zu  zweien  kommenden 
folgeren  und  kräftigeren  Schwingungen  unterbrochen,  deren  Ampli- 
tuden 3,5 — 10,5  mm  messen,  wAhrend  die  Perioden  zwischen  14 
und  6  Sekunden  schwanken.  Die  Hauptphase  ist  durch  inter- 
ferierende kürzere  Wellen  ziemlich  gestört,  doch  scheint  die 
Periode  in  keinem  Falle  15  Sekunden  zu  überschreiten,  während 
die  gröBte  Amplitude  16  mm  mißt.  Nach  der  auffallend  kurzen 
Dauer  von  7,5  Minuten  beginnen  sich  die  Wellen  der  Haupt- 
phase bereits  auszuglfttten ,  doch  dauert  es  noch  geraume  Zeit, 
ehe  die  letzten  Spuren  der  sinusartigen  Wellen  verschwinden. 

Ostwestkomponente.  Die  Aufzeichnung  der  Ostwestkomponente 
unterscheidet  sich  durch  wesentlich  kräftigere  Ausbildung  des 
ersten  Einsatzes,  aber  sehr  viel  schwächere  des  zweiten  und  der 
Hauptphase  von  derjenigen  der  Nordsüdkomponente.  Im  ersten 
Einsatz  mischen  sich  unter  die  kurzen  Ausschläge  viele  längere 
mit  3  bis  4  Sekunden  Periode  und  2,5  mm  Amplitude,  Der 
zweite  Einsatz  beginnt  mit  einem  kräftigen  4,5  mm  weiten  Aus- 
schlage und  besteht  im  übrigen  aus  leichten  flachen  Eräusel- 
wellen.  Die  Hauptphase  setzt  sich  aus  unregelmäßigen  flachen 
Wellen  mit  im  Höchstfalle  16  Sekunden  langer  Periode  und 
2,5  mm   breiter   Amplitude   zusammen.     Die   letzten  seismischen 
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wiederholende  zweite  Einsatz,  der  durch  Verlängerung  der  Perioden 
bis  auf  höchstens  15  Sekunden  in  die  Hauptphase  tlberfOhrt^ 
während  deren  die  Amplituden  nicht  den  Betrag  der  größeren 
des  ersten  Einsatzes  erreichen.  Besonders  auffällig  an  dem  Seis- 
mogramm  ist  der  den  zweiten  Einsatz  einleitende  kräftige  i  o  mm 
breite  Ausschlag. 

Osttcestkomponenie,  Im  ersten  Einsatz  treten  die  längeren 
und  kräftigeren  Ausschläge  an  Zahl  zurück,  dafür  aber  erreicht 
einer  derselben  die  beträchtliche  Weite  von  5  mm.  In  entsprechen- 
der Weise  wie  oben  ist  der  zweite  Einsatz  ausgebildet,  und  zwar 
besitzt  hier  die  denselben  einleitende  erste  Schwingung  eine 
Weite  von  13,5  mm.  Die  zweite  Yorphase  ist  auch  bei  dieser 
Komponente  nicht  von  der  Hauptphase  abzugrenzen. 

44- 

2.  Juni   18*»  18«  15«  bis   i8'»33»— •. 

Unregelmäßige  Wellen  mit  etwa  6  Sekunden  Schwingungs- 
dauer und   I  bis   1,5  nmi  Amplitude. 

45- 

4.  Juni  lö*»  37»  — •  bis  16*»  46™  — ". 

Flache  sinusartige  Wellen  mit   15  Sekunden  langer  Periode. 

46. 

10.  Juni   18*»  41"  15*  bis   19**  24"  — ■. 
Wie  Nr.  45,  aber  die  Wellen  mit  20  Sekunden  langen  Perioden. 

25.  Juni  23*  40"  35"  bis  23^  58"  — ". 

Leichten  Wellen  mit  4  Sekunden  langen  Perioden  folgen 
solche  von  je  12  Sekunden  Schwingungsdauer,  so  daß  augen- 
scheinlich die  zweite  Yorphase  und  die  Hauptphase  eines  sich 
in  mittlerer  Entfernung  abspielenden  Erdbebens  vorliegt. 


%r^ 
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Tafelerkl&nmg. 

iphotolithograpliische    Beproduktion    der    Registrierung, 
Ostwestkomponente  am  i .  Februar  geliefert  hat,  konnte 
nicht  in  der  yoUen  Länge  des  Seismometerpapierstreifens 
t  Tafel  gegeben  werden,  infolgedessen  wurde  derselbe  zer- 

^^ ^*  Um  nun  die  Aufzeichnung  zu  verfolgen,  legt  man  die 

p  auf  Ä'B\  dann  schließt  a  an  a'  und  o  an  c^  und 

Sit  zwei  Linien  mit  seismischen  Störungen  unter  einander, 

isaa'b  und  b'cc'd.     Das  ganze  Seismogramm  wird  ver- 

fcnn  man  die  Punkte  s,  a,  a',  &,  h\  c,  c',  d  nach  einander 

i.    Über  und  unter  den  seismogramm atischen  Linien  wurde 

i  gerade  Linie  in  der  Richtung  durchgezogen,  welche  der 

iwichtslage  des  Pendels   am    i.  Februar  entspricht.     Man 

mtlich,  wie  die  seismogrammatischen  Linien  sich  diesen 

nähern,   oder  sich  von  ihnen  entfernen,  konstatiert  also, 

Ich  der  Nullpunkt  des  Pendels  während  der  Seismogramm- 

rang    wiederholt   yerlegt  hat.     Die   Zeitangaben   an  den 

^grammatischen  Linien  sind  unkorrigiert,  mit  Hilfe  der  imten 

yor  Tafel  angegebenen  Korrektur  ist  jeder  beliebige  Punkt  des 

jiogramms  leicht  auf  M.E.Z.  umzurechnen.    Der  erste  Einsatz 

iit  s  bezeichnet.     (Vergl.  S.  303 — 306.) 


Erdbebenstation 
palftontologisch-geologischen  Instituts  Leipzig.     Juli  1903. 
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SITZUNG  VOM  7.  DEZEMBER  1903. 

Beiträge  zur  Theorie  der  linearen  Transformationen, 

als  Einleitung  in  die  algebraische  Invariantentheorie. 

Zweiter  Teil. 
Von 

W.    SCHEIBNEB. 

II.  Anwendmigen  aaf  die  Theorie  der  al^ebniselieii  Gleiehnn^B. 

i6. 

Im  Folgenden  soll  das  Verhalten  der  typischen  Gleichung  für 
die  Werte  fir=«  2,  3,  4,  5,  6  näher  untersucht  werden.^)  Vorher 
mag  noch  die  Bemerkung  Platz  finden,  daß  die  assoziierten  Eo- 
varianten  /)  auch  durch  die  Potenzsummen  der  Wurzeln  der 
Gleichung 

ersetzt  werden  können.  Denn  fOhrt  man  mittelst  hekannt^r 
Formeln  <üe  Größen  <fit  =  S{  ^  ^^^i  so  hat  man  wegen  tf |  »  o  zn 
setzen : 

♦»6  /i  =  ~  «  <^6  +  8  ^8 ^4  +  W^8  "  «^' 


i)  Hier  sind  namentlich  die  zahlreichen  Arbeiten  yon  Catlet  und 
Brioschi  zu  Tergleichea,  insbesondere  das  Fif^  Memoir  upan  Quantics 
in  den  Philos.  Transtict  von  1858. 
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Die  Summe  der  Koeffizienten  in  den  Ausdrücken  fOr  fü^f^  beträgt 

11  ^  • 

TT—  -.—  --'     Schreibt  man  aber  ccj^  —  fn.f..  so  erhält  man 

•  !      (I  — 1)!  •  •  • 

^i  =  4(«4  4-  |aj),  tfg  ==  5(a6  +  «a««)» 

«8  =  ^(«8  +  «2«6  +  «8«6  +  i «4  +  «i«4  +  «««8  +  4  ««)» 

Öi  «  9(«9  +  «2^7  +  «8««  +  «4«6  +  «S«6  +  2«««8«4  +  3<*8  +  «S«s)» 


Die  quadratischen  Gleichungen. 
Für  m  »  2  und  die  quadratische  Funktion 

fx  =  Ax^  -f  2^a;  +  C  =  Ä{x  -  x^(x  -  x^) 

wird 

fxfp^{x-y)\z^-\-f^) 

{x-y)g^Axy'\-  B{x  +  y)  +  C. 

Folglich  erhält  man  für  y  =  Xj^  die  typische  Gleichung 

5»  +  /;  =  ^«-ltf,-o, 
^0  f^  —  —  d  ^e  Diskriminante  des  Art.  6   darstellt.     Mithin  ist 

nicht  allein  eine  Invariante  yom  Gewicht  und  der  Dimension  2, 
sondern  es  folgt  auch 

g^=>  J  =>^a^     oder    e^  +  Yd- 

Da  aber  ^ 

z^Äy  +  B^'-B^^, 

also  für  beliebige  Multiplikatoren  a  und  ß: 

{a  -  /5y)xf  =  {aÄ  +  jS-B)y  +  aJ?  -f  ßC, 
80  ergibt  sich 

y  =  a — ; — A  r  o  ry     öder     rc^  =  -^^  —  ^ ^-—  • 
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Ffir  a  —  j3  »  o  hat  man  demnach 

YB-B         -C  "  -V5-J9  C 

^0  =•   — A —  "*  "7= '"^d     rr.  =  — ^-j =  -7= , 

^(a^o  +  0:4)  =  -  2 P,     il(a:o  -  x^)  =  2)/2, 
während  zugleich 

z^ .  /* «  .ä(ilxa;o  +  Bx-^x^  +  OUaroTi  H- ^S~-fl^  4- C). 

17. 
Die  kubischen  Gleichungen. 

w  =  3. 
Der  hubiscken  Funktion 
fx  =  ^ar*  +  3  J?z*  +3Ca?  +  D  =  u!l(«~  «^(x  -  x^iß  -  x^) 

sind  die  Ko Varianten  f^x  und  /^x  assoziiert,  welche  bereits  Ari  12 
in  der  Form 

9  ^  -  f^^  Ä^x^  -\-  B^x  ^  C^^-  \[ff\, 

A^^B^-ÄC,     B^^BC-AD,     C^^C^-BD, 
h  -  -  /i  =  t'o^  +  3*1  ÄJ*  +  3»«^  +  *j  =  ^C/-^] 
lo  =  3ÄBC-A*D  -  2B^,       ii  =  2AC*  -  .4BD  -  B*C, 
ij  -  ilCD  -  2^«D  +  5C^      I3  =  ilD*  -  3BCD  +  2C* 

entwickelt  worden  sind,  und  deren  Grad,  Gewicht  und  Dimension 
gleiche  Werte  haben.     Zugleich  wird  ^*  =  ^  [/7*]. 

Nach  Art.  10  muß  die  Inyariante  von  g 

J  -  5f  -  4  A^i  =  (^(^  -  ^^f  -  4(^*  -  ÄC){C^  -  BD) 
=  A^D^  -  6ABCD  +  4^C»  +  45»D  -  3^*^*  =  -  2[(/irl, 

auch  als  Invariante  zu  f  gehören.  Diese  stimmt  mit  der  Diskri- 
minante  D^(f)  des  Art.  6  überein  und  hat  das  Gewicht  p^^ 
und  die  Dimension  ^  =  4,  sodaß  nach  unseren  früheren  Sätzen  für 

J^FiABCD),     f'J  =  Fif^f^oi), 

/V  =  /|  +  4/1==Ä«-4i^ 

erhalten  wird.  Zugleich  ergeben  sich  durch  Vergleichung  der 
Potenzen  von  x  die  Relationen 
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DV=t|-4C?»,       GJ)J  =  iti,-BiCl, 
{2ÄC+  3B*)J~  2f„t,  +  3V1  -  ^AiACi  +  Bl), 
(2BD  +  3C*)J  =  2i^i,  +  3itU  -  4^1  Ui (7,  +  B»), 
(AD  +  9^(7)/  =  V,  +  gilt,  -  2B^(<aAyCi  +  B\), 
J~Äi,-  2Bi,  +  C»!  =  -  Bi^  +  2CJ,  -  D«o, 
^t,  +  Dio  = -Bt,  +  Cti . 

Man  kann  auch  die  beiden  ff  und  f^  entsprechenden  Eo- 
Tuianten  g  und  f)  von  A  bilden,  indem  man  die  Koeffizienten 
AB  . .  durcb  i^i^  . .  ersetzt.     Dann  ergibt  eine  leichte  Rechnung 

8 Jg,      t) J*f, 

sodaß  man  auch  auf  diesem  Wege  die  Invariante  J  hätte  ableiten 
können.     Außerdem  findet  man  die  zugehörige  Invariante 

wie  schon  Eisenstein  im  27.  Bande  des  OreUeschen  Journals 
{Über  eine  merkwürdige  identische  Gleichung ^  S.  105)  anführt. 

Die  für  f^J  gefundene  Gleichung  kann  in  der  Fonn  ge- 
schrieben werden: 

Daraus  folgt,  daß  die  beiden  Faktoren  |(Ä +  /*)//)  dritten  Po- 
tenzen linearer  Ausdrücke  gleich  sein  müssen,  weil  ein  gemein- 
samer Faktor  beider  f,  g  und  h  teilen  müßte.     Setzt   man  also 

h  +  fYj ^liax-^  hf,     h  -  fYj  =  2{ax  +  ?/;^ 
so  wird 


mithin 
nebst 


aa  =  Ai,     ab'  +  a'b  =  Bi,     fc&'  =  0,, 

2a'  =  i^  +  Ayj,         2a'*^i^-Ayj, 

2  a*h  =  t,  +  J5  yj,     2a'*b'  =  ii-Byj, 

2ab*  =  ii  +  cyj,      2a'6'»  =  », -Cyj, 

26»-»^  +  J9]//,         26'»  =  1,-2)]//, 
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und  wie  man  leicht  verifiziert: 
ah'-ha^yj     oder     2ah'^B^+Yj,     lah^B^-Yj. 

Es  ist  nnn  leicht,  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichungen 
/*  =  o  und  ^  ~  0,  sowie  der  typischen  Oleichong  für  z  anzugeben. 
Denn  da 

fVJ^  {ax  +  hf  -{ax  +  ft  V     und     Ä  =  (ax  -f  hf  +  {ax  +  V)\ 
so  erhält  man  fftr  fiy)  =  o  und  ^'  =  i 

ay  +  6  =  (^{a'y  +  60     oder     (a  —  a'^)y  —  -  (6  —  6'^), 
sowie  für  Ä(y')  «  o 

ay'4-  6  =  -  ^(a'y'  +  V)     oder     (a  +  a'^)y'  =  —  (6  +  6'^). 
Schreibt  man  aber 

ni 

so  haben  die  Einheitswurzeln  ^  die  Werte  i,  —  i  und  — ^=/, 
sodaß  für  y  —  x^z 


b-b' 

^          a+a'i' 

b'+bj 

w&hrend  für  y'  '^x'k- 

*  +  '•' 
^o""      o+a'' 

b  -  b'j 

6'-6i 

Für  reelle  Werte  der  Koeffizienten  in  f  sind  die  Wurzeln  y 
und  y'  nur  reell  bei  negativer  Diskriminante  J,  Denn  fOr  J'<o 
nehmen  a  und  a"*,  sowie  b  und  6'  ko]\jugierte  Werte  an,  sodaß 
nicht  allein  a;^  und  x^j  sondern  auch 


a?,  =- 


1  a 


nebst  2^2,  sowie  a;^'  und  o;^  reell  werden.  Für  J  >- o  dagegen 
sind  ah  ah'  reell,  und  neben  der  reellen  Wurzel  x^  resp.  x^  die 
beiden  x^x^  resp.  x^iCj  konjugiert.     Die  Wurzeln 

der  quadratischen  Gleichung  ^  «  o  verhalten  sich  natürlich  um- 
gekehrt und  sind  reell  für  J>  o,  konjugiert  für  J  <,  o . 
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i8. 

Wir  wenden  nns  jetzt  zur  direkten  Auflösung  der  Ufpisch&i 
Gleichung 

also  c^^  6^,    <rg  »  3^. 

Zufolge  des  Art.  15  hat  man  för  «r «  — ^ /", : 

X  —  y 

{X -  if)0  =  {Äa^  +  2 J9a?  +  C)y  +  (Bx^ -h2Cx  +  D), 
fxfy  «  (a;  -  yf(^  -  3^^  -  Ä)  =  (a?  -  y)^{z  -»^{e-  a^{e  -  «,), 
und  hieraus  folgt  fOr  y  ^x^: 

e^(Ay^B)x-C-^'^(Äy  +  B)X'¥Äy^-j-3By+2C. 

Schreibt  man  hier  iV  »  u  +  1^,  so  wird 

(w  +  v)^  -  tt»  +  f?»  —  3ut;(M  H-  v)  =  3^(w  +  !?)  +  *, 
und  man  kann  die  beiden  Größen  u  und  r  durch  die  Gleichungen 

w*  +  v'  =»  Ä     und    uv^g 
bestimmen.     Da  aber  Ä*  —  4^  =  /** J",  so  ergibt  sich  weiter 

und  damit 

t**  =  i(Ä  +  /y7)  =  (aaj  +  5)»,    t;»-|(Ä-/yjr)-(a'a:  +  5')% 

i»  =-  i^{ax  +  5)  +  ^'(a'a?  +  6')  =»  w  4-  v. 

Da  wir  aber  g  =  (aa?  H-  5)(a  «  4-  6')  =  uv  gesetzt  haben,  so  folgt 
^f(  ^  I  und 

Die  Wurzeln    der   typischen    Gleichung    nehmen    also    jetzt    die 
Gestalt  an: 

^0  =  (^  +  «')^  +  5  +  6',    i^i  «  (a'j*  -  aj)x  +  (6^  -  6j), 
£,  =  (ai*  -  ai)x  +  3>/  -  5'j),     folglich     ifo  +  ^1  +  ^s  "  ^j 
*^o  +  hf  -  V  =  3(ö«  +  6),     e^  -  V  +  V*  =  3(a'«  +  V), 

Ibtlu-pliyB.  KlfttM  190S.  23 
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Durch  Quadrierung  findet  man  leicht  den  Wert 

«*  -  2^  -  ^  +  j  -  p*(a«  +  »*+  ^(a  Ä  +  b?. 
Vergleicht  man  femer  den  Ansdrack 

und  IftBt  y  unendlich  zu-  oder  abnehmen,  so  folgt 

^y  +  B-t-(a  +  a»^     oder     0  +  ^--(6  +  ft»e, 

worauB  neue  einfache  Ausdrücke  für  die  Wurzeln  y  ""  ^  gewonnen 
werden.  Man  erh&lt  sogleich,  eyentuell  mit  beliebigen  Multiplika- 
toren a  und  ß: 

^«*        Ä         "      5  +  5'  +  C  "  /?(&  +  6')  +  «-4H-/JC' 

aj  -  gp'  +  B  J>  «i(a~aj')  +  «B  +  pD 

nebst  den  Ausdrücken  für  die  LAORANGESche  Besolyente: 

-4(Äo  +  at  +  ai)--3-ö, 
-4(«b  +  ati*-aiJ)-3af 

Den  Yorstehenden  Gleichungen  gehen  die  weiteren  Formeln 
parallel: 

-^  («0  "^  fc  "  4^  "  "  ^  *  "°  ~  ^  ^^  ^  "^  ^*  ^  ^«  ""  «^^^  ^^ ' 


I)  Zur  Verifikation  der  Gleichung  ^£^  »  ^^1"^  *^^®"  ^^ 
Formeln 
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w&hrend  die  Inyariante  durch 

imd  die  EoTarianten  durch 

e 

als  Funktionen  der  Wurzeln  gegeben  sind,  wobei  die  symmetrische 

Summe  ^  aus  sechs  Gliedern  besteht.^)     Die  Diskriminante  der 

typisdien  Gleichung   wird   f^J^   die  Eovarianten  g  und  h   aber 
gehen  über  in 

gs^-¥h»-\-^     und     hi? +  6^$'^  +  ^ghZ'\'h^ -- ^g\ 

Die  Werte  von  Xj^  und  Xi  stehen  in  direktem  Zusammenhang. 
Denn  wenn  die  Wurzel  z  fOr  x^^  verschwindet,  so  erhält  man 

tf-    ' 


und   da   yennöge    der    typischen   Gleichung   h   gleichzeitig    yer- 
schwinden  muß,  so  wird 

»-<oj^(*-yO-^,Zr(*-2^)-i.^(«+y  +  2^|). 

Auf  diesem  Wege  gehen  durch  Einführung  der  verschiedenen  fOr 
jfBO^   gefundenen   Ausdrücke    die    entsprechenden    Formeln    fCb: 

y  «  Xk  hervor,  analog  wie  man  die  Wurzeln  $j^ « iA^u  +  -B)^?  —  C 

aus  den  Werten  Xj^  ableiten  kOnnte.     Indessen  gelangt   man  zu 
einfacheren  Ausdrücken  für  x'k  durch  die  folgenden  Betrachtungen. 


i)  Für  die  EoefiGbdenten  t»  in  ^  gelten  die  ähnlichen  Summen 

»l  —  ^A  ^  [2x^X1^  X^XxX^  —  X^Xi  }, 

e 

6 

e 

23  • 
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19. 
Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  die  allgemeinere  Gleichung 

wf-  *-=«(»-  |o)(«  -  |i)(»  -  &)  «  f 

mit  dem  Differential 

aufzulösen,  wenn  no  eine  beliebige  Variable  bedeutet.    Man  braucht 
dazu  in  dem  Ausdruck  für  f  nur 

an  Stelle  der  Koeffizienten  AB  CD  zu  setzen,  wodurch 

hervorgehen,  und  die  entsprechenden  Werte  der  Eovarianten 

nebst  der  Diskriminante  ^^Jitc*  —  J)^  erhalten  werden.    Dann 

ist  nicht  allein  ^.«      ^,  . 

SP  =  ^*- 49*1 
sondern  auch 

f)  +  fVS  ^2{ax'{-  b)» ^2{ax  +  h)\t€^ -/)(«?-  }/JÖ, 

^  -  f  y^  -  2  {a'x  +  b?  «  2  {a'x  +  5?(ii^*  -  eT)  (ic^  +  1/7), 
und  fOr 

fi»  -(«?»-  eDCiT  -  yj),       fi'»  =  (M^*  -  /)  (fr  +  V7): 

a  =  fia,    b  =  ft6,    a'  *=  ft'a',    b'  =»  fi'6'. 
Neben  x^^ -7^  und  «i  = ; — 7^  wird  jetzt 

b— b'^       ftb—ft  y^ 

so  daß  fOr  ir»<X),  fi^ii\  {^^  in  o?^,  und  fOr  m?bO,  ^^yl^ 
(i  »^  yj^   1^  in  j(*j^   übergeht      Den   Gleichungen    endlich  Ar 

/'(y)-o: 

.äy  +  B  =  (a  +  a»^    und  C  +  -=»-(b  +  6'^)? 

entspredien  für  f  (£)  "«  o  oder  h'^wf  die  Werte 

(^«7  -  to)j  +  (5«7  -  Ijl)  -  (fia  +  fi'a»^ 
und  _.    _  . 

Cir  -  i,  +  f^üLJl  -  -  (^6  +  i*'b»^, 
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oder 

Für  w==o  erhält  man  daraus  die  Wurzeln  von  h  in  der  Form 


«*  =  - 


*o  s-(6-6'^)9yy 


20. 

Die  biqnadratisclien  Gleichungen. 

nt«  4. 

Die  assoziierten  Eovarianten    der   biqnadratischen  Funktion 

fx^A3i^+^Ba^  +  6Csi^'\-/^Dx'\-E^A{x—x^{x-'Xi){X''X2)(x—x^) 

sind  gegeben  durch  die  Ausdrücke  vierten  und  sechsten  Grades 

9'--\''f,f,-ff„  —  il//T, 
=  A^a^  +  451«*  +  öCjOS*  +  42)1*  +  ^1, 

.  6a~3C*-2BD-ÄE, 

Ei-^D'-CE,     zB^-CD-BE,         * 

und 

i,-  2UJ?i  -  5^1)  -  3ÄBC-Ä*D  -  2B», 

i,  -  2{BCi-CBj),     3i,^2{ÄDi-DAi)='3ÄCD-ÄBE-2B*D, 

i, ■=  BBi  -  DBi,      2i,~  ÄE^  -  EÄ^  =  Aß*  -  B*E, 

14-  2{(7Di-DCi),     3ii-2(BEi-EBi)'-ÄDE-3BCE+2BD*, 

ii-CEi-ECi,       6if'~ÄI?+2BDE  +  6CB*-9CE, 

<,  =  2  (DEi  -  ED^)  -  BI?  -  3  CDE  ■\-2B^, 

nebst  der  Invariante  der  Art  6  und  10 : 

Q^\'=AE-^BD  +  3CC''\[ff\4.- 
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Da  h^  vom  Gewicht  t,  bo  ist  f&i  g^h  und  G  das  Gewicht  |)  -=  2, 3, 4. 
Wir  bemerken  noch  die  häufig  anwendbaren  Fonneki 

80  wie 

4»i<B  =  V4  +  3<|ti»     9*1*4  =  ^)*»  +  8i,i„ 

4H<6-H^  +  3V4i     2Ci,-^i5  +  JE;fj-B*^  +  Di,. 

Man  kann  nun,  indem  man  die  Koeffizienten  AB.,  dvdi 
Ä^Bi  .  .  ersetzt,  die  entsprechenden  Eovarianten  g,  f)  und  (&  ans 
g  bilden,  und  erhält  durch  direkte  Rechnung  die  Werte 

mit  den  zugehörigen  Gewiditen  6,  9  und  8,  während  zur  Ab- 
kürzung geschrieben  ist: 

H'^ÄCE^  2BCD  -  ÄD^  -  B^E  -  CT»  -  -  \[fg\ . 
Diese  bereits  im  Art  6  betrachtete  Größe  aber  ist  als  Quotient 

der  Eoyarianten  -^,  neben  G  selbst  eine  Mweite  Invariante  von  f 

mit  dem  Gewicht  6.  Die  Invarianten  G  und  ^,  deren  Ausdrücke 
bereits  Eisisnbtein,  Boolb  und  Oatlbt  gefunden  haben,  werdeo 
bekanntlich  yon  Weiebstrasb  durch  g^  und  g^  bezeichnet  Will 
man  auch  die  Inyariante  ^  berechnen,  so  geht  der  Wert  herror: 

^'m(^'-  54Ä«)  -  ^JJ(Q -  61*). 

Wir  wollen  noch  einen  Augenblick  die  EoTariante 

g^  -s  fH  +  gG  vom  Grade  4,  Dimension  4  und  Gewicht  6 

betrachten,  deren  höchstes  Glied  durch  —  Ja^  gegeben  ist,  während 

^^(o)-jE?JH-(D«-ö^)ff. 

Nach  dem  HsBicrrESohen  Satze  fttr  (-^  i)^f''f*gx  folgt 

/"Vi-- 4/1-^     oder     4/-h^'^f^(fH  +  gG). 

Dieselbe  wichtige  Formel  ergibt  sich  für  gx^Hy  wodurch 

oder 
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In  dieser  Gleidiimg  bedeuten  k^lil^  die  Wurzeln  der  sogenannten 
kubischen  BesoU^enie 

Man  schließt  daraus,  daß  in  dem  Ausdruck 

die  drei  Radikale 

rationale  Funktionen  Yon  x  sein  müssen. 
Hier  wird 

1^  -  JSiL  -  JB*,     Dl  -  DA  -  QE, 
Nun  ist  aber  identisch 
(BC--äD-2DX)»* 

-  { D*  -  ^(C  +  X) }  { (C  -  2  A)»  -  AE]  +  ^(4it*  -  ex  -  H), 


3((7,-<7A)-2^  +  PJ?. 


also 
oder 


4(Di  -  DA)*  -  (Ji  -  ^A){(C-  2A)«  -  ^JB) 
4§»l(0-2A)«-^£. 


Damit  folgt  weiter 

PD-.Ö«-DD-A(0+2A), 

und  wenn  man  von  der  Gleichung 

4Ci-0«-^JB  +  |ff 
Gebniuch  macht: 

C*-Oi-CA  +  A»-^G,    PD-Oi-CA-2A«  +  |ff, 

lodaß 

§»-PD-3^*-Tfl^- 

Es   versteht  sich  übrigens  yon  selbst,   daß  die  Vorzeichen  der 
Radikale  PQ  und  B  insoweit  unbestimmt  sind,  als  sie  gleichMeUig 


i)  Man  kann  diese  Gleichung  auch  in  der  Form  der  Determinante 


Ä         B      (7-2A 
B      0+A        D 
C-2A     D  E 


o,  nebst  H 


BGB 
ÖDE 


schreiben,  wie  Aboshold  (Grelles  Journal  Bd.  52,  S.  95)  bemerkt  hai 
Die  kubische  Besolvente  findet  sich  bereits  bei  Stbshlkb  (Grelle 
Bd.  12,  8.  358). 
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umgekehrt  werden  dürfen,  damit  die  Produkte  QR,  PR  und  PQ 
tmge&ndert  bleiben.  Auch  beweist  man  leicht  das  Stattfinden 
der  drei  linearen  Relationen 

o  ^  {C ^  2l)P •-  2 BQ  +  AR, 
o^DP-2(G+l)Q  +  BR, 
o^EP-  2DQ  +  (C -  2A)JB, 
welche  durch  Multiplikation  mit  PQR  yerifiziert  werden  können. 

21. 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  /" «  o  und  A  »  o  ergibt  sich 
jetzt  ohne  Schwierigkeit.     Denn  da  neben 

g-lf^(P3i^+2Qx-^B)\ 

wenn  X'  und  V  die  übrigen  Wurzeln  der  Besolvente  bezeichnen,  auch 

g-l'f^iP'x^-^zQ'x-i-Ry  und  ^-iV«  (!>"«»+ 2§"Ä  +  ir?, 

so  folgt  sogleich 

a"-  r)/"-  (p'x^  +  2^'«  +  Ä?  -  (P'v  +  2Q''x  +  Ry 

und  durch  Auflösung  quadratischer  Gleichungen: 

(P'-  P")a:  =  ±  iS  -  e'+  e"     und      (P'^-  P'')x  =  ±  T-  ö'-  C» 

"^^  Ä«  «  ((J'-  g'V  -  (P'-  P")(Ä'-  R'\ 

r»  -  («'  +  gy  -  (P'  +  P")(Ä'  +  -B"). 

gesetzt  isi^)    Dadurch  sind  die  Tier  Wurzeln  der  biquadratischen 
Funktion  fx  bestimmt. 

Selbstrerstandlich  gehen  die  den  Vertauschungen  der  Wurzebi 
Xl'l"  entsprechenden  Zerlegungen  parallel: 

(X  -  rv-  {(P"-  P)»»  +  2((j"-  Q)x + Ä"-  Ä}  X 

x{(P"+P)ic«+2(^"+$)»  +  Ä"  +  Ä), 

a'  -  X)/  -  {(P-  P')fl5«  +  2(§  -  §0«  +  Ä  -  Ä'}  X 

xlCP  +  PO^^  +  ^C^-f^O^  +  i^  +  J?')» 

i)  übrigens  wird  sich  herausstellen,   daß  die  Größen  S  und  T 
nicht  Voneinander  yeischieden  sind. 
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fikr  welche  die  Wurzelaasdrücke  zu  bilden  sind: 

imd 

^"*  =  («  -  ÖO*  -  (P-  PO(Ä  -  -BO, 
T"«-((J+$V-(P+PO(i?  +  jRO. 
Der  Wert 

aber  liefert,  wenn 
geschrieben  wird: 

^■^      2P     "/t  +  2^"'  /?^  +  2aP+2/?e' 

und  da  die  den  drei  Wurzeln  XX' X"  entsprechenden  Größen 
P^Q^i2'fi*  je  drei  Werte  annehmen,  während  die  Radikale  PQBfi 
doppelte  Vorzeichen  besitzen,  so  sind  dadurch  die  sechs  Wurzeln  x 
Tollst&ndig  bestimmt. 

Es  ist  von  Interesse  die  oben  abgeleiteten  Zerfällungen  von  fx 
in  quadratische  Faktoren  mit  einigen  weiteren  Zerlegungen  zu 
Yorgleichen,  die  sich  auf  folgendem  Wege  ergeben.  Wir  schreiben 
/a;»^£  mit  den  beiden  Faktoren  zweiten  Grades 

wodurch 

Setzt  man  femer 

L- JlÄ»4-2j?a?+C,  M--^Ba^  +  2Cx+D,  N»  0x^-^-2 Dx-i-E, 

80  folgt 

f^Lx^'¥2Mx^Ny    f,-^Lx^M    und     f„^L, 

Die  Eovarianten  g  und  h  aber  nehmen  die  Form  an 
9^  :^i\l'i'  -  2ii'')^M^  ^  LN^  L^x^  +  2M^X'^N^, 

h^^l^li'''*2[[LM^''L^M)s?'^{LN^--L^ir)x^MN^-M^N), 
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wo  L^M^N^  ebenso  von  Ä^Bi  ...  abh&ngen,  wie  LMN  von 
JSLjS  .  •  . 

Schreibt  man  jetzt 

«ij6j-    {Air>+2(Ä  +  P)a?+C-2X  +  2C}, 

wo  a  einen  beliebigen  Faktor  bedentet,  80  ergeben  sich  die  Be- 
dingangsgleichungen 

3-4C--4(0-2X)+2(Ä»-l*), 

AI)^B{C-2l)''2PQ, 

il£«(0-2A)*-4e*. 

Diese  Gleichnngen  liefem  nicht  allein  genau  die  früher  abge- 
leiteten Werte  Yon  JP*^  und  PQ^  sondern  geben  auch  durch 
Elimination  Ton  P  und  Q  die  kubische  Besolyente  ffir  iL.  Mithin 
dürfen  wir  setsen: 

\-^a,     Am^»a{B-P),    Än^^  a(C  -  21"  iQ), 
al^^Ä,     am^-^B  +  P,  an^=- C-  2X-\'  2Q. 

Aus   diesen  Werten   gehen  sogleich   die  Ausdrücke  herror: 
miiW|-C  +  X,     lim^-l^m^^  2P,    l^n^  -  l^ni  "="  ^Q, 
h^  +  I|*H  —  2(0—  2l),     61-=  2m^mf  —  ^'•i  ■"  h^' 

u4(fi4«,  — «4«^)  =  4^0— 2(0— 2A)P    oder    n^n^  —  m^n^'^  2R 

Damit  erhält  man  auch 

Man  kann  femer  die  Zerlegung  Ton  fx  in  der  Form  herbei- 
führen: 

a'ltl,-     {(B-P)aj"+2(0  +  A)«  +  i)  +  JB}, 
oder 

(C  +  X)?i  «  a'(B  +  JR,     »4  -  a',    (C  +  X)n^  -  a'(D  -  IJ), 

nebst 

ila' «  a(5  -  P),     (C  +  X)(Iin,  +  ^14)  =  2{BD  +  PiÖ, 

ilB- 2P^-((7-2A)P    und     2(0+A)<f-=BB  +  DP. 


r 
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Endlieli  wird  auch 

»"SiSi-      {(C-2A-2e)Ä»+2(D-B)a:  +  B}, 
oder 

nebst 

l?a'  «  a"(i)  +  Ä),     £P-  2i>^  -  (0  -  2A)Ä 

22. 
Wenn  man  Ton  der  gegenseitigen  Yertauschnng  der  Faktoren 
Ij  rmd  1}  abdelit,  gibt  es  offenbar  nnr  drei  mögliche  Zerlegungen 

fx » £iljf   welche   den.  drei  Wurzeln  der   kubischen   Besolyente 

entsprechen.     Um  die  im  Vorstehenden  gefundenen  ZerßUlungen 
miteinander  zu  yergleichen,  setzen  wir^) 

a"-x')Mi-^{(^--p'V+2(e'-e")«+22'-22"}, 

mithin 

(i" -  A')l,  -  *(^ -  -P")'     (*"  -  ^')»H  -»(«'-  «"), 

(r-A')»ii-.6(Ä'-2i"), 

ftl.-P'+P",     &«,-«'+«".    6n,-B'+Ä", 
nebst 

(1"  -  X')(lim,  -  ^«H)  -  (P'  -  P")(«'  +  Q")  -CP'  +  P")(.Q'  -  q"), 
oder  (i"  -  X')P  -  P'^"  -  P"q',  »wie 

2 d" -  i') e  -  -P'Ä"  -  -P" Ä'.     (1"  -  i')Ä  -  «'■»"  -  Ö"Ä'. 
Dann  eriiftlt  man  (de  Belationen: 

KP'-  P")  -  (i"-Oa-(i"-i')a'?Jj-(l"-A>"^=^^J'^, 

a(P'  +  P")  -  .46,    o'CP*  +  P")  -  (B  -  P)J, 
a"(P'+P'')-(C-2i-2<f)6, 


i)  Wollte  man  (i  — it'')£i£i  oder  (!'  — X)lt{t  Bchreiben,  so  wBrde 
man  pat  Widenjarfidie  gefOhit  werden. 
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&.^' -  ^",  -  a'-Oa^^- (1"- iV-.  (1-- iV^, 

a  Q'  +  Q")  -(.B  +  r)b,     a'(Q'+  Q")  -  (C  +  l)b. 
a"iQ'+Q")~(D-B)b, 

b'R'-R",  -  a"-l')a <^-*^-*^ , (ßi"- i')a' ^^  =  {l"-l')a", 

a(B'+S")  -  (C-  21  +  206,     a'(B'+  S")  -  (D  +  Ji)6, 

a"(S'+S")-^Eb. 
Die  EUmiiiation  d«r  Fmktoren  aa'a"b  ergibt: 

P" -  P"  :  Q' -  Q" :  B' - B" ~  Ä:  B - P:  C -  2l -  2Q  = 

~B  +  PiC+l:D-B''C-  2l+  2Q:D  +  R:E, 

P'+  P" '.Q'+  Q"  tB'  +  B" ~ Ä:  B  +  P:C-  21+  2Q  = 

-'  B -  P:  C  + 1 1  D  +  B-^  C -  21  -  2Q :  D - R:E. 


Die  zyklische  Vertaiuchimg  Ton  11  A     aber  liefert: 

P"  -  P.  Q"  -  Q  i  B"  -  B  ^  Äi  B  -  P" :  C  -  21'  -  2Q'  = 

~B  +  P':C  +  l':D-B''-C-2l'  +  2Q'iD  +  B':E, 

P"  +  P:  Q"  +  Q  '.  B"  +  B  =  Ä: B  +  P" :  C -  21'  +  2Q'~ 

~B-P':C+l':D  +  B''C-2l'-2q':D-B':E. 

P-P':Q-Q''.B-B'-'Ä:B-P":C-2i"-2Q"~ 

-B  +  P":C+l":D-B"~C~2X"+2Q":D  +  B":E, 

P  +  P" :  Q  +  Q' '.  B  +  B'-^  Ä:  B  +  P":  C  -  2l"+  2g"^ 

~B-P":C  +  k":D  +  B"-'C-2l"-2Q"iD-B".E. 

Aus  diesen  Proportionen  lassen  sich  eine  größere  AnzaU 
von  Gleichungen  zwischen  P  QB  P' Q' B' P" Q" B"  ableiten.  So 
folgt  aus 

ÄiQ'+Q')^{B+P")(P+P')  und    E{Q+Q'')^iD±B''KB+R'). 

P'P"-'ÄQ-BP,  B'B"~DB-EQ, 

P"P-'ÄQ'-BP'.  B"B'^DB'-EQ', 

PP'-'ÄQ'-BP",  BB'~DB"-EQ", 
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Ferner  erhält  man  die  Werte 

2C'Q"-BÄ   -DP  -P'ä"+J»"ä', 

2Q"Q  =  SB'  -DP"  =  P"B  +  PB", 

zQQ' =  BB"  -  BP"  =  PB'  +P^B, 

und    wenn    man    die    gefundenen   Gleichungen   resp.   mit   PBQ 
multipliziert: 

PJP'i>"  =  AB^  -  BAi  =  1*0 , 

BB'B"  =  DEi  -  ED^  =  A», , 

Aach  wird 

P'B"'  {l"-l')Q  +  Q'Q",  P"B'^  a'-  A")«  +  Q'Q". 

P"B  =  (A  -  X")Q'  +  Q"Q,  PB""  (i"-  A)^'  +  Q"Q. 

PB'~iX'  -  l)Q"  +  QQ',  P'Ä  =  (1  -  )i')Q"+QQ'. 

23. 

V^  können  jetzt  den  Wurzeln  ff  "X^  der  Gleichung  fjf'=o 
eine  einfachere  Form  geben,  wenn  wir 

as  —  am  —  ßn        «         .      , 

setzen,  wo  aß  und  das  Yorzeidien  des  Badikals  s  beliebig  gewählt 
werden  dürfen.  Untersucht  man  die  verschiedenen  Zerlegungen 
Ton  fx,  so  ergibt  sich 

i)  für  Zi-6^1^,     ?,  -  i(P' +  P"),  usw. 

5«  -  mj  -  ii«,  -  (jp^l,)»  -  ft»,  sj«;  -  ö -  3i» -  (*'-  n», 

In  der  Tat  wird  wegen 

5»  -  (Q"  -  P'B')  +  «?"« -  P"B")  -  {zQQ'-  P'B"  -  P"B') 
=  3(A'*  +  A"«)-|(?  =  (A'-A")». 
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W. 


a.* 


2)  ftr  I,  -  a,  ^  -  -,  usw. 

Si  -  J,{(i?  -Pi»-  Ä(C-  21  -  2®}  -  (i)V  +  P'?, 

3)  ftr  Zi  -  a'f^,    «,  -  i(i?  -  J^,  i»w. 

4)  Pttr  Zi-a"^~y^.  I,-j,(C-2A-2«),  tisw. 
«I  -  (S)*{(-»  +  ^*-  E(.C-2l+2q)]  -  ^)*(2J' +  Ä")>, 

4  - -J-,{a)  -  Jö*  -  1!(C -  2Jl  -  2^)  - ^(B' -  Ä'?, 

Ans  dem  Yorateheiideii  entspringen  die  WurzelausdrAcke 
(P'  -  P")y  -  +  (A'  - 1")  -Q'  +  Q", 
(P'  +  P")y  -  ±  (1'  -  O  -  «'  -  Q"; 
-4y--B  +  P+(P'  +  P"), 
-4f--B-P+(P'-P"); 
(B  +  P)y--C-i±(e'  +  «"), 
(B-i^y C-X±(Q'-Q")', 

(0-2jl+2(J)y--P-B  +  (B'  +  B"), 
((7-2jl-2^y--D  +  B  +  (B'-B"); 


oder 
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y 

—  X»  - 

r  JT  -r  v^r    - 

r -r    ;. 

c- 

'21+2Q  ^ 

y 

-B- 

-P+(P'- 

-  P"); 

y 

-0- 

-A  +  («'  + 

•«"), 

D  +  B 

y 

-C- 

-A  +  (Ö'- 

«"); 

E^ 

y^ 

-D- 

-Ä  +  (B'  +  J8"), 

-  -  -  D  +  B  Hh  (B'  -  B"). 


Durch  zyklische  Yertauschimg  Ton  II  k  resp.  PP  P  ,  QQ  Q  und 
JRJR' J2''  gehen  selbstverst&ndlich  weitere  analoge  Ausdrücke  für  die 
Wurzeln  y  hervor,  Yon  deren  Hinschreiben  wir  jedoch  absehen  dürfen. 
Da  die  Badikale  PQB  durch  ihre  Quadrate  gegeben  sind, 
w&hrend  nicht  bloß  die  Produkte  QB,  BP  und  PQ^  sondern 
auch  die  Werte  Ton 

PP'P"- |foi     CO'«"- Hl    BB'B^^ii^ 
rational  bleiben,  so  darf  man  gleichzeitig  die  Vorzeichen  yon  je 
zweien    unter    ihnen    umkehren    und   erhält   dadurch   aus   einer 
Wurzel  Xj^  die  drei  übrigen,  z.  B. 

-da?o  +  -B  =  P  +  P'  +  P",       ilaji  +  J8-P-P'-P", 

-daii-l-B--P+P'-P",    -4a:i  +  B--P-P'+P", 

sowie  entsprechend  bei  den  übrigen  Formeln. 

Büdet  man  die  Produkte  (i;  -  P")  (v  -  P'*)  {v  -  P""), 
(t^ -«*)(t^ -«'•)(!; -O    imd   (v-B^iv-B'^iv-B"^, 

so  folgen  zur  Bestimmung  von  P'^S*  die  kubischen  Gleichungen 

i7(t;  -  ö»)  - 1^  -  3(Ci  +  äff)t^' +  f  (i^U  -  i«i)t^  -  i^  -  o, 

wie  man  leicht  durch  direkte  Bechnung  findet.   Ebenso  erhält  man 
JJifo  -  P«)  «  IT«  -  3^1  ti^'  +  i(^^  -  i>io)«'  -  ih>hy 
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Die  Wurzeln  der  Oleichnng  g(^')^o  ergeben  sich  auf 
folgendem  Weg.  Im  Art.  20  hatten  wir  beim  Übergang  yon  f 
zu  g  die  EoTarianten 

und    die   Inyarianten  (B    und   ^    abgeleitet,    wodurch    die   Dis- 

kriminante 

®»  -  27©«  »  ^Jff*(ö*  -  27^ 

heryorgehi     Bezeichnet   man  die  entsprechende  kubische  Besol- 
yente  durch 

so  überzeugt  man  sich  ohne  Schwierigkeit,  daß 
Damit  erh&lt  man  dem  Ausdruck  g  —  kf  entsprechend 

i-X^g-'X'l'ig-kf), 

so  daß  beim  Übergang  von  f  za  g  der  Faktor  l'l"  zu  g  ^  If 
hinzutritt.    Mithin  geht  auch  A^  —  AI »  P'  über  in  l'X"F^  und 

Ay  +  A  -  S  ±  Vii'it"(A  -  ^«. 

wenn  das  Produkt  der  in  der  Summe   enthaltenen  Radikale  mit 
Hi^  im  Vorzeichen  übereinstimmt. 

24. 

um  jetzt  zur  biquadratischen  typischen  Gleichung  überzugehen, 
deren  Koeffizienten  die  assoziierten  Eovarianten  von  f  sind,  setzen 
wir  für 

«  — y      " 
nebst 

/^Vy-{«-y)*(i^  +  6/ii5«  +  4/i*  +  /;)-(«-y)*/2:(*-^^, 

oder  da 

/•»«/•y  =  («  -  y)*(ig*  -  tgz^  -  4ÄÄ  ^^g^^Qf*), 


i)  In  meiner  Abhandlung  Zur  Beätiktion  eUipHscher  Integrale^ 
S.  67  ist  im  Werte  von  fi  =  X^=--l(X«  +  2ij;,)  der  Faktor  2  intöm- 
lieh  ausgefallen. 
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Für  fy^o  folgt  hieraus  die  typische  Gleichung 

/5*  =  tgs^  +  4ÄJJ  +  3^*  -  Gf 

also 

nebst  ^ 

e^{Ay  +  B)x^  +  (ily*  +  ^By  +  3C)a;  -  2)  -  -  • 

Die   Invarianten  G   und  ^  gehen   über   in  Gf^  und  ///*',    die 
Wurzel  X  in  A/: 

Zur  Auflösung  dieser  Gleichung  setzen  wir 

und  erhalten 

«•«  2«;  +  g«*,     «;•«  2ttQU^ti,j?  +  Sw*mJ, 

sowie  dtirch  fernere  Quadrierung: 

ü*  =  8t<ot<iti2«  +  4SwX  +  4wSt**  +  St**Sw*. 

Vergleicht  man  damit  den  Ausdruck 

tgz^  +  4Ä«  +  3^*  -  ö/"*  =  1 2^w  +  4Ä«  +  6^  S  «*  +  3^*  -  Gf^, 

so    erkennt    man    leicht,    daß    beide    Werte    identisch    werden, 

wenn  man 

h^  2UqU^u^^  .3^=Sw*     imd 

3^*-|ff/'*=»SuX>  also  auch  {ä*  =  mJmJuJ 

setzt.     Hieraus  folgt,  daß  fOr  u'  » t;  die  kubische  Gleichung 

ffl  -  3i7t;*  +  307*  -  ^r'G^)«^  -  H«  =^  o 

die  Wurzeln  kJ  ii{  und  t^J  liefert. 

Diese  Gleichung  aber  geht  durch  die  Substitution  v=g  —  Xf 
nach  leichter  Reduktion  in  die  kubische  Besolvente 

4A»  =  ffA  +  Jff 

über,  sodaß  als  die  gesuchten  Wurzelwerte  sich  die  Ausdrucke 
ergeben: 

u^^g-lf^iPs^+zQx-hE)^  und  z^SVg-^fi 

die  Vorzeichen  der  Badikale  müssen  dabei  der  Gleichung 

entsprechen,  wodurch  die  vier  Wurzeln  ff^z^is^e^  völlig  bestimmt  sind. 

MRth.-pbyi.  Klaise  1903.  24 
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Schreibt   man   wie  Art.  15   z^x^i  und   l&8t  x  unendlidi 
wachsen,  so  folgt 

nebst 


Dieser  Ausdruck  endlich  liefert  wegen  y  —  o;^  die  Wurzeln  x^x^x^x^ 
der  Funktion  fx^  wenn  die  Vorzeichen  der  Radikale  der  Gleichung 


yA^^Al'  yA^  -  AI'  ,YA^  -  AX"  =  PP'P"  =  \%^ 

genügen.  Man  sieht,  daß  ähnlich  wie  bei  den  kubischen  Glei- 
chungen die  Benutzung  der  typischen  Gleichung  auf  direktem 
Wege  zur  einfachsten  Form  der  Wurzeln  der  biquadratischen 
Funktion  fOhrt. 

Die  fttr  v  ^  g  —  If  gefundene  Gleichung  liefert 

und  wenn  man  die  Koeffizienten  der  höchsten  Potenzen  von  x 
vergleicht: 

während  für  x^o: 

JJ{v  -  Ä»)  -  t,«  -  sEy  +  3  (-BJ  -  ^E^G)v  -  ifj. 
Die  Formel 

ergibt  identisch 

in  Übereinstimmung  mit  den  Resultaten  des  Art.  25. 
Vergleicht  man  die  Ausdrücke 


yg''Xf^Px^+2Qx  +  R, 
e^x^8P-^2xSQ  +  8B 
«  iAif  +  B)x*  +  Uy«  +  4-By  +  3^)«  -  D  -  |, 
so  folgt  « 


BuTBiOB   TOB  ThEOBIS   DBB  MlfBABKW  TBANSFOBMATIOlfBir.     11.       S45 

WO  die  vier  Wurzelwerte  von  y  den  sxQässigen  Zeichenwechseln 
Ton  PP'P"  usw.  entsprechen.     Man  findet  nunmehr  leicht 

SP'P"  -  -liSP)'  -  iS-P'  =  ÄSQ  -  BSP 

und  analog: 

8Q'Q"--\(.ÄD»+2BD  +  ?-^), 

nebst 

PP'i>"  =  |io.     QQ'Q"-lh,    BIt'B"^\i,. 

Damit  gehen  die  drei  Produkte  hervor: 
]J(M  -P)^u*-  Uf  +  B)«« + [^Ä{Ay*  +2B^+C)-  A^]u - i <„, 

/7(«  -  J?)  -  tt»  +  (D  +  |)«»+  [il?(C  +  2 1  +  |)  -  ^J«  -  if„ 

welche    den   oben   gefundenen  Werten   von  JJiv  —  P^)  .  . .    und 
JJiw  —  PQ) . . .  zur  Seite  stehen. 

25. 

Es  sollen  jetzt  die  bei  der  Untersuchung  der  biquadratischen 
Funktion  auftretenden  Größen  durch  die  Wurzeln  Xj^  ausgedruckt 
werden.  Wenn  |^  f(ir  x^  Xq  und  x^j  l,  ^  x==  x^  und  x^  ver- 
schwindet, so  ergeben  die  Zerlegungen  der  Art.  21/22: 

Xo  +  iri  =  -2y  =-2— j 2 


l^  Ä  B-^P 


^^_R±A 2^'-« 


"  ^ 


C-2I  +  2Q  P'-P 

*,  +  «,--  2-^«-- 2-^ 2Xrp 


j     J-i? ^Q'+Q 


'f 


«o^-|^=        ^        "  ^+p""c-2a  +  2e"' P'-P 

«,  _  C--2X  +  2^  _  2>  +  ig JE? B'-^-B 

*>*»"/,""  ^  ~  ^-P~C-2X-2e"'P   +P 

24* 


"> 


iVi 


io^ 


4D  =  -  J  !  x^x,  *j  ^  X,  ^  x,x,  X.  *  Xj  } , 

sondern  snefa 

4i^=-4  X, -X,  +x, -x,>      4P^=^y^-x,  -flE^  +  x^), 
4V'=^x,x,-x,ji^  ,  ^Q^^Ax^Xj-x^x^, 

Schreibt  oudi  ferner 

t3^  =  ^J^#  -  Xj,  X,  -  X,  ,     ©'  =  (X,  •  a^(x,  -  Xi), 
0}"=  -x^-  Xj^'X,  —  x,),     ftr+ €5'+  i3^"=o, 
so  geht  die  Gleichung 

fiber  in 

A  =  ,\J(IZJ'- cy">     nebst     i'=  j^ii(<ar"- tJr) 

and  X"=  i*j-4((ar  -  ötO,  folglich  auch 

i;  £0  mögen  noch  die  Sonunen  S^-^»   S^^  ^^^  SoJ?  unier- 
snchi  werden.    Man  findet  leicht  die  Aufldrficke 

S  aP  =  i-4 (Xj  -  x^)(x^  -  a^xai^  _ x^) , 

So-B  =  i-4«J(a:,  -X|)(x, -Ä^Xai^-Xi), 
mithin  auch 

S  OtPx'+ 2^a?  +  Ä)  =  ^^(a;, -a^  .  aj,  -  rTg .  a:^ -XjXaJ-a:^)* 
Daran«  folgt,  dad  die  Summe 
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Die  entwickelten  Formeln  zeigen,  daB  zwischen  der  biquadra- 
tiflchen  Gleichung  und  der  kubischen  Resolyente  eine  gewisse 
Beziprozitftt  besteht,  sofern  nicht  allein  die  Wurzeln  x^^  mittelst 
der  X|  sondern  auch  die  Wurzeln  k  durch  die  Xj^  ausgedrückt 
werden,  sodaB  die  Auflösung  kubischer  und  biquadratischer 
Gleichungen  aufeinander  reduktibel  ist.^)    Übrigens  ist  leicht  ein- 


abgesehen von  konstanten  Faktoren,  die  Quadrate  der  linearen  Faktoren 
der  Funktion  f  darstellt,  wenn  man  die  Vorzeichen  zweier  Radikale 
beliebig  annimmt.  In  der  Tat  erhält  man  durch  Multiplikation  der 
Tier  Aggregate 

a''-x')v7^=^±a-ni/Fn77±a'-A)y^-x'Y, 

wie  sehon  Gatlbt  andentet,  fOr  beliebige  Werte  von  f  und  g  den  Wert 

^^  ff  iG^- 27  H\ 

i)  Man  wird,  um  die  Wurzeln  einer  kubischen  Gleichung  durch 
die  Xjt  zu  bestimmen,  diese  Gleichung  einfach  auf  die  Form  4  Z*  =  G^X  +  jET 
ZQ  bringen  und  damit  eine  biquadratische  Funktion  f  mit  den  Inva- 
rianten G  und  H  zn  yergleichen  haben.  Dazu  reicht  es  aus,  etwa  die 
beiden  Koeffizienten  A  und  E  durch  die  willkürlich  gew&hlten  BCD 
mittelst  der  Gleichungen 

G  =  ÄE-^BD  +  C*     und     H^ACE--AB*-B^E-V2BCB--G^ 

auszudrücken.  Man  erhält  sogleich  durch  Auflösung  einer  quadra- 
tischen Gleichung  für 

+  4C(2C»- 3^2»  ^"4- (C6r  -  JI)': 

2B«J5-CÖ-H-2C(2C*-3BD)~e. 
Setzt  man  beispielsweise  0=0,  also  ^x^x^  =0,  so  folgt 

2^i>»=e-jT,    2B*^=-c-J5r 

nebet 

Analog  findet  man  für  £  s=  0 : 

AB  ^CG'-H'-iC  ,      E J— '-Cö-J5r-4C«' 

folglich  für  B»C»0  und  D»!:' 

At»  —  H,      E^  —  jgy 

BodaO  die  Xj^  der  biquadratischen  Gleichung  entsprechen: 


348  ^«  ScHBimnai: 

zusehen,  daß  man  an  Stelle  yon  X  ^  ^Ä{7S'  —  <S^)  eine  kubucke 
Besolyente  für  A^  X' -- X^^  — \ÄlS!f  konstruieren  kann,  welche 
die  Form  hat 

4^*  «  3  ö^  ±  )/ö»-27F» 

Verwandte  Betrachtungen  lassen  sich  bei  den  Gleichungen 
fünften  und  sechsten  Grades  anstellen,  weil  nicht  allein,  vrie  seit 
Laqbange  bekannt,  die  Funktionen  fünften  Grades  bücubisdke 
Resolventen  besitzen,  sondern  auch  gewisse  bikubisohe  Gleichungen 
eine  Grademiedrigung  um  eine  Einheit  gestatten.^) 

26. 

Die  kubische  Besolvente  liefert  f&r  die  Wurzeln  X  die 
Gleichungen 

SA  =  o,     SU'«  -  Jff     und     U'l"«  \H^X(X^  -  ^6); 

die  Diskriminante  erhält  man  aus  dem  Werte  der  Invariante  /, 
wenn  man 

^  =  4,     ^«o,     C==-l(?     und     D^-H 
setzt.     Damit  wird 

A  =  |G^>     -»1  =  4^,     Ci  =  iG»,     folgHch 
J=  -  l§(^»  -  2jH^  =  -  ^^(A  -  A'.  A'-  A".  A"-  A)« 

oder 

während  durch  Einführung  der  Koeffizienten  t^  von  7i: 

ff»-27^«=36(4v,-    itH-3Hh) 

=  |(3V6  +  5V4-8^%) 
=  4(4*oS  +  5«8<8-9«A)- 
Wir  bemerken  noch  die  identische  Gleichung 
ff»  -  27^«  =  (I2A»  -  ff)»(ff  -  3A«)  + 

+  1 2  (4A»  -  ff A  +  iD(4A»  -  ff A  -  fl), 

i)  Man  vergleiche  z.  B.   die  Abhandlung  von  Bsioscm,  Math. 
Annalen  Bd.  13,  S.  139. 
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oder  wenn  snir  Abkürzung  geschrieben  wird 

^«  -  12X»  -  ö  =  4(A  -  A')a  -  A"), 

Zugleich  schließen  wir,  daß  ftir  einen  reellen  Wert  Yon  l\  v^ 
gleiches  Vorzeichen  mit  G^—zjH^  haben  muß.  Für  reelle  Werte 
von  G  und  H  werden  die  Wurzeln  kl'l"  s&mtlich  reell,  wenn 
fir*>  27 H^  oder  ff  >  3il',  während  im  entgegengesetzten  Falle 
l'  und  X^  koigugierte  komplexe  Werte  annehmen.  Dann  hat  man 
Gr  <  3  X',  und  V  wird  rein  imagin&r. 

Es  ergeben  sich  femer  ohne  Schwierigkeit  die  Werte 

,*»--{il«i&'sr",    ^'«--i^^Tari»",     fA''^^-\Ä^JSls\ 

und  wegen 

,»V' V"*  - /Z(i2i' -  ff)  -  -  4«?' -  27Ä*); 

Die  Invarianten  Q  und  2f  aber  sind  gegeben  durch 

e-A^»(©*+t!r'»+w"»)-2(i«+i'«+r«) — 4a'i"+A"i+ix') 

-  I  { (i'  -  i")*  +  (A"  -  A)»  +  (A  -  A')» }  -  A^t2>(a^, _  ^)\x,  - «,)>, 

» 

"  m-^'^^^b  -  *i)*(«i  -  ai)*(Xo  -«,)(«!-  0!,). 
e 

Ffir  die  Koyarianten  endlich  eih&lt  man  die  symmetrischen 
Summen: 

6 

resp.  mit  sechs  und  mit  vier  Gliedern. 
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W.  ScHXiBVBa: 


Es  möge  noch  die  direkte  Bestimmiuig  der  Wurzeln  iL  der 
Resolvente 

in  welche  die  allgemeine  Gleichung  Ai^  +  sBiX^  +  3  Cx  +  D  «  o 
übergeht,  wenn  man 

Äx^2X-B,     6-3-^     und     B'='|io 

schreibt,  als  Beispiel  für  die  Auflösung  einer  kubischen  Gleichung 
Platz  finden.  Man  erhält  sogleich  nach  dem  Früheren  der 
Arii  17,  18 


4  a-a       6  +  6'-iö' 


H 


x"  =  ^i^—^'i 


5'  +  5j  H 


4  a-Jtaj      bj^-b'j-iG' 

nebst  den  Gleichungen 
aa  =  i  G,     hh'  =  \G^,     ah'  +  ab  =  4^  >     ab'  -  a'b  =  Yj, 

6»  4-  6'»  -  ij  =  2 (K*  +  IF«),     ft»  -  6'*  -  D  y7 «  -  4^ W'» 

wo 

W»  =  Ä»-(AG)»    oder    4Tr-yj 

geschrieben  ist.     Damit  ergeben  sich  die  Werte: 


folglich  auch 


nebst 


2i  =  (Ä+TF)'+(ir-TD», 

i  X 

2A'  =  -j{n+  W)*  +j*(H-W)*, 

2X"  =iMf  +  wo*  -jiH -  W)*, 


2(r  -  i")» -  v'ä  {(tf  +  wo»  -  (ff-  TT)» ) , 

2 (1  -  l")t  -  VI {j(H  +  W)*  +i»(ff -  TT)'  } , 
2  (A  -  i') i  - 1/3  { j»(if  +  WO*  +  i{ff - 1*0» } . 
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Sehxeibt  man  endlich  zor  Bestimmang  des  Vorzeichens  ron  v 

V  ^  k  —  l' ,     v' =  l    —  l,     V    =l  —  X, 
so  wird 

^»  =  -  4v'v"  -  ö  +  3  {(^+  W)^  +  (H-  TT)»  } , 
^'«  =  -  4v%  =  ff  +  3  [j\H-¥W)^  -  j(ff  -  T7)»  } , 
^"«  =  -  4vv'   =  Ö  +  3  {-jiH-hW)^  +/(lf  -  TT)' } . 

27. 

Im  Folgenden  wollen  wir  unter  X^  in  jedem  Falle  diejenige 
reelle  Wurzel  verstehen,  welche  von  gleichem  Vorzeichen  mit  H 
ist.  Daß  nur  eine  solche  stets  vorhanden  sein  muß,  ergeben  die 
Belationen 

Xo  +  ^i  +  A,-o     und     ^=Ao^A,  =  Ao(4Aj-G). 
Durch  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung 

folgt  sogleich 

2A1  «  -  Aq  +  Vq,     2Aj  =  -  Aq  -  Vq. 

Ist  nun  6*  >  27 IT*  oder  W^  <  o,  so  soll,  da  v^  reell  oder 

vj  >-  o  ist,   Aj  die  mittlere  der  drei  reellen  Wurzeln  bezeiohneai 

Dann  wird 

für    JBr>o,     Ao>o>Ai>A,, 

far    H<o,     Ao  <  o  <  Aj  <  A, , 
mithin  haben 

A,-Aj  =  Vo,     Aq-Aj^Vj     und     A^  -  A,  «  -  v^ 
das  Vorzeichen  von  H.     Daraus  folgt,  daß 

positiv,    also   fi^   und   fi,   reell   werden,    während   fif»~- 41^0^9 
negativ  und  [i^  imaginär  sein  muß. 

Creht  man  zu  den  Wurzelquadraten  über,  so  folgt  nicht  allein 

fe'  +  v*«9A«>fAS 

sondern  es  gelten  in  jedem  Falle  die  Ungleichimgen 

(Aj  +  Aj)   ■*  Aq  >  Aj  >  Aj » 


} 
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Bodafi  A|  du  mUUere  Wwrgdqmärat  ist  Man  kann  diese  Un- 
gleichung yerrollst&ndigen  und  schreiben: 

i<?>a»>i(?>ij>f,ö>ij>o, 

wie  die  Werte  der  symmetrischen  Produkte 

/7((?-3A*)>o,    /7(i2Ä«-e)<o    und    /7(4X»-ff)-4i?' 

ohne  Schwierigkeit  ergeben. 

Besteht  aber  die  Ungleichung  C  <  2 7  JET*  oder  IF*  >  o,  w 
hat  man  auch 

^-ö_3i;.a;_:|-9j«_pj  <o. 

Folglich  ist  V0  rein  imagin&r,  ^  reell  und  l^  die  einzige  reelle 
Wurzel,  während  l^  und  l^j  v^  und  v^,  sowie  fi|  und  ^  kon- 
jugierte Werte  haben.     Auch  ergibt  sich,  da  für 

und  in  diesem  Grenzfalle  die  Werte 

}}^\G    und    X  =  fi» 
zusanmiengehören,  die  doppelte  Ungleichung^): 

1 

die  fOr  (?  <  o  durch  H'  >  1}  >  o  su  ersetzen  ist    Das  PMdiiU 

der  beiden  komplexen  Wurzeln  gibt 

AjÄj  ««  ^  "*  *o  ~  T^» 

auch  hat  man 

fij>9lj>*30  resp.  >  o. 

28. 

Wir    untersuchen    noch    die    Bealitätsbedingungen    für  die 
Wurzeln  y  ^x^  der  biquadratischen  Gleichung  /y «»  o. 

I)  In  der  Tat  erh&lt  man 

für  X««  1  ö  >  H*/*,    (41» -  Gl)* >  H*, 
und  fflr  X»  =  Ä*/.>löi,     (4X»- (?X)«<H', 
sodafi   zwischen  |  G^  tmd  JT*/»  das  Quadrat  einer  Wurzel  +  X^  liegen 
muß,  fttr  welche  (4X"-ÖX)*«ir*. 
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Ans  dem  Vorhergehenden  erhellt,  da  die  drei  Wurzeln  X  der 
kubischen  Besolvente  den  drei  möglichen  Zerlegungen  der  biqua- 
dratisehen  Fonktion  in  Faktoren  zweiten  Grades  entsprechen,  daß 
die  Bealiifit  einer  Zerlegung  von  der  Realität  der  Größen  XPQB 
abhängt.  Nun  ist  die  BealitAt  von  P^Q^B^  an  die  der  zu- 
gehörigen Wurzeln  l  geknüpft,  dagegen  muß,  wenn  auch  die 
Radikale  FQB  reell  sein  sollen,  die  Ungleichung  A^>  Ak  er- 

fällt  sein.  Dann  ist  nicht  allein  F^YA^  —  ÄX  reell,  sondern 
neben  den  Produkten  PQ  und  PB  auch  Q  und  B.  Folglich 
wird  zugleich  (C  —  2X)*  >  AE  und  E^  >  EXy  sodaß  diese  drei 
Ungleichungen   sich    gegenseitig   bedingen.      Früher   fanden    wir 

PP'P^^^i^  oder  Vo-4/7(A-^«i 
und  von  diesen  drei  Faktoren  muß  mindestens  einer  reell  und 
positiv  sein,  während  das  Gleiche  nur  von  dem  Produkt  der 
beiden  übrigen  behauptet  werdea  kann.  Für  &'  <  zjH^  sind 
A^  —  AX'  und  Al^  —  AX'^  konjugiert  komplex,  sodaß  A^'-AX>'0 
und  die  zugehörigen  Werte  von  PQB  reell  werden.  Von  den 
Wurzeln  x^  der  Funktion  f  sind  alsdann  zwei  reell  und  zwei 
koi^ugiert  komplex,  wie  sich  sogleich  aus  der  Ungleichung 

ergibt,  da  die.  reellen  und  komplexen  Wurzeln  von  ^  und  £| 
sich  durch  das  Vorzeichen  von  5'  »  m'  —  In  unterscheiden. 

Minder  einfach  ist  die  Entscheidung  über  das  Vorzeichen 
von  A^  —  AX  für  G^  >-  zjH^y  wenn  alle  drei  Wurzeln  X  reell 
sind,  sodaß 

für        AH'>o    A^- AX^<,A^<,A^- AX^^cA^- AX^ 

oder  P*  <  ili  <  P'«  <  P"«,     während 

für        AH<:  o    P^>A^>P'^>  P"\^) 

Um  den  für  die  Vorzeichen  der  P'  gesuchten  Bedingungen 
eine  übersichtliche  Form  zu  geben,  gehen  wir  mit  Clebsch  und 
NoBTHER  aus  von  der  Formel  des  Art.  24: 

r[{v  -g  +  XO^v^"  sgv^  +  3(g^  -^Gf^^  -  i^*  =  o. 

i)  Das  Eriterinm  für  die  Existenz  von  vier  reellen  oder  vier  kom- 
plexen Wurzeln  kann  nicht  von  den  Invarianten  allein  (ohne  Zuziehung 
der  Eovarianten)  abhängen,  weil  eine  lineare  (nicht  reelle)  Trans- 
formation, welche  beide  Wurzeln  ineinander  überführt,  die  Invarianten 
gleichwohl  ungeändert  läßt. 
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W.  ScnmBHflL: 


Da  diese  Gleichung  für  reelle  Werte  von  x  und  k  nur  reelle 
Wurzeln  hat>  so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  von  Dsbcaktob 
die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  gleich  der  Anzahl  der  ZeLdien- 
Wechsel  in  den  Koeffizienten,  also  ist  für  jede  Wurzel  l 

g  >  If,  wenn  ^  >  o  und  ^>  -  ^Gf^  =  |I/Ä]  >  o, 


mit  anderen  Worten,  wenn  g  >  Y^Of^  >  o.     AnderenfieiUB  bat 

man  nur  einen  Zeichen  Wechsel,  also  einen  positiven  und  zwei 
negative  Werte  för  t?  -  (Px^  +  2  ^a?  +  S)\ 

Da  PQB  gleichzeitig  entweder  reelle  oder  imaginfire  Werte 
annehmen,  während  die  Yariable  x  redl  sein  soll,  so  reicht  zur 
Unterscheidung  der  beiden  Fälle  aus,  daß  v  fOr  emen  heUebigen 
Wert  von  x  das  einer  Wurzel  X  entsprechende  Vorzeichen  erhüt, 
um  dasselbe  fOr  aUe  Werte  von  x  zu  behalten.  Man  kann  folg- 
lich behaupten,  daß,  wenn  die  Ungleichungen 

a^>27H^    und    ^>V§ö7*>o 

für  ei$^en  hdiebigen  reellen  Wert  von  x  erfüllt  sind,  alle  drei 
Zerlegungen  f'^ilil  reell  werden.  Dies  kann  jedoch  offenbar 
nur  statthaben,  wenn  die  Wurzeln  Xj^  sämtlich  reell  sind,  nnd 
umgekehrt.  Es  bleibt  also  schließlich  noch  der  Fall  von  zw^ 
Paaren  koxgngierter  Wurzeln  Xj^,  deren  Existenz  an  das  Statt- 
finden der  Ungleichungen 

ö*>27ir>    und    g<  +  y^Gf^ 

bei  einer  reellen  Zerlegung  geknüpft  sein  muß. 

Wir  werden  bald  sehen,  daß  den  gefundenen  Ungieichungen 
noch  verschiedene  andere  Formen  gegeben  werden  können.  Ffir 
jetzt   mag   bemerkt   werden,   daß    die   früher   für   die  Produkte 

JI{v-P*),  JJiv-Q^  und  JJiv-B^  aufgesteUten  Glei- 
chungen durch  die  Zeichenwechsel  ihrer  Koeffizienten  gleieliMs 
Bedingungen  für  die  Bealität  von  PQB,  also  audi  der  Wurzehi  x^ 
liefern.  Es  ergeben  sich  danach  für  Q^^ztH^  vier  reelle 
Wurzeln 


i)  wezm  -äj  >  o  und  Ai^  >  Bt^,  oder  -äj 

2)  wenn  C^  -f  l^Q  >  o  und  Bi^  >  Ätj, 

3)  weim  JBj  >  o  und  Di^  >  JB^,  oder  E^ 


+  v^^^. 


+  yp^. 
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Anderenfalls  hat  f  vier  komplexe  Wurzeln.  Man  sieht  zu- 
gleich, daß  die  Formen  i)  nnd  3)  den  Werten  x  =  (X>  und  x^o 
entsprechen. 

29. 

Bekanntlich  sind  durch  Stürm  allgemeine  Kriterien  fCLr  die 
Bealitftt  der  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  aufgestellt  worden, 
ans  denen  hervorgeht,  daß  die  Anzahl  der  konjugierten  Wurzel- 

m 

paare  einer  Funktion  f{x)  mit  reellen  Eoefßzienten  übereinstimmt 
mit  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  Reihe 

^1?  ^2?  ^3?  •  •  •'  "«I» 
wo  die  Determinanten 


Si  = 


S\  0a    •   •   •    Ol 


ans  den  Potenzsummen  der  Wurzeln  zu  bilden  sind.  Wir  wenden 
den  Satz  an  auf  die  typische  Gleichung 

und  erhalten  wegen 

Äi  =  4,  ^2  =  48^7,   s^-ig^f^i^ag-^-sHf), 

während  nach  Art.  6 

^4  -  IIa  (^«  '  ^*)*  =  ^Sör^CG»  -  27  If ^ 

Man  hat  folglich  die  Zeichenwechsel  in  der  Beihe 

I,  ^,  2Gg -^SHf  und  G»-27ir* 

zu  untersuchen.  Vier  reelle  Wurzeln  erfordern  lauter  positive 
Vorzeichen,  während  fOr  Ö*<  271^*  nur  ein  Zeichenwechse), 
möglich^)  ist,  also  zwei  Wurzeln  reell  werden.    Für  zwei  Zeichen- 

I)  Die  Identität 

(6?»-  27 JET«) (Ä«-  4^')  =  G^h^-\-{3Sf-  Gg){zHf'V2Gg) 
zeigt,  daß  drei  Zeichenwechsel  unmöglich  sind,  denn  für  ^  <  o  ist 

Ä»-4^» f^iGg-\-Hf)>o,  d.h.  Gg-hHf^Co. 

Itt  nun  2Öp-h3J5r/'>0,  so  wird  fl/*>0,  Gg^o,  mithin 
ö>o  und  zHf-Gg^o,  also  Ö">27J7". 
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Wechsel  endlich  überzeugt  man  sich  leicht,  dafi  G^'>2'jE* 
bleibt,  mithin  existieren  nur  komplexe  Wurzeln,  sobald  g  und 
2Gg  +  3  JEf/  nicht  gleichzeitig  positiv  sind. 

Es  ist  auch  nicht  schwer^  direkt  nachzuweisen,  daB  fär 
g^o  die  Ungleichung  9^>'^f*€r  durch  die  andere  2fif^+  3jff/'>o 
ersetzt  werden  darf.  Denn  durch  Multiplikation  mit  4&'  folgt 
für  ©•>27ir* 

4y*e*>i/^ö»>9/'*H  oder    2gG:>±3fH, 

und  umgekehrt  zeigt  die  Formel 

h^^AS^-f^gO-f^H    oder 

g{i2g'''f^G)^3h^  +  f^{2g0^3fID, 

daß  mit  2gQ'\'  ^fH  auch  I2g^  —  f^O  positiv  wird.  Die  beiden 
resp.  Ungleichungen  sind  folglich  äquivalent. 

30. 
Um  die  Wurzeln  der  allgemeineren  biquadratischen  Funktion 

mit  dem  Differential  , 

zu  finden,  oder  die  Gleichung 

Uw  -  Äi)a^  +  4(5w  -  Bi)x^  +  6{Cw  -  C{}x^  + 

+  4(2>io  -  Dj)x  +  (JKtt?  -  J?^)  -=  o 
aufzulösen,  bilde  man  die  Besolvente 


wo 


und  für 


i»«|/4t(;*- Bir-ir: 
^^  -  gw^  -  iö^w  -  i^iGg  +  3-ff/), 

I)  Nach  Art.  21  wird  ^  =  w  =  ^({'6'- 2«")  neben  y-^iT- 
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Damit  folgt 

(Aw  -  Ai)x  +  (Bw  -  i?i)  =  S  ±  y(A  -  ^^)(<^  -  ^')(w  -  k") 


Das  Produkt  der  in  den  Summen  S  enthaltenen  Radikale  muß 
fttr  positiTe  Werte  von  od  das  Vorzeichen  von  (t^^)^  «  i•o®^  ^  ^• 
von  i^  besitzen.  Für  fr»o  ergeben  sich  die  Art.  23  abgeleiteten 
Wurzeln  von  ^,  für  ir  »  X  dagegen  fallen  je  zwei  Wurzeln  der 
biquadratischen  Gleichung  zusammen,  und  man  bekommt 

{A^-ÄX)x  +  {Bi-Bk)-^\fiYA[^^Al      oder     -Pa:  +  C  =  ±|^, 

mit  unseren  früheren  Resultaten  übereinstimmend. 

Bei  dieser  Gelegenheit  sei  noch   bemerkt,   daß  für  6^«?  "^  ^ 
die  Gleichung  f^w^g  übergeht  in 

i  -^\Q9^  +  Hfg  +  iGV*  =  ÄA  ~  hK  =  -  iLÄÄ],  =  o. 

Die  Wurzeln  dieser  Kovariante  achten  Grades,  Dimension  6,  Ge- 
wicht 8,  werden  folglich  durch  Auflösung  der  Gleichung 
f»w  —  g^o  erhalten,  wenn  man 

w  = ^r-^ — =-^^ ,     mithm  »'  = ^;  w 

2  Cr  '  3  Cr' 

setzt,  wo  wie  früher  die  Diskriminante  D^'^O^—ijH^  ge- 
schrieben ist  In  analoger  Weise  ergeben  sich  die  Wurzeln  der 
Eovarianten 

f,h-fh,^\fK\^2g^^\af^  für    «r  =  ±yp, 

gfh-gh.^lghl^^niag+zHD     för    f^  =  -|^. 

Vergleicht  man  namentlich  in  den  Ausdrücken  für  /,  g,  [fh\ 
und  [gK\  die  Summen 


und 
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80  erkennt  man  sogleich,  daß  wenn  för  A^>'  Äl  f  vier  reelle 
Wurzeln  hat,  die  Kovarianten  ^,  \fh]  und  [gh]  fOr  reelle  Werte 
von  X  nicht  verschwinden,  also  ihr  Vorzeichen  nicht  yer&ndem 
können.     Denn  da 

und 

S(4Ö*A*  -  6ff HA  -  e»  +  qH«)  -  27  Jf«  -  ö», 

so  folgt,  daß  fttr  reelle  Werte  der  Wurzeln  X,  oder  G'  >  27^, 
die  verschiedenen  Faktoren  von  A^  —  Äl  nicht  sftmtlich  positiv 
sein  können,  also  unter  dem  Wurzelzeichen  negative  Glieds  liefern 
müssen. 

Statt   der   Gleichung  f  —  f-ir  —  p—O   mit   den  Wurzeln  | 
kann  man  die  allgemeinere  Gleichung  untersuchen,  deren  Wurzeln 

t) »  ^ für  reelle  Werte  von  sc  gleichzeitig  mit  ;  redl  oder 

X  —  { 

komplex  sind.     Man  erh&lt  sogleich 

f  ^*  -  f 't>» + if  "t)'  -  if"'9 + är  -  o 

oder 

f «>*  -  4f,«J*  +  6  f„IJ«  -  4fm«>  +  ftr  -  o, 
woraus  fOr 

die  ^Tpiacb^  Gleiohnng  herroigeht: 

J*  -  { 6gw*  -  Qfv>  -  \{Qg  +  sHf)]i*  +  ha*i  +39I-  ö«p. 
Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  gegeben  durch 
8  =  S>^r^f  -  SV(fl'-A/0{»-A')(iP-X")  -  |»g]/^F. 

um  umgekehrt  von  dem  Ausdruck  dieser  Wurzeln  zur  bi- 
quadratischen Gleichung  für  }  zurückzukehren,  schreiben  wir  für 

und  berechnen  die  Werte 
Da  nun 
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ao  findet  man  leicht 

und  bierans  ergibt  die  Elimination  von  ß  sogleich  die  oben  anf- 
geatellte  Glaiöhnng  fOr  }  «•  «v. 

•*  31. 

Exkurs  über  die  numerische  Berechnimg  und  die 
graphische  Konstruktion  der  Wurzeln  kubischer  und  biquadratischer 

Cnächungen. 

Die    numerische    Berechnung    der   reellen  Wurzeln   X    der 
kubischen  Besolvente  ^ 

l&Bt  sich  durch  geeignete  Tafeln  erleichtem,  wenn  man  sich  eines 
der  OAUss'schen  Auflösungsmethode  dreigliedriger  Oleichimgen 
(Gauss'  Werke  Bd.  3,  8.  85)  analogen  Verfahrens  bedient 

Wir  führen  hierzu  die  sogenannte  absolute  Invariante 

A  —  -^s     ein  und  setzen     Gl  »  Ha , 

wodurch  , 

4a*«ft(a)  +  i)     oder    Ä- 


0  +  1 

Ffir  0?  >  I  hat  man,  um  alle  reellen  Werte  von  m  zu 
umfiMeUi 


1  1 

X 

zu  setzen.     Damit  folgt 


»l^JJ"!     «I""*»     ®»"'""S*»     »4--« 


4  fl^<2<^-fl,<(X>, 


sodaB  0  und  A  gleiche  Vorzeichen  erhalten,  w&hrend  für  co^  <  —  i 

sowohl  wenn  -f  <  x  <  00,  als  wenn  -|  >  o;  >  i,  alle  positiven 
Werte  >  27  durchlftufL  Entnimmt  man  den  Tafeln  der  sogenannten 

lUti1.pb71.KlMM  1908.  26 
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W.  Sohbzbikr: 


Additions-   und  Subtraktionfllogarithmen  zum  Argument  £  •■  lg« 
die  Werte  Ton 

i?-lg(i  +  -)     und     ?=lg^^, 
80  sind  zu  berechnen: 

IgA^-»  0.60206  -  3S-1?,  lg a,  -  0.60206  +  2g -iy, 
lg(-  Ä,)  «  0.60206  -  3|  +  iy,  lg  A4-  0.60206  +  25  +  1^. 

Auf  drei  Dezimalen  erb&lt  man  mit  leichter  Mühe  für  dij^ 
Logarithmen  der  Invariante  +  Sl  zum  Argument  g  "» lg  (+  o)  die 
Werte  der  nachstehenden  Tabelle: 


0 

0 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

A>0 

8. 

4.598 

4.897 
7.851 

5.195 
8.138 

5-493 

8.423 
1.026 

3.181 

5.791 

6.089 

6.38S 
9.257 
1.705 
3.791 

6.681  6.975 
9.526  9.790 
i.923'2.i38 
3.9934.195 

7.269 

7.561 

9. 

7.561 

8.70s 

8.983 

0.048 

0.301 

0. 

0.301 

0.548  0.790 

1.257 

1.483 

2.351 

2.561 

I. 

2.561 

2.769 

2.975 

3.38s 

3.589 

4.397 

4.598 

—  «0 

A<o 

8. 

4.606 

4.908 
7.960 

0.044 
0.483 

1.060 

5.209 
8.277 
0.085 

0.531 
I.I36 

5.511 

8.599 
0.127 
0.582 
1.219 

5.813 

6.116 

6.420 
9.623 
0.254 

6724 
0.004 

0.298 

0.799 
1.688 

7.030 
0.435 
0.343 
0.859 
1.889 

7.338 

7.648 

9. 

7.648 

8.928 
0.168 

9.267 

0.989 

cx> 

97 

0.004 

0.21 1 

0.388 

0.435 

9.8 

0.435 

0.633 

0.687 
1.416 

0.742 
1.538 

0.922 

0.989 

9.9 

0.989 

1.311 

2.215 

00 

—  » 

1 

A>27 

00 

(X> 

2.265 

1.472 
1.438 

1.989 

1-459 
1.443 

1.838 

1-449 
1.448 

'.738 

1.666 

1.611 

1.569 
1.432 

1.477 
2.099 

4.01 1 

1.536 
1.43 1 
1.485 
2.277 

4.209 

1.510 

1.489 

O.I 

1.489 

1.442 

1.437 

1.433 

1.433 

1.435 

0.2 

1.435 

1.454 

1.461 

1.468 
i'.928 

3.813 

1.494 

1.504 

0. 

(X> 

1.489 
2.838 

1.435 
3.030 

1.504 
3.224 

1.623 
3.420 

1.767 

2.460 

2.648 

I. 

2.648 

3.616 

4.408 

4.606 

Als  Beispiel   wählen   wir  einen  Fall  dreier  reeller  Wurzeln 
imd  setzen 

G=28,     if-24,     Ä  =  ^=38.i. 

Dann  gibt  die  Tafel  zu  IgSl  »  1.581: 

lg»  «0.544,     Igw' «  0.067  n,     Igm"  «  0.368  n. 
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Bei  der  Iniexpolation  zwischen  0.4  und  0.3  hat  xaan  mit  BAcksioht 
auf  den  geringen  umfang  der  Tafel  in  der  Nähe  von  1.623 
nicht  eine  der  Nachbardifferenzen  119  oder  144,  sondern  deren 
arithmetisches  Mittel  131   zu  benutzen.     In   der  Tat  wird  wegen 

1623-  1581  =42,     3.68  =  4-5^. 
Mittelst 

erhält  man  nunmehr: 

lg  A  =  0.477,     Ig't'^  0.000  w,     lg X"  =  0.301  w, 
oder 

X«3,  Ji'  =  -i,  ;i"  =  -2. 

Da  jede  kubische  Gleichung  auf  die  Form  4il'»GrX  +  f 
gebracht  werden  kann,  so  läßt  sich  die  vorstehende  Tabelle  all- 
gemein zur  Auf  findimg  der  reellen  Wurzeln  kubischer  Gleichungen 
benatzen.  Die  biquadratischen  Gleichimgen  mit  den  Invarianten 
G  und  H  aber  sind  mit  Hilfe  von  X  auf  quadratische  Gleichungen 
reduziert  worden. 

Vielleicht  ist  hier  der  Ort,  an  die  berühmte  Konstruktion 
des  Descabtes^)  für  die  Wurzeln  kubischer  und  biquadratischer 
Gleichungen  mittelst  einer  gegebenen  Parabel  zu  erinnern,  welche 


1)  G4amHine,  p.  389;  Or  quand  on  est  aasurS  que  le  Probleme  pro- 
posi  est  soUde,  eoit  que  V^qwttion  par  Ictqueüe  on  le  cherehe  monte  au 
^pMrr6  de  quairri,  sott  qu^eüe  ne  monte  que  jusquee  au  cube,  on  peut 
Un^oura  en  trouver  la  raeine  par  Vune  des  trois  sections  coniqües,  la- 
queÜe  que  ee  sott  ou  mime  par  quelque  partie  de  Vune  d^eÜes,  tant 
peHte  qu'  eUe  puisse  Stre;  en  ne  se  servant  au  reste  que  de  Ugnes  droites,  et 
de  cercUs.  [Diseou/rs  de  la  Methode  pour  bien  eonduire  sa  raison  et 
dterther  la  vMti  dans  les  acienees,  plus  la  Bioptrique,  les  MiUores  et 
la  Cr^omärie,  qui  sont  des  essais  de  cette  Methode.  Leyde,  1637.] 
Die  Anwendung  der  Kegelschnitte  zur  Lösung  solcher  Probleme  war 
schon  Archimedes  (Eutokios)  und  den  arabischen  Mathematikern 
bekannt.  Vergl.  das  Kapitel  „Konstruktion  der  kubischen  Gleichungen** 
in  Hahkblb  GesekidUe  der  Mathematik,  S.  274—280.  Unter  den  neueren 
Bearbeitern  der  Aufgabe  ist  vor  allen  Chaslbs  zu  nennen.  (Construc- 
tion  des  radnes  des  iquaiions  du  traisihne  et  du  quai/rihne  degrS,  Liou- 
ville  Journal  T.  XX,  p.  329). 
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TOB  "Srnnroa  m  der  ArUhrndica  umversälis^)  weiter  entwickeU 
worden  ist. 

Die  Ptoabel  p^m^px  mit  dem  Parameter  jp 

und  der  KreiB         x*  +  y*  «  lax-^  2'bjf        mit  dem  Halbmesser 


h  >"  y^+T'  haben  außer  dem  Eoordinatenurspnmg  die  Punkte 
gemein,  deren  Ordinaten  die  kubische  Gleichung 

erfüllen.     Setzt  man  daher  y  =  2j>X,  so  wird 

^         p         p  ' 

woraus 

a  - 1(6?  +  i)i),    6  -  ITp 

als  IGttelpunktskoordinaten  des  durch  den  Scheitel  der  Parabel 

gesogenen  Kreises  folgen,  w&hrend  die  Wurzeln  l  —  ^  sidi  durch 

die  Ordinaten  der  übrigen  Schnittpunkte  beider  Kurven  be- 
stimmen. Wie  man  zur  gegebenen  Parabel  Achse  und  Parameter 
findet,  braucht  hier  nicht  erörtert  zu  werden;  dagegen  fragt  sidi, 
wie  für  &*<  27ir'  die  beiden  kox^jugierten  Wurzeln  zu  kon- 
struieren sind.  Dieselben  ergeben  sich  sls  Wurzeln  der  quadra- 
tischen Gleichung 


oder  ffir 


mithin 


'»V^. 


y,    ^co8g)--|y. 


In  analoger  Weise  konstruiert  man  die  Wurzeln  der  biqna- 
dratischen  Gleichung  fx^o  mittelst  der  Ordinaten  der  Duroh- 
schnittspunkte  der  Parabel  y'-«j>x  und  des  Kreises  (x--a)'-l-(sf— ()'"-ik^ 
Die  Elimination  von  x  ergibL 

y*  -  {2a-p)py^  +  ihp^y  -h  (ä*  -  a*  -  l!^p\ 

Vergleicht  man  damit  die  Art  24  entwickelte  Gleichung 

i)  im  Appendix  de  Aeqwt^ionum  C<m$truetiane  Imeari, 
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80  erfaUt  man  für 

folglioh 

Selbstverständlich  sind  keine  reellen  Wnrzeln  vorhanden,  wenn 
der  reeUe  Ereis  die  Parabel  nicht  schneidet,  sowie  wenn  fOr 
Ä^>^ÄlTmdA^<Äl'<c  All'  die  Ungleichung  A):<A^^\<.  AX" 
erf&llt  ist,  denn  in  diesem  Falle  wird  der  Halbmesser  h  imagini&r. 

Die  beiden  komplexen  Wnrzeln  sind  f&r  Q^<  2jH^  leicht 
zu  konstruieren,  nachdem  die  reellen  Wurzeln 

y^^piAx^  +  B)    und    fh'^Pi^^  +  B) 

gefunden  worden  sind     Denn  da  fOr 

so  ergibt  sich 

Q^Py^  "^^y"       nebst    ^oos^«- |(yi +y,). 


d  tner  komplexen  Wnrzeln  dagegen  sind  zwei  konjugierte 
Paare  ym^ge^*  imd  ^e^'  zu  bestimmen.    Die  Identität 

« (y'*  -  2y  ^ cos 9  +  ^^(y'*  -  2y'ei  cos 91  +  ^J) 
liefert  die  Eoeffizientengleichnngen 

**  +  ^i  +  4^^iCos^oos9i  -  — 6i4jP*, 
^ft (ei  00s  g>  +  ^ cos  9i) «  2»^', 

liniert  man  die  Winkel  9  und  9^  und  setzt 


k:>cftr=:«ft  wcrd»  kftMB.     DmsB  viid  wegca 

f* -^  2  Af  ~  Ä^p  Pf*  +  A'G  -  3J*,.p*  =  o, 


Es  rentAx  odi,  daS  deijenig«  Wort  der  Ordinate  jf  gtsominm 
werden  muß,  für  weldien  die  bei  einor  reeDen  Zerlegimg  noV 
wendige  nnd  ansrachciide  Bedingung  erfttllt  ist: 

Ai'>Al    oder     2A^p>'Apj 

denn  nur  dann  wird 

q  -r-  A^p  -{■  Ap  <  o  und  ^3f>i:i>'v 

DL  Anwcndoga  aaf  die  Traasfeimatiei  elliftieiier  Difer«atiale. 

33- 

Im  12.  Bande  der  Abbandlungen  der  Sadis.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  8.  62  (math.  phys.  Klasse),  sowie  im  34.  Bande 
der  Mathematischen  Annalen  8.  529  findet  sich  der  Satz  ent- 
wickelty  daß  f&r 

fx  -  Asi^  +  45x'  .  . .  =  Jl     und     f y  =  ?fy*  +  48^"  .  • .  =  i?i) 

die  transszendente  Gleichung 

*  9 

*dx       f*dy 


n-f 


durch  die  algebraische  Relation 

ersetzt  werden  kann,  falls  fx  und  fy  die  nämlichen  Inyarianten 

G  =  ®     und     Ä=$ 
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besÜKen.     Hier  ist  wie  bisher  |"=Si^,  V^ViVi  geschrieben,  wo 

l^=»S(a?o),    n^^n^^^    mi»4=C  +  l,    ntitHj^K  +  A, 
w&hrend  X  eine  Wurzel  der  Eesolvente  4X*={?X  +  ir  darstellt. 
Wir  sdireiben  femer 

-sr«-X-X,    x'-^^-'^»    L^^Aa?^  +  2Bx^  +  C, 

3f«  =  JirJ  +  2(7a?o  +  -D,    Ä'^  =  C^rJ  +  2Dx^  +  jEJ, 
wodurch 

ferner 

LI «  iliÄj  -f  2B^x^  +  Ci  und  analog  Jlf}  und  .N?, 

dann  wird 

^^L'x^+2M^x  +  N'+H^ ^  Vi-^r    .      n      .   ifo 

2{X'-Xq)*  '^  2iX  —  X^)*        X  —  X^         •'" 

Da  somit  X  von  der  Wurzel  X  unabhängig  ist,   so  erhält 
man  das  Produkt 

und  ebenso 

w&hrend  durch  Elimination  des  Badikals  |^|  die  in  Bezug  auf  X 
und  x  —  Xq  quadratische  Gleichung  hervorgeht: 

{X^-^a){x-x^^^{L^a?  +  2M^x  +  N^X-{Lla^+2M^^x  +  N^ 

oder 
(X>-/SX+^,-iö)(x-a?o)'-2(/?^-P?)(«~«o)-y^^-/)  =  o. 

In  diesen  Ausdrficken  dürfen  x  und  Xq  vertauscht  werden,  wobei  X 
ungeSndert  bleibt 

Nun  ist  seit  Eüleb  bekannt,  daß,  wenn 
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eine  in  Besng  auf  x  und  y  quadratiache  Gleichung  darstellt,  die 
DifEerenüalfoiinel 

Ö«  +  q{)dx  +  (py  +  Pi)dy  =  o 

in  die  Gleichung  mit  getrennten  Variabein  übergeht: 

dag*  dy* 

oder  fttr 

d«        dy 

6  1] 

Hier  besitsen  die  biquadratischen  Funktionen  f  und  f  gleidie  In- 
varianten^ die  Badikale  $  und  17  sollen  als  pasüw  vorausgeeetsl 
werden,  und  i  bedeutet  die  positiTe  oder  negative  Einheit,  je 
nachdem  x  und  y  sich  in  gleichem  oder  entgegengesetztem  Sixme 
ändern.    Man  hat  daher  auch 

und  schließt,  daß  für  reelle  Werte  Ton  x  und  y,  $  und  17  reell 
sind,  w&hrend  ffir  reelle  Werte  von  x  und  ^  auch  y,  und  f&r 
reelle  Werte  von  y  und  17  auch  x  reell  wird.  Also  mtBsen 
solche  reelle  Werte  von  x^  welche  |  imaginftr  machen,  kom- 
plexen Werten  von  y  und  reelle  Werte  Ton  y,  weiche  ij  imaginär 
machen,  komplexen  Werten  yon  x  entsprechen. 

34. 

Die  Gleichung  F(xy)^o  liefert  zugleich  die  voUMnäite 
Integralgleichung  der  aufgestellten  Differentialgleichung,  da  sie 
im  Allgemeinen  Ton  tKht  Eonstanten  abhängt,  w&hrend  die 
Differentialformel,  wegen  der  Gleichheit  der  Inyarianten  von  | 
und  17,  nur  sieben  unabhängige  Konstanten  enthält  In  Art  8 
und  9  der  zitierten  Abhandlung  ist  gezeigt,  wie  die  Konstanten 
der  Integralformel  durch  die  der  Differentialgleichung  —  iu  Ver- 
bindung mit  XQ^Q^ff^  —  rational  ausgedruckt  werden.  Schreibt 
man  nun 


r 
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80  erh&lt  man  naeh  einigen  Reduktionen^),  wegen 


dx*  dX*  dX 


1 


U       ^X^^GX-H      IBIS' 
also 

dx      —   dta       — 


Da  X  fOtr  x^Xq  über  alle  Grenzen  wächst,  so  wird 

«  CO 

wo  das  Vorzeichen  von  x  —  x^  za  nehmen  ist. 
Selbstrerst&ndlich  erlüllt  man  ebenso 

Hieraus  folgt,  dafi  die  algebraische  Oleichnng  X'^  T  mit  den 
Konstanten  Xq  y^  die  Differentialgleiohnng  (-r-)  »  (— )  oder 
-y-=»e-^  vollständig  integriert,  wenn  e  dfos  ForjeretcÄcw  t?on 
{x -- x^(y  —  y^  hedeutä.     Zugleich  sieht  man,  daß  ffir 

ff-'h 

die  Gleichung 

2—7  durch    TST  —  sx 

ersetzt  werden  kann.*) 


I)  mittelst    g^f.f.-ff,,,    -^g^-^f^U-ffnn 

\Gf^^f.9*-fn9-f9u^ 
^(Og'h3Sf)^gg„^g,g,. 

dsS  Af/ 

3)  Bei  der  Integration  der  Differentialgleichung  -r-  ^  i  -^  tct- 

treten  die  Größen  x^  und  y^  die  Stelle  «inef  Integrationskonstanten 
imd  können  durch  zwei  andere  x'y'  ersetzt  werden,  welche  dergestalt 
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Die  Auflösung  der  quadratischen  Gleiehnng  fOr  X  und  x—x^ 

liefert 

wo  S*  =  4X*  —  GX  —  Hy  und  dieser  Ausdruck  wird  iäeifdisA  för 

Bildet   man   in   derselben  Weise  die  Funktion   ^**~t7"5^»  ^ 
folgt  nicht  allein  S*  =*=  T^  für  X «  F,  sondern  es  wird  auch 

S^^T^      niithin     ff-€r. 

Vertauscht    man    daher    in    dem    obigen   Ausdruck   von    x^  x^ 
X  mit  Y  und  S  mit  e^T,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 

nebst 

als  die  iSu6s^i4(J0n,  durch  welche  j  -r-  in  €1  —  fkbergehl    TJm- 

«0  Ho 

gekehrt  hat  man  natfirlich  auch 


einander  entsprechen,  daß  /  -^  «  e  /  ~ «  ^^  anderen  Worten,  dafi 

für  x^x'  y'^y'  werde.  In  der  Gleichung  o » <i  oder  X »  7  werden 
fOr  x^x^y  y^Vo  beide  Seiten  unendlich,  wenigstens  solange  wir  die 
positiven  Vorzeichen  der  Radikale  S  £i  {,  in  Z  und  o  voraussetBen. 
Für  die  Ableitung  der  quadratischen  Gleichung  zwischen  X  und  x—x^ 
sind  die  Vorzeichen  zwar  gleichgültig,  aber  für  die  Werte 

X^^l^±lM^±^^l^    oder    „  =  +  «llLllli? 

2(«— «o)  ~    2{X  —  X^) 

wird  wenn  x  —  x^: 

X-f,    und     «,-^i,y^irri7-»,-P^?  +  y«  +  ^. 
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als  Wuzel  der  quadratischen  Glsichimg 

(X»-  t^e)(y-yo)*=  (£y?  +  2a»yo+  9l)X-  (8,«»;  +  23Riyo+  %). 

Die  entwickelten  Gleichungen  enthalten  in  verschiedenen 
Formen  die  allgemeinste  algebraische  Transformation  elliptischer 
Differentiale  mit  gleichen  Inyarianten. 

35. 
Die  den  drei  Wurzeln  l  entsprechenden  Gleichungen 

sind  offenbar  vollkommen  gleichberechtigt  Vielleicht  ist  die  Be- 
merkung nicht  überflüssig,  daß,  wenn  die  gewählte  Wurzel  der 
kubischen  Besolvente  auf  eine  komplexe  Zerlegung  |  ==  1^$^  fOhrt, 
dennoch  das  Aggregat  $x$S  +  $2$i  ^^®U  bleibt,  weil  f^  und  $, 
konjugierte  Werte  haben.  Auch  ist  dasselbe  für  x^x^  positiv 
und  kann  nur  gleichzeitig  mit  %179  +  ^s^i  durch  Null  hindurch- 
gehen. Es  braucht  selbst  der  Fall  nicht  ausgeschlossen  zu  werden, 
in  welchem  x^  und  y^  komplexe  Werte  annehmen,  nur  müssen 
diese  für  unseren  Zweck  so  bestimmt  werden,  daß  die  Substitution 
VS  ^  t1   reelle  Werte  von  x  und  y  liefere.     Denn  dann  können 

in  der  Integralgleichung    /  'Y  '^  ^  I  ^   ^'  ^^^  ^'   irgend 

V' 

zwei  redle  zusammengehörige  Werte  von  x  und  y  gesetzt  werden. 
Da  jede  Gleichung  zwischen  komplexen  Größen  in  zwei  zerfallt, 
so  muß  eine  Bedingung  hinzutreten,  damit  aus  der  Gleichheit 
der  reellen  und  der  imaginären  Teile  die  n&mliche  reelle  Sub- 
stitution hervorgehe.  Wir  werden  auf  diesen  Punkt  noch  zurück- 
zukommen haben. 

Die  allgemeinen  Transformationsformeln  lassen  sich  zur 
Beduktion  des  elliptischen  Differentials  namentlich  auf  verschiedene 
hmonische  Formen  anwenden.  Durch  Spezialisierungen  treten 
wesentliche  Vereinfachungen  ein,  wie  wenn  z.  B.  J^  resp.  1^*  ver- 
schwinden, oder  wenn  x^  resp.  y^  Null  oder  unendlich  werden.  Für 
|J  =  o  wird  x^  eine  Wurzel  der  biquadratischen  Gleichung  /*=»o, 
und  wenn  diese  Wurzel  komplex  ist,   so  wird  im  Allgemeinen 
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auch  y  komplex  sein  müssen.  Es  fiiigt  sich  dann,  wie  jf^  zu  be- 
stimmen ist,  damit  die  Snbstitation  in  Bezug  auf  die  zasammen- 
gehörigen  Werte  der  Variabeln  x  und  y  reell  bleibe. 

Bezeichnet  man   durch  x^  und  y^   die  konjugierten  Werte 
Yon  «0  und  y^,  so  hat  man  für  |^  «*  o  gleichzeitig 

JJL  «  ,  5i5i±-5L5l    und    -iiiL„g5L5i±5«^. 
Die  Multiplikation  ergibt  wegen  kilx»  li{x  —  x^{x  --  x^i 

hs,«,  (y-yo)(y-yi) 

Man  findet  aber  durch  eine  leichte  Bechnung 

Folglich  erfUlen  die  konjugierten  Werte  Ton  y^  und  y^  die  Be- 
dingung 

2f*(y  -  yo)(y  -  ä)  -  (^i^S  +  nt^^ini^l  +  i/t^) 

Wegen  der  Bationalitftt  der  linken  Seite  erfordert  diese  Gleichung, 
^^  ^i^t  "^  ^t^i  ▼onchwinde,  und  dies  ist,  wie  leicht  zu  sehen, 
nur  möglich,  wenn  fi^r^^  «  Ij(y  -  y^{y  -  y^),  d.  h.  wenn  y^  und  yj 
konjugierte  Wurzeln  von  i^  =  o  sind.  Dieser  Fall  wird  sp&ter 
betrachtet  werden. 

Zun&chst  folgt  fiür  /^  -  o 
und  damit 

In  diesem  Falle  kann  man  leicht  die  Variable  x  mittelst  der 
Argumente  der  koordinierten  Thetafunktionen  ^i{uq)  ausdrücken, 
wo  u  das  elliptische  Integral 

«^     *  «^   ym*coB*a)  +  n"8in"« 

und  M  das  arithmetisch-geometrische  Mittel  zwischen  m  tmd  n, 
Jlf '  dagegen  das  Mittel  zwischen  m  und  n  » |/m'  —  n'  bezeichnet 
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Den  Vorschriften  in  Bd.  34  der  Maihem.  Anmlm  8.  140/1 
entsprechend  erhält  man  für  6^  >  27^*,  wenn  ili  >  A,  >il,  die 
Wurzeln  der  kubischen  Besolvente  sind: 


©S  ®8 


0 

Weiter  ergibt  sich 


aj     ^0 "~ 


2/7^*J(t*,3) 


wenn  fCkr  iL »  X^  die  größte  Wurzel  genommen  wird,  also  (fi  mn. 

Fdr  X^l^    geht  fi-^u  über  in   2nn4^u^  fui  X^X^  endlich  in 

2mnd^Uj  w&hrend 

Z  =  l^  +  J^=i,  +  ^.4^  =  i^  +  J!^. 

tg"9       ^  sm'9      ^      Bm'qp 

Für  ©•  <  2  7  ^«  dagegen  ist  nur  eine  Wurzel  A  «  \M^{^^  -  ^) 
reell  und  wegen  fi'«  12A'—  0  hat  man  zu  setzen: 

Damit  folgt  

mithin  gehen  jetct  die  Ausdrücke  hervor: 


Zur  numerischen  Berechnung  der  Argumente  q  und  u  kann 
man  sich  bekanntlich  yerschiedener  Methoden  bedienen,  welche 
sich  zumeist  auf  die  Transformation  des  GAUSs'schen  arithmetisch- 
geometrischen  Mittels  gründen.     Sei 

^^ni±n^    fii-ymn,     Wj-^y^,     w,  -  ]/»VH  1  ««^m 
so  setze  man 

Ax-lg(l+J),      J,-lg^-iZi  +  ij-lg2,    UBW. 


372  W.  Soi 

Daim  wild  fBr  du  Aigoment  d«8  HodnlB: 

ig«-2ig|  +  i-|(/,  +  Az,  +  H  +  K  ■•) 


nebst 


lg*  '-{(f+h  +  ^  +  h---)^ 

ig*,-iig«+ia-i,-j,-i,...), 


Da  ferner  ftr  9  +  ^  -» --  9 


«V*-ntg*^,     niiV*i-^Htg*T'  ^^• 


0 


dy 

J9 


*  •/  Vm«gin«9  +  «*coB*9      '     •/ y^mj  ein*  9  +  nj  coi« 


•/  ymj  sin'  9  +  ttj  cos'  9  p««  *     ' 

80   ist   dadurch  auch  das  Argument  der  Amplitude  bestimmt^) 

36. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Betrachtung  des  Falles,  in 
welchem  |J  und  rfl  gleichBeüig  yerschwinden,  also  fx^  ^  fjfo  ~  ^ 
ist  Alsdann  wird  die  Substitution  X=^Y  zugleich  rational  und 
linear^  und  man  erhält  das  folgende  Formelsystem: 

oder 


S  9 


_  (£^yo  +  g^^(g-a;^ 


I)  S.  135  meiner  Abhandlung  9wr  Eeduktion  MptMier  InU^rak 
ist  Z.  8  Y.  0.  cot  <p  statt  tg  9  zu  lesen. 


r 
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ijj    i(8'-i«)(y-y,)  +  S»y«  +  aR»' 
*  "    ''*  {i(8"'-£«)(y-y.)+S»y, +  !»•)" 

_     »iJ  iX  +  Jf 


6J    i(X*-fi*)(«-as,)  +  i»a!,  +  3f»' 
t  (X*a;.  +  Jtf°)(g'y,+a)t') 

Die  Torstehenden  Fonneln  erfahren  eine  weitere  Verein- 
fachung,  wenn  y^  yerschwindet  oder  unendlich  wird,  mit  anderen 
Worten,   für  (S » o   oder   % » o.      Da   beide   Fälle   auseinander 

hervorgehen,  wenn  man  —  statt  tf  setzt  und  31  und  93  mit  (£ 

und  2)  vertauscht,  so  beschränken  wir  uns  hier  auf  die  Trans- 
formation 

X  00 


und  bemerken,  daß  zur  direkten  Ableitung  aus  den  allgemeinen 
Formeln  der  linearen  Substitution,  fCbr  9  «  o,  y^»  oo 

fy  =  (i  -  ^)(4»y»  +  öCy«  +  4S)y  +  (£) 
zu  setzen  ist.     Man  erhält: 


^1      ÄJ-a^'  ''*"    »{{(«-«o)    ' 
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^"^«•»(i:^^'      S"^^'®^-(2»y  +  «-XV' 

37. 

Da  jetzt  {  und  i|  gleichzeitig  yerschwinden,  so  müBsen  die 
B&mtliclLen  Wurzeln  von  f  und  f  einander  zugeordnet,  und  sofern 
die  lineare  Substitution  als  redl  vorcMsgeseUst  werden  soll,  gleich- 
zeitig reell  oder  komplex  sein.  Aus  der  Gleichheit  der  Invariantai 
folgt,  dafi  für  ä^'<  27^  £  und  ri  ein  reelles  und  ein  komplexi» 
Wurzelpaar  besitzen,  während  fOr  Q^^  zjH^  unentschieden 
bleibt,  ob  zwei  reelle  oder  zwei  komplexe  Wurzelpaare  statt- 
finden. Eine  lineare  Substitution,  welche  vier  reelle  Wurzeln  in 
zwei  koi\jugierte  Paare  ttberftUirt,  oder  umgekehrt,  kann  jedoch 
trotz  der  ünYer&nderlichkeit  der  Invarianten  nicht  reell  sein,  so- 
daß  der  Fall,  wo  $  vier  reelle  und  ri  vier  komplexe  Wurzeb 
besitzt,  oder  umgekehrt,  hier  auszuschließen  ist 

Eine  lineare  Substitution  Ton  der  Form 

axp  +  6a;  4-  cy  +  d  —  o,     ac?  —  &c  «=  +  i 
l&Bt  die  Inyarianten  unge&ndert     Setzt  man 

U  -  Ä(x  -  x^(x  -  «i)(«  -  X^)(X  -  Ä^), 

i?ii  -  a(y  -  3fo)(y  -  yi)(y  -  Ä)(y  -  ys)i 

wo 

«  -  -ä(c  +  ax^{c  +  ax{){c  +  aXf){c  +  ao^, 

so  sind  neben  ad  —  &c :-  +  i  die  vier  Gleichungen 

ax^y^  +  6a?i  +  cjf,  +  d  -  o 
zu  erfUlen,  folglich  muß  die  Determinante 

verschwinden.     Diese  Bedingung  liefert 

(«b  -  «i)(«i  -  «»)(yoyi  +  »y«)  +  («b  -  ^)i^  -  «i)(yoyf  +  yiy»)  + 

oder 

«•-«i   «1-a^    y«-yi   yt-yt' 

mit  anderen  Worten,  das  Doppelverh&ltnis  der  vier  Wurzeln  bleibt 
infolge   linearer  Transformation   invariant   (vgl.  Art  3).     Wenn 
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^0^1  1^0^  ^1^8  koi^jngierte  Werte  haben,  so  ist  diese  Gleichung 
reell,  ebenso  wie  9  und  die  übrigen  Koeffizienten  in  ij,  während 
allerdings  ab  cd  nicht  reell  sein  können,  weil  die  lineare  Sub- 
BÜtntion  reelle  Wurzeln  in  komplexe  yerwandelt  hat. 

Anders  yerhSlt  es  sich,  wenn  allein  Pq^  sf^-h  ff^i  und 
Pi^^J^o^^i^  komplex  sind.  Dann  zerfallt  die  Oleidiung  J  ^o 
in  zwei,  nSmlich 

viVs  -  (yt  +  y»)^o  +  iB^  +  «fj »  o  (i) 

und  . 

Folglich  müssen  jetzt  die  Invarianten  H==  Q  verschwinden  und 
auBerdem  die  Gleichung  (i)  erfüllt  sein.  Dadurch  wird  aber  der 
Wert  Ton  S  rein  imagynä/r^  d.  h.  die  Gleichung  Q^%  kann  nur 
stattfinden,  wenn  die  Koeffizienten  in  ij'  rein  imagii^e  Werte 
haben.  Läßt  man  den  Faktor  %  fort,  so  erhalten  G  und  ®  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen,  mithin  auch  G^—  zy  H^  und  ®*— 27^*, 
wodurch  der  scheinbare  Widerspruch  gehoben  wird,  der  darin 
liegt,  daB  eine  lineare  Substitution,  durch  welche  ein  reelles  und 
ein  konjugiertes  Wurzelpaar  in  vier  reelle  Wurzeln,  oder  in  zwei 
konjugierte  Paare  verwandelt  werden,  die  Invarianten  nicht  ftndem 
soll,  wahrend  die  Ungleichung  ©•  >  27^^  in  ©•  <  27^*  übergeht*) 

38. 
Setzt  man 

so   &ndert  sich  die  betrachtete  lineare  Substitution  nicht,  wenn 


i)  Als  Beispiel  diene 

«•-I»  «i->.  «^1-^»  a^-3i  Sfo-?i  yi-'i  yi-4  +  5«.  y«-4-5» 
{|  — ]^^("«*  — 4-a5a5*  +  6.5oa5*  — 4-95«+i68), 

13  tl«=^«(3y*-4-i6y»  +  6.8oy«-4.484y  + 1517)1 

G^iA\    H^o,    % (fÄ)*,    $-0, 

folglich 

^.  .    <>  ckr  •  6  —  9*  -      11  +  26* 

V340  y340 

ad— 6c«i,     c« ■ ,  d— — — 1     - 

y340  V340 

H»th.-pli7t.  XlAM«  1908.  26 
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man  in  den  Formeln  dee  Art  36  x^  und  y^  mit  x^  und  jr^  ▼e^ 
tauscht.     Es  geht  dies  ans  der  Relation 

des  Art.  35  hervor,  yermöge  deren 

{iJiJL ö_ vifiivi nl_    ^^^    Jiü,  _  ^  ninl 

{x-x^){x-Xi)^  (y-y^)(y-yi)  x  —  x^        y-Jfx 

wird.    Durch  Verbindung  mit  der  frOheren  Gleichung  erh&lt  man 
die  symmetrische  Formel 

Wenn  hier  x^x^  und  y^y^  konjugierte  Wurzelpaare  sind,  so  nimmt 
diese  Formel  die  Oestalt  an  P+  Qt » P-  Q«  oder  Q  »  o. 

Aus  der  gefundenen  Gleichung  lassen  sich  die  Radikale  ent- 
fernen, wenn  man  die  Relation 

h%'i.i    oder    ^|-r.g 
benutzt.     Damit  wird 

y-yp  ^  \    6iB  .  y-yj  ^  ^i .  n%n\  v-Vx 

sodafi  man  nach  Belieben  schreiben  kann: 


«-«0  r^  IiyS  +  2niiyo  +  «i     «-«1  r  liyl  +  3m,y, +11,' 
y-yo  ^  ^  ,  ^a?f +  2m,a?t4-»,    y-y^ 

y-yi  ^  ^    ^a?8  +  2w,a;o+nt    y-yp 
oder  mit  Hilfe  der  Wurzeln  x^x^  und  y^y^^ 

y-yoT/gQ-gfa^o-as^^y-yi  T/a^-gt^i-gt 
«-«0  ^^  yo-y*  yo-ys     «-«i  r  yi-y,yi-y,' 

y-y^  3^-^  .ai-a?i-^-g»  y-yi 
«-«0     «yi-yi-yi-ys  *«-«i' 

y-yi  ^ :4 . ^o-^-^-^ . y-yo . 
x-x^     «yo-yt-yo-yt  ^-*« 

FOr  .1 «  o,  a;;^ «  00  hat  man  Ax^^  »>  —  4 JS  zu  setzen,  weil 

4-B  «  -  A{Xq  +  iTj  +  ai  +  a:^), 
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übrigens  ist  immer  festztüialten,  daB  das  Entsprechen  der  Wurzeln 
x^fff^  und  a^i^j  dnrch  die  Gleichung  fn^in^  —  milti^  ^  C  —  Qi  der 
Artt.  21  und  33  bedingt  ist,  damit  die  Zerlegung  von  ^^^i^^ 
und  ri  =  r^iTj^  auf  der  nämlichen  Wurzel  X  der  kubischen  Besol- 
yente  beruhe.  Die  Formeln  des  Art.  36  besitzen  dagegen  den 
Vorzug,  daß  man  neben  Xq^q  die  zugeordneten  Wurzeln  x^  imd  y^ 
nicht  zu  kennen  braucht. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  gelten  nicht  bloß  für  reelle 
Werte  von  x^^i^  sondern  auch  dann,  wenn  XqX^  und  p^y^  gleich- 
zeUip  konjugierte  Wurzelpaare  bedeuten;  also  mit  anderen  Worten, 
wenn  die  Determinanten  mf  ^  ^i^t^  nnd  mj  —  I^n^  von  gleichem 
Vorzeichen  sind.     Nim  ist  aber 

{ml  -  l^nOifnl  -  l^n^)  =  ff  -  3A«  -  (mj  -  Ii%)(m|  -  I^n,) 
oder 

in}  — tiiii  "*  wj  — Z,n,  ' 

sodaß,  was  Tom  ersten  Wurzelpaare  gilt,  bei  dem  zweiten  Ton 
selbst  erftUlt  ist  SoUten  aber  die  Wurzeln  von  |  s&mtlich  reell, 
▼on  ri  sämtlich  komplex  sein,  so  würde,  wie  schon  heryorgehoben 
wurde,  unser  Verfahren  keine  reelle  Substitution  liefern. 

Die  hier  entwickelten  Formeln  für  die  Theorie  der  linearen 
Substitutionen  bei  der  Transformation  elliptischer  Differentiale 
empfehlen  sich  durch  Einfachheit  und  Durchsichtigkeit.  Die 
rationalen  Transformationen  zweüen  Grades  führen  notwendiger- 
weise auf  verschiedene  Inyarianten. 


39. 

Zum  Schlüsse  betrachten  wir  noch  die  Substitutionen  dritten 
und  Vierten  Grades 

f  ^      Mx-^N         .Ba?*  +  3^g'  +  32>g  +  ^ 
und 

w       f      i,^S  6        2SS  ;=      Ax^  +  ^Bx'  +  eCx^-^-^Dx  +  E     ' 
welche  Hbbiote  zuerst  untersucht  hat^) 

i)  CrelleB  Journal  Bd.  52,  S.  8  und  Bd.  60,  S.  304. 

26* 
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VeimOge  der  eiBlerou  gdua  di«  Eorariuitea  fg  lesp.  über  in 

/(»)  -  /  -  4  /;  ^  +  6  /•„  (^)*  -  4  f,„  ij)'  +  fr.  {j/ 

gM ~9-^9,j  +  f>9,,{j)  -  Ag,„ij)  +  grriqf 

mithin  Gg  +  Hf  in 

Da  nun  dxiroh  Differentiation  erhalten  wird: 

—         ^£. 
so  folgt 

^daJ       ^  f^      ^  Gg-ZHf 
oder 

dw  dx 

also  wenn  /*  fOr  «  «  oc^  verschwindet: 

/dx  n       dx 

YGg  +  Mf'^     J  YGP^TSf' 

i  bedeutet  das  Vorzeichen  von «=  i  —  - — -—rx  • 

x-x^  («-««)/# 

Die   umgekehrte   Substitution   ergibt   sich   durch  AuflösoBg 
der  kubischen  Gleichung 

Uk7  +  JB)«*  +  3(jBk7  +  C)«*  +  3(Cff  +  D)«  +  {Dw  +  JS)  -  o, 
deren  Invariante  durch 

gegeben   ist,   wfthrend   nach   dem  Früheren   J^  —  iA^G  +  ÄS) 
wird.     Schreibt  man  nun 

2  A^  -  {Äu>  +  B)x  +  JB«r  +  C , 
so  hat  man 
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&  «-  3{A^w^ -h  (BC -  ÄD)io  +  iG^  "  BD)}, 

^  -  IM*  +  UBC+3ÄC^  -  sB^C-Ä^E)fo^  + 

+  i3ÄBC+2B^D-3BC^''2ÄBE)w  +  3{BCD-B^E-2C^), 

während  als  zugehörige  Inyariante  erhalten  wird: 

Da  nun 

4fa^y^^2(Äu;  +  B)Vj^ 
oder 


so  folgt  zur  Bestimmung  von  x  die  Qleichung 

i  1 

(Äw  +  J?)«  +  JBii;  +  (7  -  (^  -h  SB)*  +  (^  -  SB)* . 

Führt  man  dagegen  die  neue  Variable 

ein,  so  gilt  nicht  allein  die  Formel 

sondern  es  wird  auch 

dx  ""      «^^    '      i    ■      ^  £•{'"» 
nebst 

dx      ä-  r  duf        1     /»cJtt? 


/»*      £.  r  duf       1     /»du? 
T"Vpr"«vir 


w 


Hier  yersehwindet  £  ffir  rr « n^Q,  und  t  bedeutet  das  Vorzeichen 
der  Differenz  x  —  Xq,  wenn  m>  als  positiv  wachsend  vorausge- 
setzt wird. 

Die    Formeln    der    umgekehrten    Substitution    sind    bereits 
Art  30  entwickelt  worden,  wonach 

u «;  -  ^) « + (^  IT  -  B,) « 5 » s  y^^  1 

wenn  das  Produkt  der  in  S  enthaltenen  Radikale  das  Vorzeichen 
Ton  ^  besitzt     Mittelst  der  Gleichung 

w  dx 
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endlicli  leitet  man  den  Wert  ab: 


S{2ir  +  il)K(^-.41)(ir-X). 


Man  sieht,  daB  hier  x  und  |  mcki  auf  ro^uMole  Weise  Ton 
w  und  (0  abhängen.  In  der  Tat  erhftlt  man  zufolge  des  Art  36 
bei  EinftUirung  einer  Variablen  y,  fOr  welche 

neben 

1?«  -  2y(y  -  IT)»  -  (y  +  ff)  (2yff  - 1 6)  +  -ff 

-2y*  +  |ffy  +  jy-fo(6y»-|G) 

4y»-Gfy-fi^ 

oder 

M  SS  • 

4y*-G^y-J9r 

Letztere  Substitutionen  dienen  zur  Halbierung  resp.  Verdoppelung 
des  IntegraLs  «  « 

wo  nach  Weiebstbabs 

die  möglich  einfachste  doppeltperiodische  Funktion  beseichnei 
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Die  komplexen  Bewegungen. 

Von 
E.  VON  Webeb. 

Die  komplexen  Bewegungen  des  dreidimensionalen  euklidisclien 
Bamnes  spielen  bekanntlich  in  manchen  geometrischen  Fragen, 
besonders  des  LiBschen  Ideenkreises,  eine  fundamentale  Bolle, 
scheinen  aber  gleichwohl,  soviel  mir  bekannt  geworden  ist,  bisher 
fast  nur  ihrer  analytischen,  nicht  aber  ihrer  geometrischen  Be- 
deutung nach  gewürdigt  worden  zu  sein.  In  der  vorliegenden  Ifit- 
teilung  versuchen  wir  daher  eine  reell-geometrische  Interpretation 
der  genannten  Baumtransformationen  zu  entwickeln,  und  zwar 
auf  Grund  der  beiden  naheliegenden  Bemerkungen,  daß  erstens 
jede  komplexe  Bewegung  die  vierfach  unendlich  vielen  Minimal- 
ebenen  des  Baumes  unter  sich  vertauscht,  und  zweitens  diese 
Ebenen  den  oo^  orientierten  Geraden,  d.  h.  also,  nach  Herrn 
Studys  Ausdruck,  den  Speeren  des  Baums  umkehrbar  eindeutig 
zugeordnet  werden  können.  Wir  betrachten  also  die  komplexen 
Bewegungen  ol?  Speertransformationen  des  B^. 

Zu  diesem  Zwecke  untersuchen  wir  in  §  i  zunächst,  welche 
reellen  Baumgebilde  in  der  Geometrie  der  Speere  den  komplexen 
Punkten  und  Geraden  des  B^  entsprechen.  Das  Prinzip  dieser 
Abbildung  ist  natflrlich  keineswegs  neu;  es  steht  vielmehr  mit 
der  bekannten  von  M.  Chasles  und  E.  Laouebbb  studierten 
Bepräsentation  der  Punkte  des  B^  durch  orientierte  Kreise,  sowie 
mit  zahlreichen  neueren  Untersuchungen,  von  denen  wir  außer 
den  weiter  unten  zu  nennenden  Arbeiten  E.  Studts  nur  noch 
G.  Tarrys^)  Imaginärtheorie  hervorheben  wollen,  in  der  allerengsten 
Beziehung.  Dagegen  dürfte  die  hier  durchgeföhrte  prinzipielle 
Verwertung  der  Speere,  insbesondere  auch  zu  konstruktiven  Zwecken, 
in  manchen  Punkten  über  Bekanntes  hinausgehen.     Der  folgende 

1)  Assoc.  Fr.  C.  B.  Säance  XVIII— XXn  (1889—93). 
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§  2,  in  dem  wir  die  durch  eine  komplexe  Bewegung  definierte 
Speertransformation  des  nähern  untersuchen,  handelt  nur  von  den 
Bewegungen  im  engem  Sinne,  während  die  ümlegungen  und  jene 
dnrcli  G.  Juels  und  G.  Segres  Arheiten  wichtig  gewordenen  Um- 
formungen des  Baumes,  die  man  als  „uneigentliche^^  oder  „Anti- 
Bewegungen'* bezeichnen  könnte,  einer  besonderen  Abhandlung 
Torbehalten  bleiben.  Im  dritten  §  endlich  beantworten  wir  die 
fundamentale  Frage  nach  der  reellen  geometrischen  Deutung  der 
Invarianten,  die  das  Speerquadrupel  gegenüber  der  Gruppe  T^, 
aller  komplexen  Bewegungen  aufweist. 

Es  bedarf  wohl  kaum  des  besondem  Hinweises,  daß  die  hier 
behandelten  Probleme  alle  in  der  Geometrie  der  komplexen  nicht- 
euklidischen  Bewegungen  ihr  Analogen  finden  und  ihre  Lösimgen 
erst  dort  von  der  Asymmetrie  be&eit  erscheinen,  die  der  euklidischen 
Betrachtung  notwendig  anhaftet.  Aus  dieser  Bemerkung  ergibt 
sieh  von  selbst  auch  der  innige  Zusammenhang  der  vorliegenden 
Untersuchungen  mit  Herrn  Studys  neueren  Arbeiten^),  worin  die 
Gruppe  der  komplexen  nicht-euklidischen  Bewegungen  wiederholt 
untersucht,  und  auch  auf  den  hier  behandelten  Grenzfall  hin- 
gewiesen wird. 

§  L    Komplexe  Punkte  und  Gerade. 

I.  Unter  einem  „Speer"  verstehen  wir  (nach  Study)  eine 
orientierte,  d.  h.  mit  Eichtungssinn  begabte,  reelle,  im  Endlichen 
liegende  Gerade  des  B^]  jede  solche  Gerade  „enthält*'  also  zwei 
entgegengesetzte  Speere.  Durch  jedes  System  von  7  reellen 
Zahlen  p^^^  ?r,  welche  die  Bedingungen: 

PuPu  +  PuPi%  +  PiiPn  ==  0 »     ^'  =-  Pai  +pL+P^ 

nf  +  O 

erfOllen,  ist  ein  und  nur  ein  Speer  definiert.  Von  diesen  „Speer- 
koordinaten'*  sind  die  p^j^  nichts  anderes  als  die  PLÜCKERschen 
Koordinaten  der  geraden  Linie,  die  den  Speer  enthält,  während 
mittels  der  siebenten  tc  die  Kosinus  der  Winkel,  die  die  Speer- 
richtung mit  den  3  positiven  Achsenrichtungen  des  zugrunde 
gelegten  kartesischen  Koordinatensystem  einschließt,  in  der  Form 

?*i      £11      ?*» 


I)  Ygl.  inabesondere:  ^^Übernicht-euklidische und Liniengeometrie/^ 
GieifBwald  1900,  sowie  die  „Geometrie  der  Dynamen'*  Lpz.  1903. 
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dargestellt  werden.     Eine  komplexe  Ebene 

ux  +  vy  +  WM  +  nr  '^  0 

heißt  nach  Lie  eine  y^Minimalebene",  wenn  die  Belation 

(i)  li^v^+v^-O 

besteht,  ohne  daß  uvw  gleichzeitig  yerschwinden.  Jede  Minimal- 
ebene eoth&lt  eine  im  Endlichen  liegende  reelle  Gerade  und  nm- 
gekehrt  gehen  dnrch  jede  solche  Gerade  zwei  konjugiert  imagin&re 
Minimalebenen,  die  sich  den  beiden  anf  der  Geraden  liegenden 
Speeren  eindeutig  zuordnen  lassen.  Dies  geschieht  mittelst  der 
Formeln: 

QV  —  —  JJttl>,4  --PitPu  +  *^Pti 
^«^  ■"  —  PitPiA  —  PtnPu  +  ^^Pvk 
^^-      Plg+Pii  +  Pix 

_  _„/     fr         -^tt     f  t     ff  t    ff 

^Pv%  —  ^  «<^  —  ^  ^  \     ^P^  ^vw  —wv  ; 
tf  p„  ^ZJ  u  —  13  I*  ;      öp^  -"«71*  —uw\ 


(') 


(3) 


aj?3j  —  zar  t;  —  zs  v  ;      ai?^,  —  i*  t;  —  t;  u  , 


worin  «■•«'  +  tu''  etc.  gesetzt  wurde.  Jeder  Speer  ist  sonach 
in  umkehrbar  eindeutiger  Weise  einer  Minimalebene  zugewiesen 
und  soll  als  reelle  Repräsentation  der  letzteren  aufgefaßt  werden; 
unter  „Speerkoordinaten^  können  wir  also  fortan  auch  irgend  Tier 
komplexe  Zahlen  uvwlSf  yersteben,  die  an  die  Gleichung  (i)  ge- 
knüpft sind,  ohne  daß  uvtio  gleichzeitig  yerschwinden. 

2.  Den  Inhegriff  der  oo'  Speere,  welche  die  durch  einen  reellen 
oder  komplexen  Punkt  P  gehenden  Minimalebenen  repräsentieren, 
nennen  wir  einen  „Speerzjklus^  oder  kurz  den  Zyklus  P.  Ist 
P  ein  reeller  Punkt,  so  wird  der  Zyklus  P  mit  dem  „Speer- 
bündel P",  d.  h.  dem  Inbegriff  der  durcb  P  gehenden  Speere, 
identisch.  Ist  P  ein  komplexer  unendlich  femer  Punkt,  so  bilden 
die  dnrch  ihn  gehenden  Minimalebenen  einen  „uneigentlichen 
Zyklus^;  die  zugehörigen  Speere  yerteilen  sieb  auf  zwei  yerschiedene 
Bündel  syntaktischer^)  Speere.  Diese  Bündel  sind  entgegengesetzt, 
wenn  P  ein  reeller  unendlich  femer  Punkt  ist,  sie  fallen  zusammen, 
wenn  P  auf  dem  unendlich  fernen  Eugelkreis  liegt 

i)  d.  h.  paralleler  und  gleichgerichteter  Speere  (Btddt). 
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Sind  a-\-ia\  h -\- ib' ^  c  +  ic'  die  auf  tuiser  kartesisches 
Aehsenkrenz  bezogenen  Koordinaten  von  P,  und  Ä^  Ä'  die  reellen 
Baumpankte  mit  den  Koordinaten  ahc  bezw.  a  +  a\  b  +  h\  C'\-Cy 
so  wollen  wir  das  Punktepaar  ^ji'  als  den  zu  dem  Zyklus  P 
gebGrigen  „Pfeil",  Ä  als  den  Anfangspunkt,  A'  als  den  Endpunkt 
dieses  Pfeils  bezeichnen;  Ä  heifit  auch  das  Zentrum,  die  positive 
Strecke  AÄ''^r  der  Badius,  die  Gerade  ÄA'  die  Achse  des 
Zyklus  P.  Da  dieser  durch  die  reellen  Punkte  AÄ  yoUständig 
deJSniert  ist,  so  sprechen  wir  wohl  auch  von  dem  „Zyklus  [AA'Y' 
Wird  der  reelle  Punkt  A''  so  bestimmt,  dafi  A  die  Mitte  der 
Strecke  Ä'A'  ist,  so  gehört  der  Pfeil  AA''  zu  dem  konjugiert 

imag^ftren  Punkt  P,  imd  es  ist  A  die  Mitte  der  rein  imaginftren 

Strecke  PP. 

In  der  Ebene,  die  im  Punkte  A  auf  der  Achse  AA^  senk- 
recht steht,  konstruieren  wir  den  einteiligen  Kreis  K  mit  dem 
Zentrum  A  und  dem  Radius  r  und  versehen  ihn  mit  der  Umlaufs- 
richtung,  die  vom  Punkte  A'  aus  ebenso  erscheint,  wie  von  einem 
Punkte  der  positiven  Z- Achse  aus  betrachtet  die  Umdrehung, 
durch  welche  die  positive  X-Achse  auf  dem  kürzesten  Wege  in 
die  positive  F-Achse  übergefQhrt  wird.  Dieser  orientierte  Kreis 
K  heifit  der  Äquator  des  Zyklus  P  Die  Speere  dieses  Zyklus 
bestehen  jetzt,  wie  man  leicht  verifiziert,  aus  dem  Inbegriff  aller 
Erzeugenden  der  konfokalen  einschaligen  Botationshyperboloide, 
die  den  Äquator  K  zum  Fokalkreis  haben,  und  zwar  sind  diese 
Erzeugenden  so  orientiert,  dafi  ihre  in  der  Äquatorebene  liegenden 
Vertikalprojektionen  den  Punkt  A  in  demselben  Sinne  umkreisen 
wie  der  Äquator  selbst.  Unter  den  Speeren  des  Zyklus  P  be- 
finden sich  auch  die  oo^  orientierten  Tangenten  von  K,  Durch 
Umkehrung  des  Sinnes  aller  Speere  eines  Zyklus  P  erhält  man 

natürlich  den  koi\jugierten  Zyklus  P. 

3.  Durch  jeden  reellen  Punkt  Q  gehen  zwei  Speere  tf^a, 
des  Zyklus  P;  sie  sind  die  Erzeugenden  des  durch  Q  gehenden 
einschaligen  Botationshyperboloids  mit  dem  Fokalkreis  JT,  also 
leicht  konstruierbar,  wenn  A^  A\  Q  gegeben  werden.  Sie  gehen 
in  die  an  IT  zu  ziehenden  orientierten  Tangenten  über,  wenn  Q 
auf  der  Äquatorebene  aufierhalb  K  angenommen  wird,  und  koin- 
zidieren  dann  und  nur  dann,  wenn  Q  auf  K  selbst  liegt.  Die 
beiden  in  der  Achse  liegenden  Speere  sind  die  einzigen  entgegen- 
gesetzten des  Zyklus. 
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4.  Ist  ein  Speer  a  beliebig  gegeben,  so  existiert  im  Zyldiis 
P  ein  und  nur  ein  dazu  syntaktischer  Speer.  Um  diesen  zu 
finden,  ziebe  man  dorcb  den  Punkt  Ä  den  zu  dem  gegebenen 
syntaktischen  Speer  c'  und  trage  auf  ihm  von  Ä  aus  in  der 
Speerrichtung  den  Punkt  Q  so  auf,  daß  ÄQ  ^  r  wird.  Ist  dann 
Q'  die  Projektion  yon  Q  auf  die  Äquatorebene,  femer  Q"  auf 
dieser  Ebene  so  bestimmt,  daß  die  Streike  ÄQ'  gleich  und 
senkrecht  zu  ÄQ''  wird  und  die  Drehung  um  90®,  die  ÄQ"  m 
die  Lage  ÄQ^  bringt,  im  Sinne  des  Äquators  erfolgt,  so  ist  der 
durch  Q"  zu  tf  syntaktisch  gezogene  Speer  der  gesuchte. 

5.  Ist  umgekehrt  ein  Speer  c  und  ein  reeller  Punkt  Ä  gegeben, 
so  yerstehe  man  unter  B  den  Fußpimkt  der  von  Ä  auf  6  ge- 
fällten Senkrechten  und  bestimme  den  Punkt  B'  durch  die 
Forderung,  daß  die  Strecke  AB'  senkrecht  zur  Ebene  (Ä,  0)  und 
gleich  AB  sei,  so  zwar,  daß  die  Richtung  von  tf,  die  von  B 
nach  A  weisende  und  die  von  A  nach  B'  weisende  Richtung  in 
analoger  Weise  aufeinander  folgen  wie  die  X-,  die  T-  und  die 
Z-Richtung  unseres  Koordinatensystems.  Dann  ist  die  durch  B' 
parallel  zu  c  gezogene  Gerade  der  Ort  aller  Punkte  A'  der 
Eigenschaft,  daß  der  Zyklus  [^^^  den  Speer  er  enthält  Wir 
erhalten  so  eine  einfache  geometrische  Definition  der  00^  Pfeile, 
die  zu  den  Punkten  einer  gegebenen  Minimalebene  gehören. 

6.  Die  (X)^  komplexen  Punkte,  die  auf  einer  reellen  Geraden 
y  liegen,  werden  repräsentiert  durch  den  Inbegriff  der  Pfeile,  die 
ihren  Anfangs-  und  Endpunkt  auf  y  haben.  Wir  betrachten 
zweitens  eine  niederimaginäre  Gerade  y^  d.  h.  eine  komplexe 
Gerade,  die  einen  reellen  Punkt  besitzt  und  in  einer  reellen 
Ebene  liegt,  und  zwar  zunächst  unter  der  Annahme,  daß  der  reelle 
Punkt  unendlich  fem  ist.  Dann  gehen  durch  y  zwei  Minimalebenen, 
die  durch  antitaktische  Speere  tf,  a'  repräsentiert  werden;  umgekehrt 
ist  durch  zwei  solche  Speere  eine  komplexe  Gerade  mit  reeller  Rich- 
tung als  Schnittlinie  der  beiden  zugehörigen  Minimalebenen  definiert 
Zu  den  (X)^  orientierten  Kreisen,  die  yon  den  Speeren  a  und  c  be- 
rührt  werden,  gehören  dann  ebensoviele  Pfeile,  deren  Anfangs-  becw. 
Endpunkte  je  eine  zu  <r  und  cr^  parallele  Gerade  h  bezw.  h'  er- 
füUen;  h  liegt  in  der  Ebene  der  Speere  00'  ia  gleichem  Abstand 
d  von  ihnen,  h'  im  Abstand  d  von  hj  und  die  Ebene  (cc^  ist 
zu  der  Ebene  der  Geraden  h,  h'  senkrecht.  Diese  letztere  Ebene 
enthält  die  Gerade  y.  Die  00'  komplexen  Punkte  dieser  Geraden 
werden  jetzt  dargestellt  durch  die  Pfeile,  die  ihren  Anfangspunkt 
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auf  h^  ihren  Endpunkt  auf  h'  haben.  Damit  umgekehrt  die  Yer- 
bindtingslinie  zweier  komplexer  Punkte  [^^1  und  [J?jB']  eine 
gegebene  reelle  Richtung  habe,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
daß  die  reellen  Geraden  AB  und^'jB'  jener  Richtung  parallel  seien. 

7.  Es  bedeute  jetzt  y  eine  niederimaginftre  Gerade  mit  dem 
reellen  Punkt  0;  sie  sei  auf  der  durch  0  gehenden  reellen  Ebene 
e  enthalten.  Dann  liegen  in  e  die  Pfeile  aller  komplexen  Punkte 
Ton  y.  Umgekehrt  liegen  zwei  Pfeile  Ä^Ä^  und  A^Ä^  in  der- 
selben reeUen  Ebene  e,  ohne  daß  die  Linien  Ä^A^  und  Ä^Ä^ 
parallel  sind,  so  enthält  die  Verbindungslinie  der  komplexen 
Punkte  [uij^]  und  [id^-^sl  einen  im  Endlichen  liegenden  reellen 
Punkt  0. 

8.  Wir  denken  uns  die  Ebene  e  orientiert,  d.  h.  die  Gebiete, 
in  die  sie  den  Raum  zerlegt,  als  positive  und  negative  Seite 
unterschieden;  von  den  zwei  Bündeln  syntaktischer  Speere,  die 
auf  e  senkrecht  stehen,  nennen  wir  dasjenige  das  erste  (zweite), 
dessen  Speere  in  die  positive  (negative)  Seite  von  e  hineinweisen. 
Die  Minimalebenen,  welche  durch  das  erste  (zweite)  Speerbündel 
definiert  werden,  schneiden  dann  aus  e  das  erste  (zweite)  System 
von  Minimalgeraden  aus. 

Ist  Ä{Äi  ein  in  e  liegender  Pfeil,  so  kann  man  von  den 
zwei  Punkten,  in  denen  der  zugehörige  Äquator  die  Ebene  e 
schneidet,  einen  ersten  P,-  und  einen  zweiten  F'i  unterscheiden, 
je  nachdem  der  Speer,  der  in  dem  betr.  Punkt  den  Äquatorkreis 
berührt,  nach  der  positiven  oder  negativen  Seite  von  e  weist; 
PiAiP'i  liegen  in  einer  Geraden,  die  zu  Ä^A't  senkrecht  ist,  und 
man  hat  P^Ä^  =  ÄiP'i » ÄiA'i,  Da  sonach  zu  jedem  auf  e 
liegenden  Punktepaar  AtA'i  das  Paar  PfP'i  vollkommen  unzwei- 
deutig konstruiert  werden  kann,  und  umgekehrt,  so  läßt  sich  das 
eine  ebenso  zur  Definition  eines  auf  e  liegenden  komplexen  Punktes 
verwenden  wie  das  andere,  imd  zwar  repnlsentiert  PiPi  denjenigen 
komplexen  Punkt  von  €,  in  dem  sich  die  durch  P^  gehende 
Minimallinie  des  ersten  und  die  dtirch  Pi  gehende  des  zweiten 
Systems  schneiden;  der  konjugiert  komplexe  Punkt  wird  durch 
P'iPi  dargestellt 

9.  Wir  betrachten  die  Ebene  als  GAuss'sche  Zahlenebene  und 
beziehen  sie  demgemäß  auf  ein  rechtwinkliges  Achsenkreuz  |,  1}, 
Bodaß  das  erste  bezw.  zweite  System  von  Minimallinien  durch  die 
Gleichungen 

I  +  tiy  =«  const.;     S  —  iiy  *»  const. 
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gegeben  ist.  Bedeuten  ferner  die  komplexen  ZaMen  £,  i|  die 
Koordinaten  des  Punktes  [^Aj],  die  ZaMen  g^z'  die  OAU88'sdi«n 
Affixe  der  oben  definierten  reellen  Punkte  Pi,  PI-,  so  hat  man 
offenbar: 

(4)  «  —  £  +  tty;     i'  —  £  —  tiy. 

Die  komplexe  Oerade  y  sei  durch  die  Gleichung: 

(5)  ai  +  bfi  +  e^O 

definiert;  vermöge  (4)  schreibt  sich  dieselbe  folgendermaßen: 

worin  gesetzt  wurde: 

**—       a  +  ib'     P'^a  +  ib' 

Diese  Relation  definiert  eine  indirekte  Ähnlichkeitstransfoimation 
81  der  Ebene  e  in  sich;  ihr  Fixpunkt  0  ist  unter  der  ftber  y 
gemachten  Annahme  im  Endlichen  gelegen,  was  sich  analytiseh 
darin  ausspricht,  daß  |a|  4*  1)  <^so  das  Verhältnis  von  a  und  b 
nicht  reell  ist. 

10.  Ist  also  eine  niederimaginare  Gerade  y  durch  zwei  auf 
ihr  liegende  Punkte,  d.  h.  durch  zwei  in  einer  Ebene  e  liegende 
Pfeile  ÄiÄ[  und  A^Ä^  gegeben,  so  findet  man  ihren  reellen 
Punkt  0  als  Fixpunkt  der  indirekten  ÄhnlichkeitstransformaticHL 
H,  welche  die  nach  Nr.  8  zu  konstruierenden  Punkte  P^,  P| 
bezw.  in  P^'  und  P^  überfahrt  Durch  y  gehen  zwei  Minimal- 
ebenen,  deren  Speere  cn'  den  Punkt  0  enthalten  und  als  gemein- 
same Speere  der  Zyklen  [^i^/]  nach  Nr.  3  leicht  konstruiert 
werden  können.  Um  jetzt  die  Pfeile  ÄiÄi  aller  komplexen 
Punkte  von  y  zu  finden,  bestimme  man  zu  einem  wiUkOrlidi  auf 
e  anzunehmenden  Punkt  A^  den  Punkt  A^  nach  Nr.  5  als  ge- 
meinsamen Schnittpunkt  der  Ebene  e  und  zweier  zu  6  und  c' 
paralleler  Gerader;  oder  man  ermittele  den  Fixpunkt  P^  der  in- 
direkten Ähnlichkeitstransformation,  die  durch  die  Aufeinanderfolge 
von  9  und  der  Spiegelung  am  Punkte  A^  entsteht,  und  kon- 
struiere die  Punkte  P3  und  A^  nach  der  in  Nr.  8  gegebenen 
Vorschrift 

11.  Die  Betrachtung  der  Nr.  9  erleidet  eine  Ausnahme, 
wenn  in  Gleichung  (5)  der  Koeffizient  b  gleich  ia  (resp*  gleich 
—  ia)  wird,  also  y  eine  Minimalgerade  des  ersten  (zweiten) 
Systems   bedeutet     Dann   wird   der   erste  (zweite)  Punkt  jedei 
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der  Paare  P«P/  mit  dem  reellen  Pimkt  0  Ton  y  identisch^  die 
Speere  cc'  koinzidieren  in  den  durch  0  gehenden  auf  e  senk- 
recht stehenden  Speer  des  ersten  (zweiten)  Bündels,  und  man 
erhält  zu  jedem  in  e  liegenden  Funkt  Ai  den  Punkt  Al  als 
Schnittpunkt  von  e  mit  der  nach  Nr.  5  zu  konstruierenden 
Parallelen  zu  0.  Eine  niederimaginäre  Minimalgerade  y  ist  also 
durch  den  Speer  er  der  durch  sie  gehenden  Minimalebene  und 
den  auf  y  und  0  liegenden  reellen  Punkt  0  vollständig  cha- 
rakterisiert. 

12.  Es  sei  jetzt  eine  hochimaginäre  Gerade  y  als  Ver- 
bindungslinie zweier  komplexer  Punkte  [-^^J^i]  und  [^jB,]  ge- 
geben. Die  4  Punkte  A^B^  liegen  also  nunmehr  nicht  in  der- 
selben Ebene.  Es  sei  e  die  durch  A^  und  A^  gehende  Ebene, 
die  zur  Geraden  By^B^  parallel  ist,  ebenso  e  die  durch  B^  und 
B^  gehende  ixi  A^A^  parallele  Ebene.  Die  Pfeile  A^B^  der  oq^ 
Punkte  von  y  liegen  dann  so,  dafi  die  Punkte  A^  die  Ebene  e, 
die  B^  die  Ebene  e  erfüllen.  Die  Ebene  e  ist  parallel  zu  y 
und  der  dazu  konjugiert  komplexen  Geraden  y. 

Die  in  e  liegende  Vertikalprojektion  des  zu  einem  kom- 
plexen Punkt  P  gehörigen  Pfeils  ist  offenbar  identisch  mit*  dem 
Pfeil  der  Vertikalprojektion  von  P  auf  e.  Liegen  also  die  kom- 
plexen Punkte  [ui,.5,]  auf  y  und  bedeutet  Ai  die  Vertikal- 
projektion von  Bi  auf  e,  so  liegen  die  komplexen  Punkte  [AiAi] 
auf  der  niederimaginären  Geradon  y\  in  die  sich  y  projiziert 
Mittels  der  gegebenen  Punkte  A^A'^  und  A^A!^  konstruieren  wir 
nach  Nr.  10  den  reellen  Punkt  0  der  Geraden  y\  sowie  den 
Fußpunkt  P  der  von  0  auf  e'  gefällten  Senkrechten.  Die  Ge- 
rade OP  schneidet  y  und  y  senkrecht,  und  es  ist  [OP^  ihr  auf 
y  liegender  Fußpunkt.  Sind  ferner  6  und  0'  die  beiden  durch 
0  gehenden  Speere  der  durch  y'  zu  legenden  Minimalebenen, 
T  und  t  die  Speere,  welche  die  durch  y  gehenden  Minimalebenen 
repräsentieren,  so  ist  wegen  des  Parallelismus  von  y  und  y' 
offenbar  0  zu  t  und  a'  zu  t'  syntaktisch.  Man  konstruiert  also 
T  und  x'  nach  Nr.  4  leicht  mittels  der  Bemerkung,  daß  diese 
Speere  irgend  einem  der  Zyklen  [^^jBJ,  z.  B.  auch  dem  Zyklus 
[OP]  angehören. 

13.  Ist  die  Verbindungslinie  y  der  Punkte  [^,-Bj  eine  hoch- 
imaginäre Minimalgerade,  so  bleibt  die  Konstruktion  der  Ebenen 
c,  e'  sowie  der  Punkte  0,  P  dieselbe,  während  die  Speere  r,  x' 
mit  einem  der  in  die  Gerade  OP  fallenden  Speere  koinzidieren. 
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Eine  hochimaginäre  lünimalgerade  kann  demnach  dnrdbi  einen 
Speer  t  und  einen  aof  ihm  liegenden  Pfeil  OP  yollst&ndig  cha- 
rakterisiert werden;  denn  die  Ebenen  e  nnd  e'  stehen  anf  % 
bezw.  in  den  Punkten  0  und  P  senkrecht,  und  man  erhalt  zu 
dem  auf  e  beliebig  angenommenen  Punkt  Ä^  den  zugehörigen  J9. 
als  Schnitt  von  e'  mit  einer  zu  r  parallelen  Geraden  (Nr.  5). 

14.  Nach  dem  Bisherigen  besitzen  zwei  Zyklen  [^JB^]  und 
[^^i]  im  allgemeinen  zwei  yerschiedene  gemeinsame  Speere, 
deren  Konstruktion  aus  dem  in  Nr.  10 — 12  Gesagten  unmittelbar 
hervorgeht.  Dann  und  nur  dann,  wenn  die  Punkte  [^jBJ  auf  einer 
Minimalgeraden  liegen,  ihre  Entfernung  also  yerschvrindet,  haben 
die  beiden  Zyklen  einen  einzigen  doppelt  zählenden  Speer  gemein. 

Der  Punkt  B^  sei  so  gewählt,  daß  die  Pfeile  Ä^B^  nnd 
A^B^  gleich  und  gleichgerichtet  seien.  Damit  dann  die  Punkte 
[Ä^B^]  und  [-ii^B}]  die  Entfernung  Null  haben,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  die  Strecken  A^A^  und  B^B^  gleichlang 
und  die  sie  enthaltenden  Geraden  rechtwinklig  seien.  ^) 

15.  Unter  der  „Mittelebene^  zweier  nicht  paralleler  Speere 
verstehen  wir  die  reelle  Ebene,  welche  durch  die  gemeinsame 
normale  Sekante  beider  Speere  geht  und  mit  ihnen  gleiche 
Winkel  bildet,  so  zwar,  daß  die  Vertikalprojektionen  der  Speere 
auf  die  genannte  Ebene  antitaktisch  sind.  Sind  die  Speere 
selber  antitaktisch,  so  bezeichnen  wir  als  ihre  Mittelebene  die  zur 
Ebene  beider  Speere  senkrechte  und  zu  ihnen  parallele  Ebene, 
die  von  beiden  denselben  Abstand  hat. 

Offenbar  ist  die  in  Nr.  12  genannte  Ebene  e  Mittelebene 
sowohl  des  Speerpaares  <rcr'  als  auch  des  Paares  rr'.  Wir  wollen 
die  komplexe  Schnittlinie  y  zweier  Minimalebenen,  die  durch  die 
Speere  r  und  t'  repräsentiert  sind,  kurz  die  Gerade  (tt')  nennen; 
die  Gerade  y  wird  dann  durch  das  entgegengesetzte  Speerpaar 
(tf)  definiert  sein.  Die  Anfangspunkte  Ä^  der  zu  den  Punkten 
von  y  gehörigen  Pfeile  liegen  nach  Nr.  10 — 12  auf  der  Mittel- 
ebene von  r  und  r'  und  erMlen  dieselbe  vollständig,  falls  diese 
Speere  nicht  antitaktisch  sind.  Zu  jedem  Punkt  Ä^  erhält  man 
den  Punkt  B^  nach  Nr.  5  als  Schnittpunkt  gewisser  zu  r  und 
z'  paralleler  Linien. 


i)  Weiteres  über  diese  sog.  „Minimallage"  zweier  Zyklen  s.  in 
meiner  demnächst  im  Axch.  f.  Math,  erscheinenden  Note  „Zur  Geo- 
metrie der  Kreise  im  Raumes 
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i6.  Die  Besnltate  der  vorigen  Nr.  liefern  die  Lösung  der 
fiindamentalen  Aufgabe,  den  Pfeil  [^^^  eines  Zyklus  zu  kon- 
struieren, wenn  3  Speere  tf^cr^cfg  desselben  gegeben  sind^), 
d.  h.  also  den  Schnittpunkt  dreier  gegebener  Minimalebenen  zu 
finden.  Es  genügt,  das  Zentrum  Ä  unseres-Zjklus  zu  bestimmen; 
denn  dann  erhält  man  den  Punkt  Ä'  als  Schnittpunkt  dreier 
Geraden,  die  zu  den  Speeren  a^  bezw.  parallel  sind  (Nr.  5). 

Im  allgemeinen  ist  nun  Ä  Schnittpunkt  der  Mittelebenen 
der  3  Speerpaare  0^(J^,  Dann  und  nur  dann,  wenn  die  3  Speere 
derselben  reellen  Ebene  e  parallel  sind,  schneiden  sich  die  3  ge- 
nannten Ebenen  nach  einer  zu  e  senkrechten  Geraden  h.  In 
diesem  Falle  sei  P^  der  Punkt,  wo  die  durch  h  gehende  auf  iS^ 
senkrechte  Ebene  diesen  Speer  trifft;  dann  ist  Ä  der  Schnittpunkt 
Yon  h  mit  der  Ebene  Pj^P^P^. 

Auch  die  letztgenannte  Konstruktion  wird  hinfällig,  wenn 
die  3  Speere  iS^  von  derselben  Geraden  h  senkrecht  geschnitten 
werden.  Wir  bezeichnen  dann  mit  M^  den  Schnittpunkt  yon  a^ 
mit  hj  und  denken  uns  die  Gerade  h  orientiert,  so  dafi  die 
Strecken  ÄM^^  ^i^k  ^^^^  ^®^  Vorzeichen  nach  bestimmt  sind. 
Ist  jetet  ^^  einer  der  Winkel,  den  die  durch  h  gehende  Äquator- 
ebene des  gesuchten  Zyklus  mit  €^  bildet,  femer  r  der  (positive) 
Radius  unseres  Zyklus,  so  hat  man: 

(6)  ÄM^='  r  cos&^ 
und  mithin: 

(7)  M^M^  «  r  (cos  &i  —  cos  &j^ 

(8)  M^Mi  (cos  O3  —  cos  ^1)  =  M^Mi  (cos  O,  —  cos  ^i). 

Diese  letzte  Gleichung  liefert  folgende  Konstruktion:  Sei  e  eine 
reelle  Ebene,  die  auf  h  im  Punkte  M  sftikteebt  steht  und  Ci  die 
Vertikalprojektion  von  a^  auf  e.  Dann  trage  man  von  M  aus 
auf  i/i  in  der  Bichtung  dieses  Speeres  den  Punkt  Q^  so  auf^  daß 
MQ^  *=  1  wird,  und  lege  in  der  Ebene  e  durch  M  eine  Gerade  l 
derart,  daß  das  Verhältnis  der  Projektionen  der  Strecken  Q^Qi 
und  Q^Qi  auf  l  gleich  M^Mj^iM^M^  wird.  Diese  letztere 
elementar-gebmetrische  Konstruktion  besitzt  offenbar  eine  und  nur 
eine  Lösimg.  Die  Ebene  der  Geraden  h  und  l  ist  die  Äquator- 
ebene des  gesuchten  Zyklus,  und  man  kennt  nunmehr  die  absoluten 


i)  Die  Annahme,  daß  zwei  der  Speere  a  oder  alle  drei  syntaktisch 

sind,  führt  auf  uneigentliche  Zyklen. 

27  • 


394  £•  voa  WfiBn: 

Betr&ge  von  cos  d^  and  cos  0*^  —  oos  Oj^  kann  also  wegen  (7) 
und  (6),  die  (absolut  genommenen)  Strecken  r  und  ÄJU^  und 
damit  A  selbst  konstruieren. 

§  8.    Die  keaplexe  Bewegug  als  Speertraisfonutiei. 

17.  Unter   Zugrundelegung   eines   kartesischen  Koordinaten- 
systems xyz  definieren  die  Formeln 

(0  y'  —  «f,i»  +  Äy  +  yj^  +  6 , 

wobei  die  komplexen  Zahlen  a^^^/j  die  bekannten  beiden  Gruppen 
von  je  6  Belationen  erfüllen,  eine  komplexe  Bewegung,  wenn  die 
3-reihige  Determinante  der  Größen  a^ß^y^  den  Wert  +  1  hat 
Da  die  Transformation  (i)  jede  Minimalebene  wieder  in  eine 
solche  überführt,  so  Iftßt  sich  jede  komplexe  Bewegung  nach  Nr.  2 
als  eine  Transformation  der  Speere  des  B^  deuten. 

Die  reellen  Bewegungen  sind  dann  innerhalb  der  Gruppe  F^ 
aller  komplexen  Bewegungen  dadurch  charakterisiert,  daß  sie  jedes 
Paar  entgegengesetzter  Speere  wieder  in  ein  solches  verwandeln. 
Zwei  antitaktische  Speere  gehen  bei  komplexer  Bewegung  im 
allgemeinen  nicht  wieder  in  antitaktische  Speere  über,  dagegen 
entspricht  einem  Paar  syntaktischer  Speere  stets  wieder  ein  solches. 

18.  Die  komplexe  Translation 

x' =  X  +  a\    y'=y  +  &;    js'—z  +  c 

heißt  rein  imaginär,  wenn  die  a,  b,  c  die  Form  ia\  ib\  ic'  haben; 
sie  führt  den  Eoordinate^nüangspunkt  0  in  den  komplexen  Punkt 
[00']  über,  wo  0'  den  reellen  Punkt  mit  den  Koordinaten  ab'c 
bedeutet,  femer  den  komplexen  Punkt  [AB]  in  den  Punkt  [^^']t 
wo  B'  dadurch  bestimmt  ist,  daß  der  Pfeil  BB'  mit  00'  nach 
Größe  und  Richtung  übereinstimmt.  Den  Speer  6\  in  den  ein 
gegebener  Speer  a  übergeht,  erhält  man  nach  Nr.  3  als  den  zu  6 
syntaktischen  Speer  des  Zyklus  [jBjB'],  wenn  B  auf  tf  beliebig 
angenommen  und  B'  wie  soeben  bestimmt  wird. 

19.  Jede  komplexe  Translation  %  läßt  sich  in  der  Form 
rT'=  T'T  darstellen,  wo  T  eine  reelle,  T'  eine  rein  imaginäre 
Translation  bedeutet.  Führt  jene  den  Punkt  0  in  P,  diese  in 
rOO'J  über,  so  erhält  man  den  komplexen  Punkt  [^'f'],  in  den 
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der  Punkt  [ÄB'\  vermöge  X  yerwandelt  wird,  indem  man  die 
reellen  Punkte  Ä'B^B'  so  wählt,  daß  der  Pfeü  ÄA'  mit  OP, 
A^B^  mit  AB^  endlich  B^B'  mit  00'  nach  Größe  und  Richtung 
übereinstimmt.  Umgekehrt  ergeben  sich  hieraus,  falls  AB  AB' 
gegeben  sind,  sofort  die  Punkte  P  und  0',  d.  h.  also  die  Trans- 
lation TT',  die  den  Punkt  [AB']  in  [A' B']  verwandelt. 

20.  Ist  Q  der  reeUe  Punkt,  den  die  reelle  Translation  T 
in  0  überfahrt,  und  bedeuten  c^a^  die  beiden  durch  Q  gehenden 
Speere  des  Zyklus  [OO'],  so  bleiben  alle  zu  cr^  oder  a^  syntaktischen 
Speere,  und  nur  diese,  bei  der  Translation  %  =  TT'  einzeln  in- 
variant Der  uneigentliche  Zyklus,  der  von  diesen  beiden  Bündeln 
gebildet  wird,  gehört  zu  dem  komplexen  imendlich  fernen  Fizpunkt 
unserer  Translation.  Jedes  andere  Bündel  syntaktifloher  Speere 
wird  bei  der  Bewegung  X  vermöge  einer  reellen  Translation  in 
sich  verschoben. 

Die  Translation  X  ist  eine  Minimaltranslation,   d.  h.  zwei 

vermöge  X  entsprechende  Punkte  [AB]  und  [.^'^^  haben  die 

Entfernung  null,  wenn  ^  O'OP  ein  Rechter  und  OP  ^  00'  iai 

Die  beiden  Bündel  invarianter  Speere  koinzidieren  dann  in  ein 

*  einziges. 

21.  Wir  wenden  uns  zur  Betrachtung  der  komplexen  Be- 
wegungen (Rotationen),  die  den  Koordinatenanfangspunkt  0  fest- 
lassen.') Die  reelle  Kugel  mit  dem  Zentrum  0  und  dem 
Radius  1  werde  x  genannt.     Die  beiden  Gleichungssysteme: 

(i)  X'\-%y=^X(\  +  z)\     \  —  »-=-X{x  —  iy)\ 

(2)  x  —  %y-^^{l  +  ii)\     1  — je?-=fA(aj  +  «y) 

definieren  die  beiden  auf  x  liegenden  Systeme  von  Minimalgeraden; 
wir  unterscheiden  sie  als  „erstes'^  und  „zweites"  System.  Vermöge 
dieser  Gleichungen  lassen  sich  die  Koordinaten  xy  e  jedes  Kugel- 
punkts P  rational  durch  X  und  ^  ausdrücken;  X  heißt  der  erste, 
fi  der  zweite  Parameter  des  Punktes  P.     Ist  dieser  reell,  so  hat 

man  f»  =»  iL  und  umgekehi't. 

Jeder  durch  0  gehende  Speer  er  schneidet  x  in  2  diametral 
entgegengesetzten  Punkten,  dem  „Austrittspunkt"  P  und  dem 
JEintrittspunkt"  P^;  wir  bezeichnen  c  auch  als  den  „Speer  OPK 
Die  zugehörige  Minimalebene  schneidet  aus  x  die  durch  P  gehende 


i)  Vgl.  hierüber  auch  E.  Stüdt:  Über  Nicht-eukUdische  undLinien- 
geometrie. 
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Minimftlgerade  des  ersten  und  die  durch  P^  gehende  Minimii- 
gerade  des  zweiten  Systems  ans.  Die  Koordinaten  §17^  des  Ans- 
trittspnnktes  P  h&ngen  mit  den  Koordinaten  p^^  n  bzw.  ti^  r,  w,  0 
des  Speers  a  durch  die  Gleichungen 

(3)  u  :  V  :  w  ^  i^  +  fit :  H  —  *V  '  f^  1? 

(4)  1-^;    .-'f;    f«^ 

zusammen,  wfthrend  die  Parameter  iL,  f&  des  Punktes  P  durch  die 

Formeln 

/  N  j       iu  —  v  w  i+iy  _  1  +  ?  _  - 

definiert  sind. 

22.  Wir  betrachten  eine  komplexe  Bewegung  SB,  die  den 
Punkt  0  fest  Iftfit,  als  eine  gewisse  KoUineation  der  Kugel  %  in 
sich,  bei  der  jedes  Erzeugendensystem  von  x  in  sich  transformiert 
wird.  Geht  also  der  Speer  OP  vermöge  8  in  0  IT  über,  so 
hängen  die  ersten  Parameter  A,  A  der  Kugelpunkte  P,  J7  durch 
eine  Gleichung  der  Form 

zusammen,  wo   die  aßyd  komplexe  Konstante  bedeuten,  die  der 

Ungleichung 

(7)  «*-i5y+l 

genügen;  P  und  17  sind  also  entsprechende  Punkte  einer  Kreis- 
verwandtschaffc  F.  Der  zu  P  diametrale  Kugelpimkt  Q  verwandele 
sich  vermöge  V  in  Q\  und  es  sei  11'  der  dem  Punkte  Q'  dia* 
metral  entgegengesetzte  Punkt  von  %.  Bezeichnet  man  dann  mit 
jii,  M  die  zweiten  Parameter  der  Punkte  P  und  i7',  so  bestellt 
die  Gleichung: 

Die  durch  P  gehende  Kug^elerzeugende  des  ersten  bezw.  zweiten 
Systems  geht  also  bei  imserer  komplexen  Botation  über  in  die 
durch  JI  gehende  Erzeugende  des  ersten  bezw.  die  durch  11'  gehende 
Erzeugende  des  zweiten  Systems,  m.  a.  W.:  Die  Formeln  (6),  (6') 
definieren  zusammen  die  der  Bewegung  83  entsprechende  KoUineation 
der  Kugel  x  in  sich.  Sind  umgekehrt  die  4  komplexen  Zahlen 
aßyö  der  Bedingung  (7)  entsprechend  gegeben,  so  definieren  die 
Formeln  (6),  (6')  eine  KoUineation  der  Kugel  x  in  sich,  welche 
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als  JEtamntransformation  gedeutet  jede  durch  0  gehende  Minimal- 
ebene  in  eine  ebensolche,  also  den  unendlich  fernen  Kugelkreis 
in  sich  überffihrt  und  demnach  mit  einer  komplexen  Bewegung  S3 
identisch  ist. 

Sind  JP,  Cr  die  Fizpunkte  der  Ereisverwandtschaft  F,  und 
bezeichnet  man  mit  <x,  t  die  Speere  OJP,  06r,  so  ist  die  kom- 
plexe Achse  der  Botation  83  die  Gerade  (er,  r)  (vgl.  Nr.  15). 
3B^  den  komplexen  Drehwinkel  findet  man  leicht 

cos  ©  =  1  -f     o,   > — V\    > 

nnd  es  ist  OB  gleich  dem  mit  —  i  multiplizierten  Logarithmus 
des  Doppelverhältnisses,  das  die  Punkte  FG  mit  irgendeinem 
Paar  Ton  Punkten  P,  J7  bilden,  die  sich  vermöge  V  entsprechen. 

23.  Die  Gruppe  F^  der  komplexen  Bewegungen,  die  den 
Punkt  0  fest  lassen,  ist  nach  dem  Vorigen  den  direkten  Ereis- 
▼erwandtschaften  auf  der  Kugel  x  umkehrbar  eindeutig  zu- 
gewiesen.^) Es  gibt  also  eine  und  nur  eine  Bewegung  S,  die 
3  gegebene  durch  0  gehende  Speere  (S^  bezw.  in  3  ebensolche 
Speere  tf/  überführt.  Sind  P»,  Fi  die  Austrittspunkte  dieser 
Speere  aus  x,  so  findet  man  den  Speer  a'^  oder  OF'^^  der  einem 
beliebigen  durch  0  gehenden  Speer  (S^  vermöge  83  entspricht,  in- 
dem man  nach  Möbius  in  der  Kreisverwandtschaft  F,  in  der 
sich  die  3  Punktepaare  FiFi  zugeordnet  sind,  zu  F^  den  ent- 
sprechenden Punkt  P^  konstruiert. 

24.  unter  Beibehaltung  der  BezeichnuDgsweise  von  Nr.  22 
entspricht  bei  der  vorhin  genannten  komplexen  Bewegung  83 
einem  reellen  Punkt  F  von  x  ein  komplexer  Punkt,  dessen 
Äquatorkreis  n  die  Kugel  %  in  den  Punkten  i7,  IT  senkrecht 
schneidet.  Dabei  ist  J7  als  „Austritts-^',  II'  als  „Eintrittspunkt^^ 
des  orientierten  Kreises  n  zu  bezeichnen;  dieser  wird  nämlich  im 
Punkt  JI  von  dem  Speere  OJT,  in  II'  von  dem  Speere  OQ' 
(oder  itÖ)  berührt. 

25.  Man  findet  ebenso  den  komplexen  Punkt,  in  den  ein 
beliebiger  reeller  Baumpunkt  A  vermöge  83  verwandelt  wird,  in- 
dem man  die  analoge  Konstruktion  auf  die  zu  x  konzentrische 
durch  A  gehende  Kugel  anwendet. 

Es  ist  nunmehr  leicht,  den  Speer  a'  zu  konstruieren,  in  den 
die  Bewegung  83  einen  gegebenen  Speer  0  überführt.    Legt  man 

i)  Vgl.  Stüdt  a.  a.  0. 


398  £.  VOH  Wbber: 

nftmlich  durch  0  den  zu  0  syntaktischen  Speer  t,  nnd  ist  t'  dar 
Speer,  in  den  r  vermöge  83  übergeht,  so  ist  a'  der  za  %'  syn- 
taktische Speer  des  Zyklus,  in  den  irgend  einer  der  reellen 
Punkte  von  6  durch  die  Bewegung  93  transformiert  wird. 

26.  Eine  komplexe  Rotation  3t,  die  den  komplexen  Punkt 
[J.J.^  festläßt,  ist  bestimmt,  wenn  zu  3  Speeren  tfi^t^s  ^ 
Zyklus  [i4^^]  die  entsprechenden  <i[^'<^<s'^  bekannt  sind.  Ter- 
wandeln  sich  bei  der  Translation  X,  die  den  Punkt  l^^^']  nacb 
0  bringt,  die  Speere  tf,tf/  bezw.  in  die  durch  0  gehenden  Speere 
t^t/,  und  ist  9i'  die  Rotation  um  0,  welche  die  r,-  in  die  t/  fiber 
führt,  so  erhält  man  zu  einem  beliebigen  Speer  c^  den  ihm  ver- 
möge 81  entsprechenden  leicht  aus  der  Beziehung 

27.  Es  gibt  eine  und  nur  eine  komplexe  Bewegung  S,  die 
3  gegebene  Speere  <X|-,  von  denen  keine  zwei  syntaktisch  sind, 
in  drei  ebensolche  er/  überfäbrt.  Der  Beweis  hierfür  und  zugleich 
die  Konstruktion  des  Speeres  a^,  der  einem  beliebig  gegebenen 
Speer  c^  vermöge  93  entspricht,  ergibt  sich,  indem  man  zunächst 
die  Pfeile  [AS]  und  [-4' 5']  der  durch  die  Tripel  er,-  und  tf,' 
definierten  Zyklen  ermittelt  (Nr.  16).  Yermöge  der  Translation 
I,  die  den  Punkt  [AS]  in  [A'B']  überfahrt,  verwandele  sich 
der  Speer  ct,-  in  <t/'.  Die  Rotation  81,  die  das  Tripel  ^i^'^^'^  in 
tf^tfjtfj  überführt  (Nr.  26),  bringt  dann  den  Speer  cf^'  in  die  ge- 
suchte Lage  a^  und  es  ist  93  =«  XSt. 

28.  Da  jede  direkte  reelle  Kreisverwandtschaft  auf  der 
Kugel  %  zwei  reelle  Fixpunkte  besitzt,  die  im  besonderen  koin- 
zidieren  können,  so  läßt  jede  komplexe  Rotation  i  a.  zwei  ver- 
schiedene Speere  <x,  r  fest,  und  die  Gerade  (<t,  t)  ist  die  Rotations- 
achse. Zu  jeder  komplexen  Bewegung  93,  die  keine  Translation 
ist,  gibt  es  also  i.  a.  zwei  tmd  nur  zwei  verschiedene  Bündel  syn- 
taktischer Speere,  die  vermöge  93  invariant  bleiben;  koinzidieren 
diese  Bündel  in  eines,  so  nennen  wir  die  Bewegung  93  paraholisdi. 

29.  Bezüglich  der  Fixspeere  einer  beliebigen  Bewegung  8, 
also  der  bei  93  festbleibenden  Minimalebenen,  fließen  aus  den  be- 
kannten Eigenschaften  des  Koefflzientensystems  i^ißiyi  (^^*  ^T) 
leicht  folgende  Tatsachen: 

Damit  die  Bewegung  93  parabolisch  sei,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß  man  habe: 

(^^  «1  +  A  +  y«  -  3i 


Li 
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ohne  daß  die  Zahlen  «r^,  ß^^  y^  alle  drei  gleich  i  sind.  Diese 
letztere  Annahme  ist  fOi  die  Translation  charakteristisch.  Jede 
parabolische  Bewegung  läßt  ein  und  nur  ein  Bündel  ß  nyntsk- 
tischer  Speere,  aber  im  allgemeinen  keinen  Speer  invariant 
(„parabolische  Bewegung  erster  Art"),  da  sie  das  Bündel  ß  trans- 
latorisch in  sich  verschiebt.  Es  gibt  cx>^  solcher  parabolischer 
Bewegungen,  die  ein  gegebenes  Bündel  ß  in  sich  transformieren. 

Im  besonderen  kann  eine  parabolische  Bewegung  jeden  Speer 
eines  syntaktischen  Bündels  stehen  lassen  („parabolische  Bewegung 
zweiter  Art^^).  Jedes  Bündel  ß  bleibt  bei  oo^  Bewegungen  dieser 
Art  ungefindert 

umgekehrt  ist  jede  Bewegung,  die  ein  Bündel  syntaktischer 
Speere  translatorisch  in  sich  verschiebt,  entweder  eine  Trans- 
lation oder  eine  parabolische  Bewegung  erster  Art,  femer  jede 
Bewegung,  die  die  Speere  eines  syntaktisdien  Bündels  einzeln  fest- 
Iftßt,  entweder  eine  Translation  oder  eine  parabolische  Bewegung 
zweiter  Art. 

30.  Jede  Bewegung  9,  die  der  Bedingung  (8)  nicht  genügt, 
besitzt  zwei  verschiedene  invariante  Bündel  syntaktischer  Speere 
und  innerhalb  eines  jeden  derselben  je  einen  Fixspeer  c  bezw.  r. 
Die  komplexe  Gerade  (er,  r)  ist  die  „Schraubungsachse"  der  Be- 
wegung. Die  Speere  jedes  der  beiden  Bündel  werden  durch  je 
eine  direkte  Ähnlichkeitstransformation  31  bezw.  K'  unter  sich 
vertauscht;  d.  h.  entspricht  vermöge  16  dem  zu  a  syntaktischen 
Speer  öi  der  Speer  ai  und  dem  zu  t  syntaktischen  Speer  ti  der 
Speer  t/,  so  sind  die  Paralleldreikante  (rcr,(r/  alle  unter  sich 
direkt  ähnlich,  und  gleiches  gilt  von  den  Dreikanten  tt/t/.  Über- 
dies sind  diese  letzteren  Dreikante  den  ersteren  direkt  ähnlich, 
d.  h.  die  Ähnlichkeitstransformationen  81,  Sl^  sind  inver$. 

Aus  diesen  Bemerkungen  folgt  leicht  die  Konstruktion  der 
Fizspeere  einer  Bewegung,  die  wie  in  Nr.  27  definiert  ist. 

31.  Es  gibt  00'  komplexe  Bewegungen,  die  zwei  gegebene 
Bündel  syntaktischer  Speere  vermöge  gegebener  direkter  Ähnlich- 
keitstransformationen 9i  bezw.  8l'»9l~^  in  sich  transformieren; 
m.  a.  W.  es  existieren  00^  Bewegungen,  die  2  gegebene  Spewe 
(T,  t  festlassen  und  einen  gegebenen  zu  a  syntaktischen  Speer  c^ 
in  einen  ebensolchen  6^  verwandeln,  unter  diesen  Bewegungen 
befindet  sich  eine  Botation  9t,  und  alle  übrigen  haben  die  Form: 
91Z  =  XK,  wo  X  irgendeine  der  00^  komplexen  Translationen 
bedeutet,  die  die  Speere  beider  Bündel  einzeln  festlassen. 


400  £•  ▼<>■  Wnn: 

32.  Um  die  Rotation  K  aus  den  Daten  der  vor.  Nr.  zu 
konstmieren,  stellen  wir  K  in  der  Form  ZK'X"^  dar,  wo  Z 
irgend  eine  Translation,  die  tf  und  x  in  zwei  durch  0  gehende 
Speere  verwandelt,  also  tt'  eine  Rotation  um  0  bedeutet  Die 
Aufgabe  ist  dann  auf  die  folgende  zur&okgef&hrt:  Von  einer 
Rotation  8t,  die  den  Koordinatenanfang  0  fest  Iftßt,  kennt  man  die 
beiden  Fizspeere  tf,  t  und  die  Ahnlichkeitstransformationen  S  und 
%'  I—  %~  \  durch  welche  die  zu  6  und  r  syntaktischen  Speere  unter 
sich  vertauscht  werden;  man  sucht  die  direkte  Kreisverwandtediaft  F, 
welche  der  Rotation  tt  auf  der  EugelfiAche  sc  entspridit. 

Zur  Losung  dieser  Aufgabe  dient  folgende  Tatsadie:  Es  gibt 
auf  %  stets  zwei  und  nur  zwei  diametrale  Punkte  Px-^S)  ^®  ^^^ 
einer  gegebenen  Kreisverwandtsohaft  V  wieder  in  zwei  diametrale 
Punkte  n^IIf  verwandelt  werden;  P^  und  P,  sind  die  Fixpunkte 
der  direkten  Kreisverwandtsohaft 

CVCV'\ 

wo  C  die  indirekte  Kreisverwandtschaft  bedeutet,  die  jeden  Kugel- 
pimkt  in  den  diametralen  verwandelt  Die  Punkte  PjPg  sind  zu 
den  Punkten  n^II^  symmetrisch  hinsichtlich  der  Mittelebene  e 
der  beiden  Speere  <x,  x.  Indem  man  nun  jedem  zu  a  syntaktischen 
Speer  seinen  Schnittpunkt  mit  e  zuordnet,  entspricht  der  Ähnlichkeits- 
transformation  9  eine  gleichfalls  mit  S  zu  bezeichnende  Ahnlich- 
keitstransformation  der  Ebene  e  in  sich.  Ist  ^  die  in  e  liegende 
Gerade,  welche  durch  0  geht  und  0  und  t  senkrecht  schneidet, 
so  gibt  es  auf  e  unendlich  viele  Punktepaare  FP'  derart,  dafi 
P'  dem  Punkte  P  vermOge  %  zugeordnet  ist  und  die  Verbindungs- 
linie PP'  auf  g  senkrecht  steht  Der  Ort  von  P  bezw.  P'  ist 
je  eine  durch  0  gehende  (jerade  h  bezw.  h\  Die  Ebenen  (A,  c) 
und  (h\  t)  schneiden  sich  dann  in  der  Geraden  PiP^.  Die  Kreis- 
verwandtschaft V  ist  jetzt  mehr  als  bestimmt,  denn  man  kennt 
von  ihr  die  Fixpunkte  (d.  L  die  Austrittspunkte  der  Speere  tf,  t) 
und  die  beiden  Paare  entsprechender  Punkte  PiTI^- 

33.  Wenn  die  Speere  (T,  t  entgegengesetzt  sind,  so  wird  die 
vorige  Konstruktion  hinföllig,  da  jetzt  die  Punkte  P^  und  U^  in 
den  Austrittspunkt  von  <x,  P^  und  i^  in  den  von  t  koinzidieren. 
Es  Hegt  dann  eine  komplexe  Rotation  8t  mit  reeller  Achse  vor. 
Es  bedeute  nunmehr  e  die  durch  0  gehende  zu  c  und  r  senkrechte 
Ebene.  Indem  man  jedem  zu  tf  oder  t  syntaktischen  Speer 
seinen   Durchstoßpunkt   mit   e   entsprechen  lfi£t,  bestimmen  die 
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gegebenen  Ähnlichkeitstransformationen  %  und  9'  zwei  Ähnlichkeits- 
transformationen  V,  und  81'  der  Ebene  e  in  sich.    Wird  der  Punkt 
JP^  vermSge  8  in  Pj,  yermöge  8'  in  P/  verwandelt,  so  sind  die 
Dreiecke  OPtP'i  alle  unter  sich  direkt  und  den  Dreiecken  OP'i'Pi 
invers    Shnlich,  sodaß   also  die  Punktepaare  P'iPi    auf  je  einer 
durch   O  gehenden  Geraden  liegen.     Dem  reellen  Punkt  P^  ent- 
spricht  yermOge  8t  der  Zyklus,  dessen  Äquator  die  Ebene  e  in 
den   Punkten  P't  und  P'i    senkrecht  schneidet  und  so  orientiert 
ist,  daß  seine  Tapgente  in  P'i  zu  <t,  in  P'i   zu  t  syntaktisch  ist. 
Analoges   gilt  natürlich   fftr  jede  zur  Botationsachse  senkrechte 
Ebene,    sodaß  der  komplexe  Punkt,  in  den  ein  gegebener  reeller 
Punkt  vermöge  8t  übergeht,  sofort  konstruiert  werden  kann. 

Um  jetzt  zu  einem  beliebigen  Speer  s  den  ihm  vermöge  9t 
entsprechenden  s'  zu  konstruieren,  wähle  man  auf  s  zwei  reelle 
Punkte  und  ermittele  die  ihnen  entsprechenden  Zyklen,  sowie 
deren  gemeinsame  Speere  s\  t'  (Nr.  14);  unter  diesen  ist  der 
gesuchte  s'  dadurch  kenntlich,  daß  er  auch  dem  durch  5,  <t,  t  be- 
stimmten Zyklus  angehört. 

34«.  Sind  zwei  Speertripel  ^i^^^^i  und  ^\'^*^'^'^  gegeben,  sodaß 
0j  zu  (^2  ^^^  ^1  2^  ^'%  syntaktisch  sind,  so  existieren  cx>'  Be- 
wegungen 93,  die  ^i  bezw.  in  die  cri-  verwandeln.     Ist  nämlich  8t 
irgend  eine  der  Botationen,  welche  die  Speere  <t^  in  drei  bezw. 
za  tf^tf^^s  syntaktische  Speere  ^x^'^^'i  überftlhrt,  so  gibt  es  inner- 
halb des  Speerbündels  /3,  das  tf^  und  <;^  enthält,  eine  und  nur 
eine  direkte  Ähnlichkeitstransformation,  die  fi'l  in  (T^  und  tf^'  in  tf^ 
Torwandelt;  die  dazu  inverse  Ähnlichkeitstransformation,  welche 
das  zu  ^3  syntaktische  Bündel  y  in  sich  transformiert  und  dabei 
tf^'  in  die  Lage  tf^  bringt,  ist  dann  vollständig  bestimmt.     Nach 
^T.  31  existiert  also  eine  Botation  9t',  vermöge  deren  die  (T^  in 
die  tfi  übergehen,  und  jene  00'  Bewegungen  16  sind  alle  von  der 
IPoTm  9l9t'X,  wo  %  eine  der  00'  Translationen  bedeutet,  die  die 
Speere  der  Bündel  /3  und  y  einzeln  fest  lassen.     Für  den  Fall, 
^  die  Schnittfigur  der  4  Speere  ^^i^^t^i^t  ^^  einer  beliebigen 
Ebene  ein  Parallelogranmi  bildet)  ist  statt  9t'  eine  leidit  zu  er- 
ndttelnde  komplexe  Translation  zu  wählen. 

Sind  die  drei  Speere  ^^^^^^  und  ebenso  ^\is'^^'^  syntaktisch, 
80  ist  die  Überführung  des  ersten  Tripels  in  das  zweite  dann  und 
ntir  dann  möglich,  wenn  die  beiden  Dreikante  tf,.  und  tf^  direkt 
iWch  sind;  es  gibt  in  diesem  Falle  00*  Bewegungen,  die  diese 
überföbnmg  leisten. 
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Die  geometrische  Definition  -der  Doppeldifferenz  ist  aach  an* 
wendbar,  wenn  das  Qnadnipel  ein  oder  zwei  Paare  antitaktischer 
Speere  enthält.  Denn  ist  z.  B.  tf^  zu  0^  antitaktisch,  so  verstehe 
man  nnter  If  irgend  einen  Punkt  von  6^,  unter  i^  seine  Vertikal- 
projektion auf  tf^;  dann  wird  der  Ausdruck  Dq  offenbar  von  der 
Wahl  des  Punktes  I^  ganz  unabh&ngig. 

38.  Die  Doppeldifferenzen  des  Speerquadmpels  h&ngen  mit 
den  komplexen  Momenten  Mf^  durch  folgende  Relationen  zusammen: 


(0 


2), U-4-M,-^^M,) 


Diese  Belationen  lassen  sich  nach  ^  und  ^  auflösen,  d.  h.  die 
Momente  Mj^  können  als  lineare  homogene  Ausdrücke  der  Größen 
DqDi  Df  dargestellt -werden,  deren  Eoefßzienten  Bichtungsinvarianten 
sind.  Eine  Ausnahme  findet  nur  in  dem  Falle  statt,  daß  die 
Gleichungen  bestehen 

Po       Pi       Pt ' 

von  denen  jede  die  andere  zur  Folge  hat  und  die  ausdrückan,  daß 
eines  der  drei  Doppelverhftltnisse  ^j^  und  infolge  dessen  alle  drei 
reell  sind,  also  die  4  auf  der  Einheitskugel  %  liegenden  Austrittfi- 
punkte  F^  der  durch  0  zu  den  Cj^  syntaktisch  gezogenen  Speere  t^ 
demselben  Eugelkreise  angehören.  Bezeichnen  wir  in  diesem 
letzteren  Falle  das  Quadrupel  Cj^  als  ,^eziell^,  so  können  wir 
sagen: 

Für  ein  äügememes  Quaämpd  tnm  Speeren  wird  das  voUe 
System  absoluter  Invarianten  gegenüber  der  Gruppe  1^,  äüer  kom- 
plexen Bewegungen  durch  irgend  zwei  von  den  MÖBiusschen  Doppd- 
verhäUnissen  und  Doppdwinkdn  des  sphärischen  Vierecks  Pj^PfP^P^ 
und  durch  irgend  zwei  der  Boppdäiffaenzen  DqD^D^  dargeslM^ 

39.  Wir  betrachten  jetzt  ein  spezielles  Speerquadrupel  c^cfyif^ 
und  nehmen  zunftchst  an,  daß  der  Kugelkreis  £*,  der  die  vier 
Punkte  Pj^  enthält,  kein  Großkreis  sei,  d.  h.  daß  die  4  Speere  c^ 
nicht  zu  ein  und  derselben  reellen  Ebene  parallel  laufen.  Es 
bedeute  P  das  auf  der  kleineren  Kalotte  von  x  liegende  sph&rische 
Zentrum  des  Kreises  £*,  t^  den  Kosinus  des  sphärischen  Badius 
von  JT,  c  den  Speer  OP,  e  irgend  eine  zu  tf  senkrechte  reelle 
Ebene,    Qk    ihren   Durchstoßpunkt    mit    dein    Speer   Gk^   ci  die 
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Vertikalprojektion  von  öjt  auf  die  Ebene  e^  endlieh  Ok  den  in  e 
liegenden,  dttrch  Qk  gehenden  und  zu  ai  senkrechten  Speer, 
dessen  Richtung    so    gewählt  ist,    daB  die  Aufeinanderfolge  der 

3  Speere  CkCi'c  dem  Koordinatenkreuz  XYZ  analog  orientiert 
erscheint.  Zerlegt  man  dann  das  komplexe  Moment  Mj^  in  seinen 
reellen  und  imaginären  Bestandteil: 

und  bezeichnet  mit  Da  bezw.  D'k  die  den  Da  analog  gebildeten 
DoppeldifTerenzen  der  beiden  Speerquadrupel  a^^ö^a^öi  und  ^lO^'^^^'i, 
so  findet  man  leicht  die  Beziehungen: 

(2)  jfi.(i^t^-.5o|A^^'^^2)A 

(3)  Jtf;-f(l-S*)-»^Di' 

Do  :  Dl :  D^  ^  DqZ  D[ :  D^  -==  B'^  :  D^' :  D^'  «i>o  -i'i  'P%  - 

Für  ein  spezielles  Quadrupel  von  Speeren,  die  nicht  derselben 
reellen  Ebene  parallel  sind,  besteht  also  das  volle  System  absoluter 
Xnyarianten  aus  irgend  einem  der  drei  reellen  Doppelverhältnisse  8j^ 
und  einem  der  3  Zahlenpaare: 

40.  Diese  reell-geometrische  Deutung  der  Invarianten  eines 
speziellen   Quadrupels    versagt   dann   und   nur   dann,   wenn   die 

4  Speere  tfj^  derselben  reellen  Ebene  e  parallel  sind.  Ist  jetzt  ^^ 
die  zu  e  parallele  durch  Cj^  gehende  Ebene,  Q^  ihr  Durchstoßpunkt 
mit  irgend  einem  zu  e  senkrechten  Speer  tf,  so  wird  Da  «»  Da  und 
an  Stelle  von  (3)  tritt  die  Gleichung 


H 


^^         o  •  f  (13)     .  t  (24) 
2  am*  ^~  •  sm*  ^-^ 
2  2 


sowie  die  durch  zyklische  Yertauschung  von  1,  3,  3  hieraus  her- 
vorgehenden Relationen  fOr  M'^  und  M'^ .  Hierin  bedeutet  H 
den  Ausdruck: 

■ff-^(-l)**'+'«»«.8in(jP3)i 

QkQi  ^^  ^^^  positive  oder  negative  Strecke,  je  nachdem  die  von 
Qj^  nach  Q^  weisende  Richtung  mit  der  von  tf  übereinstimmt  oder 
nicht;  ferner  soll  sin  (jßq)  den  positiven  oder  negativen  Sinus  des 
Winkels  der  Speere  6^  und  6^  bedeuten,  je  nachdem  die  3  Speere 
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tf^tf  <y  dem  Koordinatensystem  analog  orientiert  sind  oder  nicht 
Die  Indices  klpq  stellen  jedesmal  eine  Permntation  der  Ziffera 
12  3  4  Tor,  und  die  Summe  erstreckt  sich  auf  6  Glieder,  indem 
jedes  der  Paare  kl  und  j?^  die  6  Annahmen 

12,  13,  14,  23,  34,  42 

durohlänft. 

Damit  sind  fEbr  4  Speere  tf^,  von  denen  keine  zwei  syntak- 
tisch sind,  die  absoluten  Invarianten  gegenüber  der  Gmppe  r\] 
in  allen  Fällen  durch  Grrößen  von  geometrisch  einfacher  Bedentung 
dargestellt. 

41.  Aus  diesen  Resultaten  folgt  nebenbei:  Gehören  4  Speere 
demselben  Zyklus  an^  so  verschwinden  alle  ihre  Doppeldifferenzen. 
Dieser  Satz  ist  umkehrbar,  wenn  das  Quadrupel  nicht  speziell 
ist;  in  diesem  letzteren  Falle  gehören  die  4  Speere  dann  und  nur 
dann  demselben  Zyklus  an,  wenn  außer  den  Doppeldifferenzen 
Da  (und  Da)  auch  noch  die  oben  definierten  Doppeldifferenzen 
Dk  (bezw.,  falls  die  6/^  derselben  Ebene  parallel  sind,  der  Aus- 
druck H)  verschwinden.  Femer  folgt:  Damit  4  Speere  tf^  durch 
komplexe  Bewegung  in  4  Speere  derselben  reellen  Ebene  überführ- 
bar  seien,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  das  Quadrupel 
speziell  sei  und  die  Doppeldifferenzen  Da^  (bezw.  der  Ausdruck  H) 
verschwinden.  ^) 

42.  Vier  Speere  6^^  von  denen  zwei,  etwa  c^  und  <%,  syn- 
taktisch sind,  besitzen  gegenüber  der  Gruppe  I\|  bloß  noch  2  un- 

1}  Dicgenige  Untergruppe  r«  unserer  r^i,  welche  die  Speere 
einer  reellen  Ebene  e  unter  sich  vertauscht,  ist  auch  Untergruppe  der 
LiBflchen  I^^  reeller  Berühzungstransformationen,  die  alle  Kreise  in 
Kreise  überführen.  Diese  Speertransformationen  der  Ebene  e  hat 
£.  Laoubrrb  (Recherches  sur  la  G^omätrie  de  Direction,  Paris  1885) 
unter  dem  Namen  ,,tran8formations  par  directions  räciproques^^  studiert, 
ohne  jedoch  obigen  Zusammenhang  zu  erkennen.  (Vgl.  hierüber 
C.  Stbphahos,  Par.  C.  R.  92,  p.  1195  (1881)).  Die  erzeugende  Trans- 
formation Laoüsbbbs  ist  einfach  die  Spiegelung  an  der  komplexen 
Ebene 

worin  aß  yd  reelle  Zahlen  bedeuten  und  die  Ebene  e  als  a;y- Ebene 
gew&hlt  ist.  Vier  Speere  <r^  der  Ebene  e  besitzen  gegenüber  dieser 
LAocxBisschen  r,  zwei  Invarianten,  n&mlich  eines  der  3  reellen  Zahlen- 
paare (^^,  D^).  Die  Invariante  D^  bezeichnet  Lulodubb  als  ^^oi^Sfi' 
tade'*  des  Quadrupels  CtC^e^ö^  (BiA.  Soc.  Math.  8,200  (1880)). 
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abh&ngige  reelle,  also  eine  komplexe  Inyariaiite,  för  die  man  den 
Ansdmck 

w&hlen  kann,  w&hrend  das  komplexe  Moment  M^  illusoriscli  wird. 
Setzen  wir  femer 

so  wird  die  Doppeldifferenz  D^  gleich  —  M'\  dagegen  Bq  und  D^ 
unbestimmt.  Es  seien  wie  früher  P-^P^P^  die  auf  der  Kugel  x 
gelegenen  Austrittspunkte  der  Speere,  die  durch  0  zu  <s^(5^(5^ 
syntaktisch  gezogen  werden,  femer  P  ein  reeller  Punkt  auf  (T^, 
P'  seine  Vertikalprojektion  auf  c^.  Zieht  man  durch  den 
Engelpunkt  P^  zu  dem  Speer  PP'  einen  syntaktischen  Speer,  so 
berührt  dieser  die  Kugel  x  in  P^,  bestimmt  also  einen  zu  dem 
Punkte  Pj  unendlich  benachbarten  Punkt  P^  der  Kugelfläche  x. 
Dann  ist  der  Arcus  der  komplexen  Invariante  M  gleich  einem 
der  MöBiusschen  Doppelwinkel  des  sphärischen  Vierecks  P^P^P^P^, 
Wir  betrachten  weiterhin  den  Fall,  daß  0^  zu  6^  und  ebenso 
tf,  scu  i$^  syntaktisch  ist.  Da  es  00^^  solcher  Quadrupel  gibt  und 
jedes  derselben  00'  komplexe  Bewegungen  (Translationen)  ge- 
stattet, so  existieren  auch  in  diesem  Falle  2  unabhängige  reelle, 
also  eine  komplexe  Invariante,  für  die  wir  unter  der  Annahme 
daß  die  Zahlen  u^v^w^^  bezw.  gleich  u^v^w^  und  u^v^w^  gleich 
^4 ^4^4  sind,  den  Ausdruck 

^ PS] 

w&hlen  können.  Bezeichnet  d  den  Abstand  der  Speere  (TjCTj» 
d'  den  der  Speere  tfjtf«,  co  den  Winkel  der  beiden  Richtungen  a^ 
und  tfj,  so  findet  man  für  den  absoluten  Betrag  von  J  den  Wert 


coso 

Haben  die  auf  der  Kugel  %  liegenden  Punkte  P^,  P3  die  oben 
erklärte  Bedeutung  und  sind  P,  Q  beliebige  Punkte  auf  tf^  bezw.  «r^, 
P^,  Q'  ihre  Vertikalprojektionen  auf  c^  bezw.  tf^,  bestinmit  man 
femer  auf  der  Kugelfläche  x  die  zu  P^  bezw.  P^  unendlich  be- 
nachbarten Punkte  Pj  bezw.  P^  so,  daß  die  Speere  P^P^  und 
PzP4,  ZU  den  Speeren  PP^  bezw.  QQ'  syntaktisch  sind,  so  ist 
der  Arcus  der  komplexen  Invariante  J  gleich  einem  der  Mömcs- 

Math.-phys.  EImm  1908.  28 


408  S-  ▼ox  Wkbie:  Db  kohfiszev  BmwjtavnawK. 

flcben  Doppelwinkel  des  sph&ruchen  Viereoks  P^Pj^P^P^.  d.  h.  bis 
aufs  Zeichen  gleich  dem  Winkel,  den  der  durch  P^  gehende  nnd 
den  Speer  P^P^  berührende  orientierte  Engelkreis  mit  dem  Speer 
P^P^  büdet. 

Damit  ein  Speerqnadrupel  ^i^^^a^^  in  dem  die  drei  ersten 
(resp.  alle  vier)  Speere  syntaktisch  sind,  in  ein  analoges  Qiiadmpel  slt 
durch  komplexe  Bewegung  überfOhrbar  sei,  ist  nach  Nr.  34  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  die  Paralleldreikante  <fi(fffft  und 
^1^9  ^8  (^^P*  ^^  betreffenden  Vierkante)  direkt  timlich  seien. 
Als  Invarianten  eines  derartigen  Quadrupels  erweisen  sich  sonacb 
die  in  den  betreffenden  Dreikanten  (resp.  Vierkanten)  auftretenden 
Fl&chenwinkel. 

Durch  die  Betrachtungen  dieser  Nr.  sind  auch  fOr  alle 
diejenigen  Fälle,  in  denen  unter  den  gegebenen  4  Speeren  syn- 
taktische vorkommen,  die  Quadrupelinvarianten  geometrisch 
charakterisiert. 

München,  im  Oktober  1903. 


Drookfemg  trklftrt  11.  X  1904] 
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IN  DER  ÖFFENTLICHEN  GESAMTSITZUNG 
ZUR  FEIER  DES  TODESTAGES  LEIBNIZENS 


AM  14.  NOVEMBER  1903 


JOHANNES  WISLIGENÜS  tok  W.  Oitw^ld,  o.  m. 
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Johannes  Wislicenns. 

Von 
W.  Ostwald. 

Hochgeehrte  Versammlung! 

Indem  ich  mich  anschicke,  erhaltenem  AtdPtarage  gem9ifi  Worte 
der  Erinnerong  und  des  Dankes  an  unseren  dahingeschiedenen 
JoHAKNss  WisiiiOEKüS  ZU  Sprechen,  fOhle  ich  lehhafl;,  wie  wenig 
diese  Worte  Ihnen  sein  können.  Ist  doch  niemand  in  diesem 
Kreise,  der  dem  Verewigten  nicht  persönlich  nahe  gestanden  hfttte, 
sind  doch  viele  unter  uns,  die  ihn  Freund  nennen  durften.  In 
aU  diesen  Herzen  lebt  ein  so  frisches  und  reiches  Bild  des  Ver- 
ewigten, daß  es  eine  undankbare  und  vergebliche  Mühe  wl&re, 
dieses  Bild  noch  frischer  und  reicher  gestalten  zu  woUen.  Ja, 
auch  dem  Femerstehenden,  der  nur  ein-  oder  das  anderemal  mit 
WiSLXOBMiJS  zusammengetroffen  sein  mag,  hat  sich  sein  Bild  jedes- 
mal immer  tiefer  eingeprftgt,  denn  er  gehörte  zu  den  M&nnem, 
die  geistig  und  leiblich  sich  auf  den  ersten  Blick  aus  ihrer  Um- 
gebung hervorheben. 

Aber  die  Gesellschaft  der  Wissenschaften  hat  eine  weiter- 
reichende Aufgabe  zu  erfOUen.  Es  handelt  sich  nicht  nur  darum, 
dem  langjährigen  Mitgliede,  dem  Manne,  der  in  arbeitsreichen 
und  verantwortungsvollen  Zeiten  die  höchste  Würde  bekleidet  hat, 
die  sie  vergeben  kann,  in  feierlicher  Versanmilung  den  letzten 
Dank  für  aUe  die  Arbeit  und  Förderung  nachzurufen,  die  er  ihr 
erwiesen  hat.  Es  gilt  vielmehr,  auch  den  nachwachsenden  Oe- 
sohlechtem  das  Bild  dieses  Mannes  lebendig  zu  halten,  und  durch 
die  Würdigung  dessen,  was  er  der  Wissenschaft  und  unserer  Ge- 
sellschaft geleistet  hat,  etwas  zu  der  Dauerwirkung  beizutragen, 
die  ein  jeder  von  uns  an  seinem  Teile  erstrebt 

Beicher  und  mannigfaltiger  als  sonst  ein  Gelehrtenleben, 
haben  sich  die  Schicksale  von  Johamkbs  Wisucsnüs,  namentlich 


412  W-  Obtwald: 

der  ersten  Hftlfte  seines  Lebens  ^  gestaltet  Als  Sohn  des  luthe- 
rischen Pfarrers  Gustav  Adolf  Wisugenüs  wurde  er  am  24.  Juni, 
dem  Johannistage  des  Jahres  1835,  zu  Klein -Eiohstftdt  geboren. 
Fast  ein  jeder  von  uns  hat  im  Yorftberfahren  von  der  Thüringer 
Eisenbahn  aus  einen  Blick  auf  das  bescheidene  Dörfchen  an  der 
Saale  geworfen,  wenn  bei  den  gemeinsamen  Fahrten  nach  Kosen 
WiSLiOENUS  mit  sichtbarer  Freude  uns  die  Statten  seiner  glflck- 
liehen  Kindeijahre  wies.  Im  Jahre  1841  siedelte  die  Familie 
nach  dem  nahen  Halle  über,  wo  der  Vater  ein  Pfarramt  an  der 
Neumarktkirche  übernommen  hatte.  Seine  freisinnige  Gresinnung 
und  deren  offene  Bet&tignng  brachten  ihn  mit  der  vorgesetzten 
KirchenbehOrde  in  Konflikt;  1846  wurde  er  wegen  unchristlicher 
Ansichten  seines  Amtes  enthoben,  und  1853  wurde  er  wegen 
eines  Werkes,  „Die  Bibel  im  Lichte  der  Bildung  unserer  Zeii^, 
lu  zwei  Jahren  Oefftngnis  verurteilt 

Man  kann  sich  leicht  vorstellen,  welchen  Bindruck  diese 
Ereignisse  auf  den  feurigen  und  geistvollen  Jüngling  nuM^toi. 
Johannes  hatte  inzwischen  die  Realschule  der  Franckeschen  Stif- 
tungen in  Halle  durchgemacht  und  seine  naturwissenschaftlichen 
Studien  an  der  Halleschen  ünivenrit&t  begonnen,  als  zu  den 
Sorgen  und  Entbehrungen,  denen  die  große  Familie  des  stellenlosen 
Pfarren  ausgesetzt  gewesen  war,  noch  dies  Äußerste  trat  Hier 
galt  es,  das  ungewöhnliche  zu  wagen.  Gustav  Adolf  WiBucBiitre 
entzog  sich  der  drohenden  Kerkerhaft  durch  die  Flucht  nadi 
Amerika,  und  JoHAimBS  hatte  die  Familie  dem  Vater  nachzubringen. 
Dieser  Aufgabe  stellten  sich  F&hrlichkeiten  aller  Art  entgegen; 
so  brach  auf  dem  Schiffe  w&hrend  der  Fahrt  die  Cholera  aus, 
und  es  mußte  nach  England  zurüdckehren;  dort  versiegten  die 
kargen  Mittel  der  Famüie,  und  der  fast  noch  in  den  Knabenjaluren 
stehende  Jüngling  hatte  einen  Lebenskampf  zu  bestehen,  dem 
mancher  Mann  unterlegen  ^re.  Er  hat  ihn  erfolgreich  bestanden, 
und  die  früh  unter  schwerer  Verantwortung  bewfthrte  mSnnliche 
Beife  und  Energie  erklärt  uns  den  Zauber,  der  von  seiner  Per- 
sönlichkeit ausging. 

In  Amerika  war  es  wieder  der  junge  Johanhbs,  auf  dessen 
Schultern  die  Sorge  um  die  Familie  in  der  Hauptsache  lag.  Die 
kaum  erworbenen  chemischen  Kenntnisse  mußten  hierfür  die  Mittel 
bieten:  als  Assistent  des  Professors  Hobsfobd  in  Cambridge  bei 
Boston  und  später  als  Leiter  eines  selbständigen  üntersnchungs- 
laboratoriums  in  New -York  suchte  er  sein  Wissen  zu  verwerten. 
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Nach  zwei  Jahren  wurde  es  der  Familie  ermöglicht,  nach  Europa 
zurftokznkehren.  Zwar  Deutschland  blieh  dem  Vater  verschlossen, 
so  wurde  Zürich  zum  Aufenthalt  gew&hlt.  Johannes  aber  ging 
nach  Halle  zu  seinem  Lehrer  Heintz  zurück,  dessen  Privatassistent 
er  schon  vor  der  Eeise  gewesen  war,  beendete  dort  seine  Studien, 
erwarb  auf  Grund  einer  eipenmentellen  Arbeit  über  ein  basisches 
Zersetzongsprodukt  des  Aldehydammoniaks  im  Jahre  1859  den 
Doktorgrad  und  betrieb  darauf  seine  Habilitierung  an  der  üni- 
▼arsit&t 

Diese  sollte  ihm  indessen  nur  unter  der  Bedingung  gestattet 
werden,  dafi  er  sich  aller  öffentlichen  politischen  Tätigkeit  ent- 
hielte. WiSLiosNUS  wies  diese  seinem  Freiheitssinne  unerträgliche 
Zumutung  zurück  und  wendete  sich  wieder  nach  Zürich,  wo  er 
im  folgenden  Jahre  sich  für  das  Fach  der  Chemie  habilitierte. 
In  schneller  Folge  erhielt  er  Lehrauftiilge  an  der  kantonalen 
Industrieschule,  an  der  Universität  und  schließlich  am  eidgenös- 
sichen  Polytechnikum  zu  Zürich;  1871  wurde  er  Direktor  dieser 
Anstalt,  nachdem  er  1867  zum  ordentlichen  Professor  an  der 
Umversitftt  ernannt  worden  war.  Im  Jahre  1872  konnte  er  mit 
hohen  Ehren  in  sein  Vaterland  zurückkehren;  in  dessen  eben  er- 
reichter Einheit  er  die  Träume  und  Hoffiiungen  seiner  Jugend 
verwirklicht  fond,  indem  er  als  Nachfolger  Stbeckebs  auf  den 
Lehrstuhl  der  Chemie  in  Würzburg  berufen  wurde.  Im  Jahre 
1885  endlich  wurde  er  der  Nachfolger  Eolbes  am  chemischen 
Universit&tslaboratorium  in  Leipzig.  So  hatte  das  Schicksal  ihn 
nach  weiten  Umwegen  wieder  in  die  nächste  Nähe  des  Ortes 
seiner  Greburt  imd  seiner  ersten  Studien  geführt  und  den  Kreis 
seines  Lebens  räumlich  geschlossen. 

Gemahnen  uns  in  dieser  Lebensgeschichte  die  Ereignisse  der 
Jugend  an  Zeiten,  die  wir  jüngeren  uns  längst  im  Nebel  der 
Feme  zu  betrachten  gewöhnt  haben,  so  ennnem  uns  auch  die 
wissenschaftlichen  Arbeiten  aus  Wislicenus'  Jugend  an  Zeiten, 
die  dem  Bewußtsein  des  heutigen  Chemikers  noch  weiter  zurück- 
zuliegen scheinen  als  jene  Ereignisse  der  politischen  Geschichte. 
Denn  die  Chemie  hat  in  dem  halben  Jahrhundert,  welches  seit 
jenen  Arbeiten  vergangen  ist,  schnellere  Fortschritte  gemadiit  als 
irgend  eine  der  benachbarten  Wissenschaften.  War  doch  eben 
erst  durch  die  glanzvollen  Arbeiten  der  LiSBioschen  Epoche  die 
organische  Chemie  als  eigene  Wissenschaft  begründet  worden,  die 
dann  in  imwiderstehlichem  Vordringen  sich  bald  der  gesamten 
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Chemie  bemächtigen  sollte,  um  erst  wieder  in  unseren  Tagen 
zögernd  in  die  Beihe  der  Schwestergebiete  znr&ckzutreten,  durch 
deren  gleichförmiges  und  gemeinsames  Zusammenwirken  allein  die 
chemische  Wissenschaft  ein  dauernd  lebensfähiger  Organismus  wird. 

Wir  besitzen  yon  WiauoEinis'  eigener  Hand,  in  seiner  Denk- 
schrift auf  seinen  Lehrer  und  Freund  Hbintz,  eine  lebendige 
Schilderung  der  eifrigen  Kämpfe,  die  damals  zwischen  alter  und 
neuer  Chemie  tobten,  und  die  wie  immer  zu  einem  Siege  des 
Neuen  fahrten,  der  sich  schliefilich  aber  doch  als  ein  Yorübei^ 
gehender  erweisen  sollte.  Denn  auch  das  Neue  wird  zu  seiner 
Zeit  alt,  und  bei  einer  in  so  lebhafter  Entwicklung  begriffnen 
Wissenschaft  wie  die  Chemie  tritt  diesw  Wechsel  schneller  ein 
als  sonst.  Pflegt  doch  bei  uns  eine  fundamentale  Wendung  nicht 
einmal  die  Lebensdauer  eines  einzelnen  Mannes  abzuwarten;  jeder 
Chemiker,  der  das  durchschnittliche  Lebensalter  durchmlBt,  hat 
während  desselben  einige  Male  seine  Wissenschaft  von  Grund  aus 
umlernen  müssen. 

Ebenso  stürmisch  wie  die  politischen  Verhältnisse  waren  also 
damals  auch  die  chemischen.  Ln  Anschluß  an  die  Ghmndgedanken, 
mit  denen  Bsbzelius  zum  ersten  Male  die  gesamte  chemisdie 
Wissenschaft  zu  einem  zusammenhängenden  Bau  geordnet  hatte, 
hatte  sich  der  Begriff  des  chemischen  Radikals  als  vergleichbar 
dem  des  chemischen  Elements  entwickelt  Aber  sdion  zwischen 
Bsbzelius  und  Libbig  war  trotz  aller  Bemühungen,  ihn  zu  yer- 
meiden,  mit  einer  fast  naturgesetzlich  berührenden  Notwendigkeit 
ein  unlösbarer  Wideispruch  ausgebrochen,  und  wieder  über  Liebigs 
und  seines  Zeit-  und  Arbeitsgenossen  Dumas  Ansichten  hinaus 
hatten  der  Elsässer  Gebhabdt  und  der  Franzose  Laubekt  die 
Fahne  des  Aufruhrs  erhoben.  In  diese  Zeit  hinein  fielen  die  ersten 
wissenschaftlichen  Arbeiten  Ton  Johannes  Wislioenus,  und  wir 
sehen  ihn  alsbald  neben  seinen  experimentellen  Untersuchungen 
eine  theoretische  Arbeit  über  die  gemischten  Typen  auf  den 
Kampfylatz  werfen.  Es  bedarf  nicht  erst  der  Nachricht,  daß  er 
sich  ganz  und  gar  den  Neuerem  anschloß;  doch  enthielt  die  Arbeit 
außerdem  einen  Versudi,  die  kaum  geklärten  neuen  Vorstellungen 
bereits  im  Sinne  ihrer  Weiterentwicklung  zu  bearbeiten. 

Hiermit  ist  denn  auch  der  Grundton  angegeben,  auf  den  die 
Melodie  seiner  wissenschaftlichen  Arbeiten  gestimmt  blieb,  ebenso 
wie  in  jenen  Ereignissen  seiner  Jugend  der  Grundton  fOr  die 
Symphonie  seiner  Persönlichkeil;  gegeben  war.    Der  orgamiaAm 
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gehört  das  Werk  seines  Lebens  an,  und  wenn  die  Freiheit 
seines  Denkens  und  die  Weite  seines  Blickes  ihm  bis  in  sein  Alter 
die  Fähigkeit  erhalten  hatten,  den  neuen  Wendungen  in  der  Ent- 
wickhmg  seiner  geliebten  Wissenschaft;  mit  freudiger  Teilnahme 
m  folgen,  so  hat  er  die  eigentliche  Arbeit  seines  Lebens  doch 
auf  dem  Acker  der  organischen  Chemie  getan. 

Diese  Arbeiten  lassen  sich  um  drei  Hauptprobleme  ordnen, 
wobei  natürlich  zwischen  den  drei  Gruppen  noch  mannigfaltige 
Yerschlingungen  bestehen;  sie  fallen  zudem  der  Hauptsache  nach 
mit  den  drei  Perioden  seines  ftußeren  Lebens  zusammen.  In  Zürich 
beginnen  die  Arbeiten  über  die  Milchsäure,  die  sich  unmittelbar 
an  jene  yorher  erwähnten  theoretischen  Untersuchungen  anschließen. 
In  Würzburg  ist  es  die  große  Gruppe  der  Acetessigesterarbeiten, 
weldie  seinen  wissenschaftlichen  Weltruf  begründen,  und  in  Leipzig 
bilden  die  Isomerieerscheinungen  ungesättigter  Verbindungen  und 
die  damit  zusanmienhängenden  IVobleme  der  „geometrischen^^  Iso- 
merie  einen  neuen  Höhepunkt  seiner  wissenschaftlichen  Tätigkeit, 
der  sich  zu  einer  Zeit  entfaltet,  in  welcher  andere  Forscher  bereits 
ans  Ausruhen  zu  denken  beginnen.  Und  wie  in  seinem  äußeren 
Leben,  so  führt  auch  in  seiner  wissenschafüichen  Arbeit  ihn  das 
Ende  wieder  in  die  Nähe  des  Anfanges  zurück.  Seine  letzte 
Arbeit,  die  er,  obwohl  bereits  leidend,  noch  mit  seinem  ganzen 
Feuer  und  seiner  ganzen  Freude  an  dem  wissenschaftlichen  Er- 
gebnis an  dieser  Stelle  yorgetragen  hat,  die  Untersuchung  über 
die  geometrisch  isomeren  Dimethyläthylene,  behandelt  das  gleiche 
Problem,  dessen  Wichtigkeit  ihm  zuerst  an  der  Milchsäurearbeit 
angegangen  war,  und  dessen  mögliche  Lösung  er  bereits  in  jenen 
weit  zurückliegenden  Arbeiten  angedeutet  hatte. 

In  jenen  ersten  Arbeiten  über  die  Milchsäure  und  die  daran 
sich  anschließenden  Stoffe  waren  es  anfangs  Fragen  über  die 
Auffassung  der  Verbindungen  mehrwertiger  Radikale,  welche  die 
Wahl  dieses  besonderen  Arbeitsgebietes  veranlaßten.  Bald  aber 
yerschob  sich  der  Gesichtspunkt,  und  das  Isomerie^obkmj  die 
Frage,  wieso  es  möglich  sei,  daß  gleich  zusammengesetzte  Ver- 
bindungen yerschiedene  Eigenschaften  haben  können,  und  welchen 
Gesetzen  diese  Verschiedenheiten  unterliegen,  trat  ihm  in  den 
Vordergrund,  um  für  immer  dort  zu  bleiben.  Welche  Bedeutung 
gerade  diese  Frage  für  Wisucenus  besaß,  geht  daraus  hervor, 
daß  er  sie  wiederholt  zum  Gegenstande  allgemeinverständlicher 
Darstellungen  w&hlte.     So  hatte  sich  ihm  schon  früh  bei  seinen 
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Müchs&urestadien  die  Erkenntnis  angedrängt,  dafi  die  eben  too 
ihm  theoretisch  durchgearbeiteten,  gebrftachlichen  AoffiLSsiingflii 
über  die  Isomerie  nicht  ansreichend  waren,  tun  die  beobaditeteii 
Tatsachen  darzustellen,  und  er  forderte  eine  Entwicklung  da* 
bisher  auf  der  Ebene  des  Papiers  dargestellten  Strokturfonnabi 
der  chemischen  Verbindungen  zu  rftumlichen  Darstellungen. 

Das  Problem,  um  das  es  sich  hier  handelt,  würde  in  all- 
gemeiner Auffassung  so  heiBen:  welche  Mannigfaltigkeit  muB  einer 
Abbildung  erteilt  werden,  damit  die  Mannigfaltigkeit  der  chemiachan 
Isomerieerscheinimgen  durch  sie  yollst&ndig  dargestellt  wird?  b 
solcher  Allgemeinheit  stellte  sich  Wisijcbnus  die  Frage  nidii 
Er  war,  wie  alle  seine  Zeit-  und  Fachgenossen,  überzeugter  Ato- 
mistiker, und  wie  alle  .seine  Überzeugungen  war  ihm  auch  dieee 
nicht  nur  Verstandes-  sondern  auch  Herzenssache.  Viele  unter 
uns  werden  sich  seines  warmen  Eintretens  für  die  Atomislak  ge- 
legentlich seiner  hiesigen  Bektoratsrede  erinnern,  als  er  sie  duth 
gewisse  neuere  Entwicklnngen  der  Wissenschaft  bedroht  fand. 

Einen  Versuch,  selbst  jene  geforderte  Ausdehnung  der  chemischeB 
Formeln  in  den  Baum  zu  unternehmen,  hat  er  zunftchst  nicfat 
gemacht.  Die  Übersiedlung  nach  Würzburg  brachte  mit  der  Ter 
mehrung  der  Schülerzahl  die  Forderung,  für  entsprechende  Aibnten 
zu  sorgen,  und  so  entwickelte  sich  jene  glftnzende  Gruppe  syn- 
thetischer  Forschtmgen,  die  sich  um  den  Acetessigester  sohloflseo. 
WiSLiCENUS  fand,  daB  dieser  Stoff  eine  sehr  leichte  teilweiee 
Vertretung  seines  Wasserstoffs  durch  Natrinm  gestattete,  und  daB 
die  so  erhaltenen  Natriumverbindungen  ebenso  leicht  mit  HalogeD- 
yerbindungen  aller  Art  reagierten;  die  dabei  entstehenden  Prodvkle 
entsprachen  einer  „Kohlenstoffsynthese^,  d.  h.  sie  enthielten  m^ 
Eohlenstoffatome  in  ihrer  Molekularformel,  als  die  Ansgangsstofie 
enthalten  hatten.  Derartige  Reaktionen  waren  damals  redit  sdisD 
und  meist  schwierig  und  unvoUkonmien  ausführbar,  und  so  wmde 
eineEohlenstoffsjnthese  sozusagen  als  das  Meisterstück  desOrganikeis 
angesehen.  Hier  war  auf  einmal  ein  Tor  geöffnet,  das  zu  zahl- 
losen synthetischen  Produkten  den  Zugang  ermöglichte,  und  dabei 
gleichzeitig  Verbindungen  ergab,  deren  Konstitution  mehr  oder 
weniger  bestimmt  durch  die  Synthese  selbst  gegeben  war.  So 
ergoß  sich  denn  unter  der  begeisterten  Mitiiilfe  eines  bestSndig 
wachsenden  Schülerkreises  eine  reiche  Fülle  entsprechender  Ar 
beiten  über  die  staunende  Chemikerwelt  nnd  verbreitete  den  Bnhm 
des  Entdeckers  und  Lehrers  in  die  weitesten  Kreise. 


Joainns  Wulioehus.  417 

Inzwischen  war  der  seinerzeit  liegengebliebene  Gedanke  Von 
der  rftumlichen  Darstellung  der  chemischen  Formeln  tinabhängig 
in  einem  anderen  Kopfe  entstanden  und  dort  znr  Beife  gebracht 
worden.  Jakobüs  Hbnbigüs  van't  Hoff,  damals  kaum  den 
Stadentenjahren  entwachsen,  hatte  ihn  erfaßt  und  in  seinen  Haupt- 
sfigen  durchgeführt;  dabei  hatte  sich  erwiesen,  daß  er  in  der  Tat 
das  zu  leisten  yermochte,  was  WiSLiCEinTS  von  ihm  erwartet 
hatte.  Dieser  nahm  den  Fortschritt  mit  Wärme  auf  und  ver- 
anlaSte  seinen  Schüler  Hbrman»,  yait't  Hoffs  Schriffc  ins  Deutsche 
zu  übersetzen.  ZunSchst  erntete  Wislicenüs  geringen  Dank  hierfür; 
die  meisten  Fachgenossen  ließen  diese  Heryorhebung  der  Arbeit 
des  völlig  unbekannten  HoU&nders  dem  verehrten  Kollegen  als 
liebenswürdige  Schrulle  hingehen;  andere,  unter  ihnen  der  damalige 
Chemiker  an  unserer  Universität,  Hebmann  Kolbe,  sahen  darin 
ein  wissenschaftliches  Vergehen,  das  die  strengste  Büge  verdiente. 
So  blieb  auch  dieser  zweite  Vorstoß  zunächst  ohne  weitere  Folgen 

Inzwischen  aber  hatte  van't  Hoff  unermüdlich  an  der  Ent- 
wicklung des  Gedankens  weiter  gearbeitet,  und  ebenso  hatte 
WiSLiOENus  seiner  Anwendung  auf  das  Isomerieproblem  eine  immer 
größere  Aufmerksamkeit  geschenkt  Diese  Arbeiten  fallen  zeit- 
lich mit  seiner  Übersiedlung  nach  Leipzig  zusammen,  und  sie 
wurden  zusammengefaßt  in  der  berühmten  Abhandlung  von  1887: 
Über  die  räumliche  Anordnung  der  Atome  in  organischen 
Molekülen  und  ihre  Bestimmung  in  geometrisch-isomeren 
ungesättigten  Verbindungen,  die  das  erste  Heft  des  vier- 
zehnten Bandes  unserer  Abhandlungen  bildet.  Die  Aufmerksamkeit, 
welche  diese  Arbeit  in  den  weitesten  Kreisen  der  Fachgenossen 
erregte,  läßt  sich  schon  äußerlich  daran  erkennen,  daß  die  erste 
Auflage  des  Heftes  in  kurzer  Zeit  vergriffen  war  und  ein  zweiter 
Abdruck  sich  als  nötig  erwies:  eine  Erscheinung,  welche  an 
unseren  Abhandlungen  außerdem  nur  bei  Wilheijc  Webebs  elektro- 
dynamischen Maßbestimmungen  eingetreten  ist. 

Mit  dem  Ausbau  der  hier  niedergelegten  Gedanken  hat  sich 
WiauosBrus  bis  an  sein  Lebensende  beschäftigt,  und  er  hat  seinen 
in  Leipzig  noch  größer  gewordenen  Schülerkreis  in  gewohnter 
Weise  mit  dem  gleichen  Interesse  zu  erfüllen  gewußt.  Haben 
sich  auch  nicht  alle  Vorstellungen  widerspruchsfrei  durchführen 
lassen,  in  welche  er  damals  die  Tatsachen  zusammenzufassen  ge- 
sacht hatte,  so  ist  doch  durch  diese  Forschungen  ein  großes  Gebiet 
der  Wissenschaft  erschlossen  worden,  an  dem  die  Chemiker  vor- 
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her  mit  einer  gewisseD  Sehen  YorCLberzugehen  pflegten,  weil  man 
wuBte,  daß  dort  Widersprüehe  gegen  die  übliehe  Anf&ssnng  yot- 
banden  waren.  Denn  damals  war  noch  weniger  als  jetst  iie 
geschichtlich  leicht  zu  belegende  Tatsache  bekannt,  dafi  der- 
artige nnregelm&ßige  Stellen  am  Baume  der  Wissenschaft  die 
Punkte  bezeichnen,  an  denen  demn&chst  eine  Knospe  nnd  sjfiiear 
ein  neuer  Zweig  sich  entwickeln  wird« 

Diese  Andeutungen  mfissen  genügen,  um  die  wissenschaftUohe 
T&tigkeit  unseres  dahingeschiedenen  Mitgliedes  zu  kennseichnen, 
da  eine  erschöpfende  Darstellung  seiner  yielyerzweigten  Arbeiten 
an  dieser  Stelle  nicht  ausführbar  ist.  Sie  geben  nur  die  Lest* 
gedanken  seiner  Arbeit,  lassen  aber  deren  Reichtum  und  Aus- 
dehnung nicht  erkennen.  DaB  beide  sehr  groß  gewesen  sind, 
ergibt  sich  bereits  aus  der  Tatsache,  daß  er  jingez&hlte  Bohuler 
in  die  Wissenschaft  einf&hrte  und  ihre  ersten  selbst&ndigen  Schritte 
in  der  Doktorarbeit  leitete;  eine  solche  Tätigkeit  ist  nicht  ohne 
eine  reiche  Betätigung  der  Schaffenskraft  wissenschaftlicher  Ideen 
denkbar. 

Hiermit  ist  nun  auch  eine  Seite  in  WiauosNus'  Wesen  be- 
rührt, die  ihm  noch  mehr  am  Herzen  lag,  als  seine  Wissenschaft 
selbst:  dies  war  seine  Lehrtätigkeit.  Das  Eindruoksrolle, 
Fesselnde  und  Oewinnende  einerseits,  das  Gütige  und  HSfsbereite 
andererseits  seiner  Persönlichkeit  hat  sich  wohl  nirgend  reizroUer 
betätigt,  als  in  seinem  Verkehr  mit  den  Schülern.  Nicht  nur 
im  Laboratorium,  sondern  auch  weit  darüber  hinaus  folgte  seine 
Teilnahme  denen,  die  sich  seiner  Führung  anyertraut  hatten. 
Fleißige  Studenten  durch  Heranziehen  zum  näheren  Yerkehr  zu 
belohnen,  träge  durch  kräftige  nnd  kräftigste  Mittel  zur  Arbeit 
heranzuziehen,  erfolgreichen  Schülern  zu  guten  Stellungen  im 
späteren  Leben  zu  verhelfen,  entgleiste  Existenzen  wieder  in 
regelmäßigen  Gang  zu  bringen  —  wer  könnte  alle  die  Arten  nennen, 
in  denen  sich  seine  Liebe  zur  lernenden  Jugend  kundgab?  Kein 
Wunder  denn,  daß  die  Studenten  ihrerseits  mit  sch^dbmerisdier 
Liebe  und  Verehrung  an  ihm  hingen  und  dies  bei  jeder  Gelegen- 
heit betätigten.  Mit  seiner  ungewöhnlich  stattlichen  Erscheinung, 
ein  Zeuskopf  auf  einem  hohen,  breitschulterigen  Körper,  seiner 
kraftvollen  Stimme,  seiner  gelegentlich  in  ernster  Gefahr  be- 
tätigten ünerschrockenheit  war  er  der  geborene  Führer  der 
Jugend,  und  er  hat  diesen  Zauber  bis  in  sein  Alter  zu  üben 
gewußt. 
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Es  ist  natürlich,  daB  ein  dergestalt  begabter  Mann  auch 
überall,  wo  er  sich  betätigt,  das  Vertrauen  seiner  Fach-  nnd  Amts- 
genossen zu  erringen  weiB.  So  hat  er  an  allen  Stfttten  seiner 
Tätigkeit  sich  alsbald  zu  führender  Stellung  berufen  gesehn.  Aus 
Zürich  schied  er  als  Direktor  des  dortigen  Polytechnikums,  in 
WüTzburg  hat  er  aufier  allen  regelmäßigen  akademischen  Ehren 
die  ungewöhnliche  Auszeichnung  erfahren,  zum  zweiten  Male  zum 
Bektor  gewählt  zu  werden,  und  zwar  für  das  besonders  schwierige 
Jabüftumsjahr  der  Universität.  Ebenso  hat  er  im  Kreise  unserer 
Universität  und  unserer  Gesellschaft  alle  Stellungen  bekleidet,  zu 
denen  Vertrauen  und  Achtung  einen  Mann  berufen  kann.  So  hat 
er  auch  von  1893  bis  1901  das  höchste  Amt  in  unserer  Gesell- 
schaft, das  eines  ersten  Sekretärs  in  der  naturwissenschafUich- 
mathematischen  Klasse  bekleidet  und  hat  namentlich  während  der 
schwierigen  nnd  verantwortungsreichen  Verhandlungen,  welche  der 
Gründung  der  Assoziation  der  Akademien  vorausging,  die  Ejraft 
seiner  liebenswürdigen  Persönlichkeit  bewährt.  In  gleicher  Weise 
hat  die  Gesellschaft  deutscher  Naturforscher  und  Ärzte,  die  deutsche 
chemische  GeseUschafb  und  der  Verein  deutscher  Chemiker  sich 
durch  Wahl  in  ihre  höchsten  Ämter  seine  wohlwollende  Mitwirkung 
za  sichern  gewußt. 

Das  Bild  seiner  Persönlichkeit  wäre  nicht  vollständig,  wenn 
der  Zug  tätigen  Gemeinsinnes  und  begeisterter  Vaterlandsliebe 
unerwähnt  bliebe,  die  ihn  erfüllten.  Beide  hat  er  in  mannig- 
faltigster Weise  bewährt.  Insbesondere  verwischte  die  Schöpfung 
des  Deutschen  Reiches  alle  die  Schmerzen  und  Kränkungen,  die 
er  und  die  Seinen  in  den  früheren  Perioden  in  Deutschland  er- 
fahren hatten;  die  hohe  Verehrung,  welche  er  dem  Fürsten  Bis- 
marck  und  dem  König  Albert  zollte,  brachte  er  oft  und  gerne 
sum  begeisterten  Ausdruck. 

Wenden  wir  uns  wieder  zu  dem  Bilde  des  Gelehrten  zurück, 
80  werden  wir  noch  zu  fragen  haben,  wie  er  sich  zu  der  dritten 
von  den  drei  Personen  verhalten  hat,  aus  denen  sich  im  all- 
gemeinen der  deutsche  Gelehrte  zusammengesetzt.  Was  er  als 
Forscher  und  Lehrer  war,  haben  wir  gesehen;  von  seiner 
Tätigkeit  als  Autor  ist  weniger  zu  berichten.  Geht  doch  ins- 
besondere bei  dem  Chemiker  ein  immer  größerer  Teil  der  wissen- 
schaftlichen Arbeit  statt  in  unmittelbare  persönliche  Leistungen 
in  die  Arbeiten  der  Schüler  über,  so  daß  das,  was  unter  dem 
Namen  des  Forschers  der  Nachwelt  übergeben  wird,  oft  nur  einen 
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kleinen  Teil  seiner  Lebensarbeit  darstellt  So  ist  es  Ton  yon- 
herein  nicht  zu  erwarten,  daB  neben  dieser  ausgedehnten  VarBobBt- 
nnd  Lehrertitigkeit  sich  noch  eine  ausgedehnte  sohriftstelleriaehe 
Betatigang  entwickeln  konnte.  In  der  Tat  hat  er  anßer  den 
Berichten  üben  seine  zahlreichen  Experimentaluntersochnngen  nur 
noch  ein  Buch  allgemeineren  Inhaltes  yeröffentlieht.  Es  ist  dies 
eine  Nenbearbeitong  des  von  seinem  Würzburger  Amtsvorginger 
herausgegebenen  Lehrbuches  der  Chemie  von  Bbonaui/t.  Und 
als  die  Auflage  erschöpft  war,  hat  er  nicht  die  Zeit  gefanden, 
eine  weitere  zu  bearbeiten.  Wir  werden  nicht  irren,  wenn  wir 
die  Beschäftigung  mit  der  Feder  der  ganzen  Anlage  seiner  Persön- 
lichkeit am  wenigsten  entsprechend  ansehen;  auch  waren  die 
Klagen  über  die  Last  des  Niederschreibens  der  inzwischen  an- 
gestellten Untersuchungen  in  den  bevorstehenden  Ferien  fast  die 
einzigen  Äufierungen  des  Unmutes,  die  wir  von  ihm  hörten.  — 
Sachen  wir  nun  schließlich  die  Summe  zu  ziehen,  so  werdm 
wir  in  Wisligbnüs  einen  der  begnadeten  M&nner  erkennen, 
deren  Wesen  seinen  Schwerpunkt  in  der  unmittelbaren  Wirkung 
der  Persönlichkeit  hat.  Nicht  die  Bildung  und  DurcfaftÜming 
abstrakter  Oedanken,  sondern  die  Betätigung  von  Mensch  sn 
Mensch  ist  auch  in  der  Wissenschaft  seine  Gkibe  und  seine  GröAe 
gewesen.  Sind  andere  grofie  Forscher  einem  Sturzbach  zu  ver- 
gleichen,  der  Felsen  bewegt  und  Klippen  durchschneidet,  und  dar 
überall,  wo  er  sich  betätigt,  die  Erde  formt  und  ihr  die  Spuren 
seiner  Wirkung  aufpii^rt,  so  gleicht  er  vielmehr  der  regenspea- 
denden  Wolke,  die  in  tausend  Treffen  über  weite  Strecken  Segen 
ergießt  und  Fruchtbarkeit  verbreitet.  Scheinbar  verrieselt  sie; 
aber  das  grünende  Feld  verkündet,  daß  sie  dagewesen  ist. 
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Von 
C.  Chün. 

Die  Entwickelnng  der  UniversitÄten  m  der  Neuzeit  bringt 
es  mit  sich,  daß  auch  in  ihrem  Personalbestand  ein  gewisser 
provinzieller  Gharakterzug  insofern  schwindet,  als  Lehrkräfte  inmier 
seltener  werden,  die,  dem  heimischen  Boden  erwachsen,  bis  an  ihr 
Lebensende  der  Landesoniversität  angehören.  Kaum  aber  dtbrfte 
die  Gesellschaft  der  Wissenschaften  Oelegenheit  finden,  noch  ein- 
mal das  Andenken  eines  Mitgliedes  zu  ehren,  dessen  Familie 
durch  nicht  weniger  als  drei  Generationen  mit  der  Universität 
Leipzig  eng  verbunden  ist 

Juuus  YiOTOB  Carus  wurde  zu  Leipzig  in  einem  Hause 
der  Petersstraße  am  25.  August  1823  geboren  und  blieb  der 
Universität  treu  bis  zu  seinem  im  hohen  Lebensalter  von  80  Jahren 
am  10.  März  dieses  Jahres  erfolgten  Tode.  Sein  Vater,  Ernst 
AuairsT  Carüs,  wirkte  als  Professor  der  Medizin  an  unserer  Uni- 
versität und  war  der  Gründer  der  ersten,  späterhin  von  der  Hoch- 
schule übernommenen  Poliklinik.  Der  im  Jahre  1807  verstorbene 
Großvater,  Fbxbdbich  August  Cabus,  war  Professor  der  Philo- 
sophie an  unserer  Universität  und  der  bekannteste  Vertreter  der 
Familie,  Eabi«  Gustav  Gabus,  hatte  den  ersten  deutschen  Lehr- 
stuhl der  vergleichenden  Anatomie  in  Leipzig  inne.  Er  war  eine 
glänzend  beanlagte  Natur,  ein  vielseitiger,  auch  künstlerisch  sich 
betätigender  Forscher,  der  sich  unter  dem  Einfluß  der  Soheluno- 
OKENsehen  Natur-Philosophie  seine  eigene  Weltanschauung  schuf, 
die  freilich  nur  zu  leicht  geneigt  war,  „das  tatsächliche  Material 
zu  unterschätzen  und  sich  mit  allgemeinen  Abstraktionen  von 
meist  ästhetischer  Färbung  zu  beruhigen^. 

Von  dem  Vater  ererbte  Victor  Gabus  die  Neigung  zur 
Medizin,  von  dem  Großvater  die  philosophische  Beanlagung,  mit 
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seinem  AnYenrandten  hat  er  die  zoologischen  und  künstieriachen 
Interessen  gemein.  Er  besuchte  gemeinsam  mit  dem  im  Cabus- 
sehen  Hause  aufgenommenen  Jugendfreund  Max  MCixer,  dem 
späteren  gefeierten  Sanskrit-Forscher  in  Oxford,  das  Nicolai-Gjm- 
nasium  bis  zum  Jahre  1841  und  widmete  sich  dann  an  unserer 
TTniyersitftt  dem  Studium  der  Medizin.  Die  Berufung  des  Vaters 
als  ordentlicher  Professor  der  Chirurgie  nach  Doipat  gab  dann 
Anhifi,  dort  das  Studium  fortsusetKen  und  unter  dem  Einflufi  von 
Bbichebt  der  früh  erwachten  Neig^g  fBr  zootomische  und  ent- 
wickelungsgeschichtliche  Untersuchungen  nachzugehen.  Nicht  minder 
bestimmend  wirkte  in  dieser  Richtung  der  EünfluB  unseres  Ana- 
tomen Ebnbt  Hbdcbioh  Wbbeb,  der  ihn  zu  seinem  Famulus  w&hlte. 
Um  das  medisinisohe  Studium  abzuschließen,  kehrte  Oabüs  nach 
Leipzig  zurück  und  bestand  1847  als  Assistent  von  Radiüb  das 
Examen  rigorosum.  Als  Promotionsarbeit  erschien  dann  1849 
die  erste  Schrift,  welche  seinen  Namen  auch  in  weiteren  Kreisen 
bekannt  machte,  „Zur  nftheren  Kenntnis  des  Generationsweduels". 
Die  Wahl  des  Themas  deutet  von  Tomherein  darauf  hin,  daß  er 
mit  Vorliebe  geneigt  ist,  allgemeine  Fragen  in  den  Kreis  seiner 
Betrachtung  in  ziehen  und  sie  durch  Spezialbeobachtungen,  die 
er  im  vorliegenden  Falle  an  Distomen  und  Aphidoi  anstellte,  zu 
fördern.  Ein  yon  der  medizinischen  Faknltit  ihm  verliehenes 
Beisestipendium  ermöglichte  es  ihm  sodann,  in  nfiheren  Verkehr 
zu  KÖLUKBB  in  Wünburg  und  zu  SoBOiiD  in  Freiburg  sa  treten. 
Dem  Einfluß  von  Max  Müllsb  mag  es  dann  auch  zuzusohreibeB 
sein,  daß  er  1849  zum  ersten  Male  England  aufinicht,  indem  er 
die  Stellung  eines  Piftparat<Mrs  am  Museum  für  yergleiehende 
Anatomie  in  Oxford  annimmt  Nach  2  Jahren  kehrt  er  nach 
Leipzig  zurück  und  habilitiert  sich  als  Privatdozent  1853  wird 
er  zum  Extraordinarius  in  der  medizinischen  Fakult&t  enaant 
und  begleitet  diese  Stellung  bis  an  sein  Lebensende. 

Nur  einmal  wird  diese  v]e\jühnige  Tätigkeit  an  imaersr 
üniTersit&t  durch  eine  l&ngere  Abwesenheit  untexbrodien,  indem 
ihm  die  für  einen  deutschen  Professor  seltene  Ehre  zuteil  wird, 
in  Edinburgh  w&hrend  der  Jahre  1873  und  1874  Voriesnngen 
über  Zoologie  als  Ersatz  für  Wtvillb  Thomsoh,  den  Leiter  der 
Tiefsee-Expedition  des  „Challenger^  zu  halten. 

Seine  Vortrüge  an  unserer  ÜBiversitüt  betreffen  von  vomlierBat 
das  Gebiet  der  vergleichenden  Anatomie  und  Entwiokelongsgeediidite 
im  weitesten  umfang.     Sie  gaben  Anlaß  zu  verschiedenen  zoo- 
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tomisciLdn  und  vergleichend -ftnatomischen  üntenuehiingen.  Er 
stodiart  die  Entwickelang  des  Spinnen-Eies  (1850)  und  veröffent- 
licht als  Frucht  seiner  ersten  Untersuchung  an  der  Seeküste  eine 
vergleichend -anatomische  Studie  über  den  Muscolus  quadratus 
iumbomm.  An  der  Hand  der  Verhältnisse  bei  den  des  Beckens 
entbehrenden  Delphinen  weist  er  nach,  daB  diese  wichtige  in  die 
B&uchhöhle  rückende  Muskelgruppe  in  das  Gebiet  der  unteren 
Stammmuskeln  des  Körpers  gehört  und  dafi  das  Auftreten  eiues 
Beckengfirtels  lediglich  eine  Unterbrechung  der  Streichungsrichtung 
bedingt,  ohne  die  Zugehörigkeit  des  quadratus  lumborum  zu  der 
ventralen  Stammmuskulatur  zu  verwisdien.  Neben  histologischen 
Untersuchungen  über  die  Malpighischen  Körper  der  Niere  (1850) 
beschafUgen  ihn  dann  die  durchsichtigen  Leptocephaliden  (1862), 
in  denen  er  die  Larven  von  Fischen  erkennt  (sie  wurden  neuer- 
dings als  die  Larven  der  Aale  nachgewiesen)  und  der  Bau  von 
NoctUuca  (1868). 

Weitaus  das  bedeutungsvollste  Werk,  das  auch  sp&teren 
Generationen  den  Namen  von  Cabüs  in  das  Gedenken  zurück- 
rufen wird,  ist  das  1853  erschienene  „System  der  tierischen  Mor^ 
phologie.^  Er  erachtet  es  als  Aufgabe  der  Morphologie,  die 
Formerscheinung  des  tierischen  Körpers  zu  erkl&ren,  indem  die 
allgemeinen  ^dungsgesetze  und  der  Typus,  —  wie  man  sich  zur 
2Mt  der  naturphüosophischen  Schule  ausdruckte:  Das  im  geheimen 
bewahrte  Urbild  —  klar  gelegt  werden.  Seiner  methodischen 
und  philosophischen  Beanlagung  entspricht  es,  daß  die  einzelnen 
Kapitel  mit  allgemeinen  Erörterungen  erö&et  werden,  unter  denen 
gleich  im  Beginn  die  scharfe  Absage  gegen  eine  teleologische 
Naturauffiissung  hervorgehoben  werden  mag,  wie  sie  noch  in  der  kurz 
zuvor  erschienenen  „Anatomisch-physiologischen  Übersicht  des  Tier- 
reichs^'  von  Bbbqmaiün  und  Lxuokabt  ihren  Ausdruck  gefunden  hat 
An  die  Adresse  von  Cabl  Gustav  Cabüs  richten  sich  dann  die 
eingefloohtenen  Bemerkungen  über  die  haltlosen  Spekulationen 
der  natorphilosophischen  Schule.  Es  ist  ein  gewaltiges  Material, 
wekshes  OabüS  hier  verarbeitet,  indem  er  nicht  nur  die  Organisation 
der  Tierst&mme  vergleichend  schildert,  sondern  auch  die  Gewebe- 
lehre und  zum  ersten  Male  die  vergleichende  Entwickelungs* 
geechichte  in  den  Kreis  der  Betrachtung  zieht.  Noch  heute  dürften 
manche  seiner  allgemeinen  Erörterungen  mehr  Beachtung  verdienen, 
als  ihnen  bisher  zuteil  wurde.  Von  besonderem  Interesse  ist 
seine  allgemeine  Erörterung  über  den  Wert  der  Entwickelungs- 
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gescbichte  fOr  vergleichend  anatomische  Spekulationen,  indem  er 
nachdrQcklich  darauf  hinweist,  daß  homologe  Organe  anf  ver- 
schiedene Weise  entstehen  können  und  daß  wir  nicht  im  Becht 
sind,  den  Begriff  der  Homologie,  wie  es  heutzutage  geschieht, 
lediglich  auf  die  Entwickelungsgeschichte  zu  basieren.  Wenn  er 
freilich  glaubt,  daß  die  Physiologie  kein  Interesse  an  der  Ent- 
wickelungsgeschichte habe,  so  hat  ihm  die  spatere  Forschung  nicht 
Becht  gegeben.  Er  erlebte  es  noch  selbst,  daß  eine  Entwickelungs- 
Physiologie,  oder  wie  sie  heutzutage  genannt  wird,  eine  „Ent- 
wickelungsmechanik^',  geschaffen  wurde,  die  allmählich  zu  einer 
selbständigen,  die  Bestrebungen  des  Zoologen  mit  jenen  des 
Physiologen  verbindenden  Disziplin  sich  auszuwachsen  b^(innt. 

Das  System  der  Morphologie  von  Cabus  und  die  kurz  zuvor 
erschienene  „Morphologie  und  Yerwandschafte Verhältnisse  der  wirbel- 
losen Tiere^^  von  Lbuokabt,  haben  den  Aufschwung  der  morpho- 
logischen Disziplinen  vorbereiten  helfen. 

Der  äußere  Anlaß  hierzu  ergab  sich  im  Jahre  1859  mit  dem 
Erscheinen  von  Dabwins  „Origin  of  species'^  Man  kann  es  wohl 
begreifen,  welchen  Einfluß  Darwins  Lehre  auf  einen  Forscher 
ausüben  mußte,  der  in  seinem  System  der  Morphologie  den  merk- 
würdigen Satz  äußert,  daß  wir  die  ausgestorbenen  und  fossil  er- 
haltenen tierischen  Formen,  „natürlich  nur  in  einem  durch  den 
absoluten  Mangel  eines  möglichen  Beweises  beschränkten  Sinne, 
als  die  Urahnen  betrachten  können,  aus  denen  durch  fortgesetzte 
Zeugung  und  Akkomodation  an  progressiv  sehr  verschiedene 
Lebensverhältnisse  der  FOTmenreichtum  der  jetzigen  Schöpfung 
entstand". 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  daß  Cabus  in  nähere 
Beziehung  zu  Dabwin  tritt,  indem  er  seine  Werke  in  das  Deutadie 
übersetzt.  Aus  dem  von  Dabwins  Sohne  herausgegebenen  Brief- 
wechsel erfahren  wir,  wie  innig  sich  das  Verhältnis  zwischen 
beiden  Männern  gestaltete.  Cabus  erscheint  hier  durchaus  nicht 
als  der  Handlanger,  sondern  häufig  auch  als  der  Gebende,  der 
allgemeine  Fragen  erörtert  und  mit  seinem  reichen  Wissen  Dabwin 
unterstützt.  Die  Briefe  zeugen  von  gegenseitiger  Wertschätzung, 
und  oft  gibt  Dabwin  seiner  Bewunderung  über  die  Gelehrsamkeit 
und  über  die  ,4i^domitable  powers  of  work^  seines  Übersetzers 
Ausdruck. 

Mit  der  Erwähnung  der  Tätigkeit  von  Cabus  als  Übersetzer, 
sind  wir  in  die  zweite  Periode  seines  Schaffens  eingetreten,  welche 
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nahezu  ansscfaließlich  durch  literarische  üntemehnmngen  charak- 
terisiert wird.  Man  kann  es  in  hohem  Maße  hedauem^  daß  ein 
Mann,  der  in  so  seltenem  Maße  die  Ffthigkeit  besaß,  Einzelbeo- 
bachtnngen  in  einen  allgemeinen  Rahmen  zu  fassen,  firühzeitig  aus 
der  Beihe  jener  Forscher  ausscheidet,  welche  durch  selbständige 
Untersuchungen  die  Wissenschaft  fördern. 

Wenn  auch  ftußere  Yerhftltnisse  hienu  beigetragen  haben 
mögen,  so  darf  doch  nicht  übersehen  werden,  daß  Carub  ent- 
schieden einer  besonderen  Beanlagung  folgte,  wenn  er  zum  Bib- 
liothekar der  Zoologen  wird,  indem  er  gemeinsam  mit  seinem 
Schwager  Wilhelm  Ekgelmann  die  „Bibliotheca  Zoologica*'  heraus- 
gibt, die  ebenso  wie  der  von  ihm  begründete  „Zoologische  Anzeiger^', 
das  unentbehrliche  Bequisit  für  zoologische  Arbeit  abgeben. 

Den  Preis  unter  seinen  literarischen  Leistungen,  die  mit 
Beeht  seit  Anbeginn  wegen  ihrer  Gründlichkeit  und  Zuverlässig- 
keit gerühmt  wurden,  möchte  ich  der  „Geschichte  der  Zoologie*^ 
erteilen.  Es  liegt  auf  der  Hand,  daß  die  Darstellung  der  Ent- 
Wickelung  einer  Wissenschaft  von  den  Tieren  nicht  ohne  Eingehen 
auf  die  Stellung,  welche  der  allgemeine  Eulturzustand  dem  Menschen 
den  Tieren  gegenüber  aufweist,  zu  geben  ist.  Beligiöse  und 
philosophische  Anschauungen  beeinflussen  derart  die  allgemeinen 
Ideen  über  das  Verhältnis  des  Menschen  zur  organischen  Lebe- 
welt, daß  ein  hohes  Maß  kulturgeschichtlicher  Kenntnisse  jenem 
eigen  sein  muß,  der  die  Geschichte  seiner  Wissenschaft  schreiben 
wilL  Die  Gelehrsamkeit  von  Carüs  und  seine  Ffthigkeit,  das 
Wesentliche  in  knappen  Zügen  herauszugreifen,  machen  das  Studium 
seiner  Geschichte  der  Zoologie  zu  einem  hohen  Gbnufi.  Seine 
Schilderungen  von  dem  Einfluß  der  Araber  auf  Verbreitung  natur- 
wissenschaftlicher Kenntnisse,  seine  Darstellung  der  Zoologen  der 
Benaissance  und  sein  Kapitel  über  die  deutsche  Naturphilosophie 
zu  Beginn  des  vorigen  Jahrhunderts  sind  Musterleistungen,  denen 
man  ebensowenig  die  Anerkennung  versagen  wird,  wie  seiner 
maßvollen  und  von  Überschwänglichkeiten  sich  frei  haltenden 
Beurteilung  von  Goethe. 

Es  gibt  Naturen,  deren  reiche  Begabung  wie  durch  eine 
Linse  auf  einen  Brennpunkt  konzentriert,  zu  unvergänglichen 
Leistungen  hinführt  Es  gibt  andere,  deren  Betätigung  als  Reflex 
einer  universellen  Beanlagung  erscheint.  Ihre  einzelnen  Leistungen 
bedeuten  keine  Marksteine  der  Wissenschaft:  das  Integral  ihrer 
Gesamttäügkeit  tößt  erst  ihre  Bedeutung  ermessen.    Während  die 
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erstem  oft  einsam  auf  ihrer  Höhe  thronen  und  dem  pulsieronden 
Leben  fremd  gegenüber  stehen,  so  drftngt  es  die  letzteren  warm- 
herzig sich  zu  erschließen  und  selbsttfttig  einzugreifen. 

Es  dürften  nur  wenige  unter  uns  über  eine  ähnlich  große 
Zahl  treu  ergebener  Freunde  aus  allen  Bemfiskrusen,  darunter 
Männer  von  glänzenden  Namen,  verfügen,  wie  Carus.  Als  ein 
Ausfluß  seines  Wesens  erscheint  es  auch,  wenn  er  in  der  Loge 
als  Meister  vom  Stuhl  Dezennien  hindurdi  eine  maßgebende  Bolle 
spielt. 

Wir  wollen  indessen  unsere  Betrachtung  über  den  Menschen 
Cabüs  nicht  abschließen,  ohne  noch  einer  besonders  anziehenden 
Seite  seiner  Beanlagong,  n&mlich  seines  musikalisdien  Talentes, 
zu  gedenken.  Lange  schwankte  er,  als  es  sich  darum  handelte, 
über  seinen  künftigen  Beruf  zu  entscheiden,  ob  er  Musiker  oder 
Student  der  Medizin  werden  sollte.  War  es  doch  kein  geringerer 
als  David,  welcher  den  begabten  Violinisten  gleichzeitig  mit  Joachim 
unterrichtete.  Die  großen  Traditionen  des  musikalischen  Lebens 
von  Leipzig  knüpfen  denn  auch  an  das  Haus  Garüs  an:  hier 
verkehrten  ein  Msndblssobn-Bartholot,  ein  Mabsohner,  ein 
Eabl  Löwb;  hier  lernte  Schümakii  seine  Klara  kennen,  und  hiei 
trugen  Bsinicke  und  Bubinstein  vor  einem  feinsinnigen  Kreise 
ihre  Kompositionen  vor. 

Man  beneidet  ein  Leben  von  so  reichem  Inhalt,  der  ihm  auch 
über  jene  Zeiten  hinweghalf,  wo  Anfechtongen  und  Enttäuschungen 
nicht  erspart  blieben.  Dazu  kam  bis  in  das  hohe  Alter  eine 
jugendliche  Frische.  Wer  ihn  beobachtete,  wie  er  allgemeine  Fragen 
erörterte,  wie  er  fast  enthusiastisch  seiner  Befriedigung  über  den 
Aufschwung  der  Morphologie  an  der  Hand  des  großen  Gedaakens 
der  Deszendenz  Ausdruck  gab,  der  eniaiahm  gern,  daß  sich  an 
ihm  das  Wort  von  Aristoteles  bewahriieitete:  &ftvjxi«vovg  '^dovag 
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Ehrenmitglied. 

Seine  Exzellenz   der  Staatsminister  des  Knltus   nnd  öfEentlichen 
Unterrichts  Dr.  Kurt  Damm  PaiU  v.  Seydeunte. 


Ordentliche  einheimische  Mitglieder  der  philologisch- 
historischen Elasse. 

Geheimer  Hofrat  Ernst  Windisch  in  Leipzig,  Sekret&r  der  philoL- 

histor.  Elasse  bis  Ende  des  Jahres  1904. 
Geheimer   Bat    Hermcmn   Lipsius    in    Leipzig,    stellvertretender 

Sekretär  der  philoL-histor.  Klasse  bis  Ende  des  Jahres  1904. 
Professor  Hugo  Berger  in  Leipzig. 

Adolf  Birck-HWschfdd  in  Leipzig. 

Geheimer  Bat  OUo  BßhÜingJc  in  Leipzig. 

Geheimer  Hofrat  Friedrich  Karl  Brugmann  in  Leipzig. 

Karl  Bücher  in  Leipzig. 

Professor  Berthold  Delbrück  in  Jena. 

August  Fischer  in  Leipzig. 

Bibliotheksdirektor  Professor  Oscar  v,  Gebhardt  in  Leipzig. 
Geheimer  Hofrat  Heinrich  Q-eher  in  Jena. 

Georg  Götz  in  Jena. 

Geheimer  Kirchenrat  Albert  Hauch  in  Leipzig. 

Geheimer  Bat  Max  Heinae  in  Leipzig. 

Geheimer  Hofrat  Rudolf  Hireel  in  Jena. 

Oberschnlrat  Friedrich  Otto  HuUsch  in  Dresden-Striesen. 

Professor  Carl  Lamprecht  in  Leipzig. 

Geheimer  Hofrat  August  LesMen  in  Leipzig. 

1908.  a 


n  MzraLIEDKa-YEBZBICRHTS. 

Professor  Friedrich  Marx  in  Leipzig. 

Richard  Meister  in  Leipzig. 

(Geheimer  Hofrat  Litdung  MiUeis  in  Leipzig. 
Professor  Eugen  Mogk  in  Leipzig. 
Oberstadienrat  Herma^f^  Feter  in  Meissen. 
Geheimer  Hofrat  Friedrich  Batzü  in  Leipzig. 
Professor  WiOiehn  Bescher  in  Wnrzen. 
Professor  August  Schmarsow  in  Leipzig. 
Hofrat  Theodor  Schreiber  in  Leipzig. 
Professor  Gerhard  Seeliger  in  Leipzig. 
Geheimer  Hofrat  Eduard  Sievers  in  Leipzig. 

Budolph  Sohm  in  Leipzig. 

Professor  Georg  Steindarff  in  Leipzig. 

Franz  Studmofka  in  Leipzig. 

Geheimer  Hofrat  Georg  Treu  in  Dresden. 

Professor  Moritz  Voigt  in  Leipzig. 

Geheimer  Hofrat  Curt  Wachsmu&i  in  Leipzig 

Richard  Faul  WiiXker  in  Leipzig. 

Professor  Heimich  Zimmern  in  Leipzig. 


Frühere  ordentliche  einheimische,  gegenwärtig  auswärtige 
Mitglieder  der  philologisch-historischen  Elasse. 

Geheimer  Hofrat  Lt^jo  Brentano  in  München. 
Professor  Friedrich  Delitzsch  in  Berlin. 
Geheimer  Hofrat  Erich  Marcks  in  Heidelberg. 
Hofrat  Friedrich  Kluge  in  Freibnrg  L  B. 
Geheimer  Begierongsrat  Eberhard  Schröder  in  Berlin. 


Ordentliche  einheimische  Mitglieder  der  mathematisch- 

physischen  Elasse. 

Geheimer  Bat   WUhdm  His  in  Leipzigs  Seloret&r  der  mathem.- 

phjs.  Elasse  bis  Ende  des  Jahres  1905. 
Geheimer  Bergrat  Hermann  Credner  in  Leipzig^  stellvertretender 

Sekretär  der  mathem.-phjs.  Elasse  bis  Ende  des  Jahres  1905. 
Professor  Ernst  Abbe  in  Jena. 
Geheimer  Hof  rat  Ernst  Beckmann  in  Leipzig. 

Wilhelm  Biedermann  in  Jena. 

Geheimer  Medizinalrat  Budolf  Böhm  in  Leipzig. 
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MlTGLUDBB  -YlBKBICHinS.  III 

Geheimer  Hofrat  Henrich  Bruns  in  Leip2dg. 
Professor  Karl  CAtm  in  Leipzig. 

Theodor  Des  Coudres  in  Leipzig. 

Friedrich  Engd  in  Leipzig. 

Dr.  WUhelm  Feddersen  in  Leipzig. 

Geheimer  )|edizinalrat  Faul  Flechsig  in  Leipzig. 

Ewald  Hering  in  Leipzig. 

Professor  OUo  Holder  in  Leipzig. 
Geheimer  Hofrat  Ludwig  Knorr  in  Jena. 

Martin  Krause  in  Dresden. 

Geheimer  Medizinalrat  Fe^  Marchand  in  Leipzig. 
Professor  Adolph  Mayer  in  Leipzig. 
Geheimer  Hofrat  Emsi  von  Meyer  in  Dresden. 

WUhdm  MüUer  in  Jena. 

Carl  Neumann  in  Leipzig. 

Wirklicher  Staatsrat  Professor  Arthur  v.  Oeäingen  in  Leipzig. 
Geheimer  Hofrat  Wilhelm  OstwcUd  in  Leipzig. 

Wilhelm  Pfeffer  in  Leipzig. 

Xarl  Rohn  in  Dresden. 

Wilhelm  Scheibner  in  Leipzig. 

Professor  Fmst  Stahl  in  Jena. 

Geheimer  Hofrat  Johannes  Thomae  in  Jena. 

August  Töpler  in  Dresden. 

Professor  Otto  Wiener  in  Leipzig. 
Geheimer  Bat  Clemens  Winkler  in  Dresden. 

WUhdm  Wundi  in  Leipzig. 

Gustav  Anton  Zeuner  in  Dresden. 

Ferdinand  Zirkd  in  Leipzig. 


Außerordentliche  Mitglieder  der  mathematisch-physischen 

Klasse. 

Professor  Karl  Correns  in  Leipzig. 

Jchannes  Felix  in  Leipzig. 

OUo  Fischer  in  Leipzig. 

Hans  Hdd  in  Leipzig. 

Max  Siegfried  in  Leipzig. 

Otto  0ur  Strassen  in  Leipzig. 
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TV  MlTGLIBDSE-ySRZnOHnS. 

Frühere  ordentliche  einheimische,  gegenwärtig  auswärtige 
Mitglieder  der  mathematisch-physischen  Klasse. 

Oeheimrat  Ludwig  Boltzmann  in  Wien. 
Oeheuner  Begienmgsrat  FeUx  Klein  in  Oöttingen. 
Ferdifumd  Freiherr  von  Eichffu>fen  in  Be^^. 


Archiyar: 
Ernst  Bohert  Ähendroth  in  Leipzig. 


Verstorbene  Mitglieder. 

Ehrenmitglieder. 

Falkensteinj  Johann  Faul  von,  1882. 

Gerber^  Carl  Friedrich  von,  1891. 

Wiäershem,  Karl  August  Wühdm  Eduard  von,  1865. 

Philologisch-historische  Klasse. 

AJbrecht,  Eduard,  1876.  Göfüing,  Carl,  1869. 

Ammon,  Christoph  Friedrich  von^  Outschmid,  Hermann  Alfred  von, 

1850.  1887. 

Becker,  WUhelm  Adolfe  1846.  Hand,  Gustav,  1878. 

Brockhaus,  Hennann,  1877.  Hand,  Ferdinand,  1851. 

Bursian,  Conrad,  1883.  Hartenstein,  Ousta/v,  1890. 

Curüus,  Georg,  1885.  Hasse,  Friedridi  Christian  Au- 
Droysen,  Johann  Gustav^    1884.         gust,  1848. 

Ebers,  Georg,  1898.  Haupt,  MoriU,  1874. 

Ebert,  Adolf,  1890.  Hermann,  Gottfried,  1848. 

Fleckeisen,  Alfred,  1899.  Jacobs,  Friedrich,  1847. 

Fleischer,  Heinr,  Leberecht,  1^%^.  Jahn,  Otto,  1869. 

Flügel,  Gustav,  1870.  JanUschek,  Hubert,  1893. 

Franke,  Friedrich,  1871.  Köhler,  Beinhold,  1892. 

Gabelentz,  Hans  Conen  von  der,  Krehl,  Ludölf,  1901. 

1874.  Lange,  Ludwig,  1885. 

Gabdentg,    Hans   Georg   Conon  Marquardt,  Carl  Joachim,  1882. 

von  der,  1893.  Maurenbrecher,   Wilhelm,    1892. 

Gersdorf,  Ernst  Gotthelf,    1874.  Miaskowshi,  August  von,  1899. 
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Mü^idsen,    Andrects    Ludwig  Schleicher,  August,  1868. 

Jacob,  1881.  Seidler,  August,  1851. 

Mommsen,  Theodor,  1903.  Seyffarth,  Oiistav,  1885. 

Nipperdey,  Carl.  1875.  Sodn^  Albert,  1899. 

Noorden,  Carl  von.  1883.  Springer,  Anton,  1891. 

Overbeck,  Johannes  Adolf,  1895.  Ä^torÄ;,  CaW  Bernhard,  1879. 

Pertsch,   Wilhelm,  1899.  Stobbe,  Johann  Ernst  Otto,  1887. 

Pesdid,  Oscar  Ferdinand,  1875.  Tticfc,  JPWacIric^,  1867. 

PreUer,  Ludwig,  1861.  ZTÄer^  JVtedricÄ  Jtfö'M«*,  185 1. 

JBi&6ecÄ.  (Wto,  1898.  7o^,  Geor^,  1891. 

BiisM,  Friedrich  WilMm,  iSj6.  Wachsmu0i.  WUhdm,  1866. 

l^oMe,  Erwin,  1898.  TTdteÄfcr,  Carl  öeor^  von,  1880. 

Röscher,  WiXhelm,  1894.  TTcs^ermown,  -4f»few,  1869. 

l^tf^«,  ^Au9,   1903.  Zamcke,  Friedrich,   1891. 
Sauppe,  Hermann,  1893. 

Mailiematisch-phjsische  Klasse. 

dp  Arrest,  Heinridh,  1875.  ÜTnop,   Johann  August  Ludwig 
BäUeer,  Heinrich  Richard,  1887.  TTi^e^,   1891. 

Beeold,  Ludwig  Albert  Wilhelm  Kolbe,  Hermann,  1884. 

von,  1868.  Krüger,  Adalbert,  1896. 

Braune,  Christian  Wilheim,i8g2.  Ku/nee,  Gustav,  1851. 

J?ru^»n5,  Carl,  1881.  Ldimann,   Carl  Chtthelf,    1863. 

Carus,  Carl  Gustav,  1869.  Leuckart,  Rudolph,  1898. 

Oaru^^  Julius  Victor,  1903.  Xi«,  SophuSy  1899. 

Co^tiAßim,  Jii2»t«5.   1884.  Z^ndenat«,  Bernhard  August  von, 
Döberemer,  Johann  Wolf  gang,  1854. 

1849.  Ludung.  Carl  1895. 

Drobisch,  Moritz  Wilhelm,  1896.  Jlfard^nd.  ISicAard  i^eZia;.   1850. 

Erdnuinn,  Otto  Lvrmi,  1869.  MetCenius.  Georg,  1866. 

jPecÄner,  Gustav  Theodor,  1887.  JHö'&iii«.  J.tf^u9^^6rc{tnand,  1868. 

JPumA;^,  Otto,  1879.  Naumann,  Carl  Friedrich,  1873. 

Gegenbaur,  Carl,  1903.  JPöpj»^.  JEdttarci,  1868. 

GemxU,  Hans  Bruno,  1900.  Reich,  Ferdinand.  1882. 

Hankd,  Wilhelm  GotÜieb,  1899.  Scheerer,  Theodor.  1875. 

Hansen,  Peter  Andreas,  1874.  Schenk,  August.  1891. 

Hamack,  Axel,  1888.  Schilden,  Matffhias  Jacob,  1881. 

Hofmeister,  Wilhelm,  1877.  SchKfmüch,  Oscar,  1901. 

Huschke,  Emü,  1858.  iScAmitt,  i^ucioZ/'  TTiZ^e^,  1898. 


TI  MffGLnEDkR-YnSSIGHHIS. 

SchwägriO^m,    Christian   Fried-  Weiber,  Eduard  Friedridk,  iBji. 

rieh,  1853.  Weber,  Ernst  HeinriOi,  1878. 

8ea>eck,  Ludwig  FriedriiA  WO-  Weber,  Wühdm,  1891. 

hdm  August,  1849.  Wied6mann,  Gustav,  1899. 

Stein,  Samuel  Friedrich  Naßuh  Wislicenus,  Johannes,  1902. 

naü  van,  1885.  Zällner,  Johann  Carl  Friedrieh» 
St<^nHxnn,  Friedrieh,  1897.  1882. 

VoOmann,  Alfred  WOhdm,  1877. 

Leipiig,  un  31.  Desember  1903. 


Verzeichnis 

der  bei  der  EönigL  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften im  Jahre  1903  eingegangenen  Schriften. 


1.  Von  gelehrten  Gesellscbaften^  Uniyersitaten  und  öffentlichen 
Behörden  herausgegebene  und  periodische  Schriften. 

Dentsohland. 

Abhandlungen  der  Königl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin. 
Ans  d.  J.  1902.    Berun  d.  J. 

Sitzungsberichte  der  Eönigl.  Preuß.  Akad.  d.  Wissensch.  zu  Berlin. 
1902,  No.  41 — 53.     1903,  No.  1—40.    Berlin  d.  J. 

Politische  Korrespondenz  Friedrichs  d.  Gr.    Bd.  28.    Berlin  1903. 

WcOßinger,  Carl,  Das  Belief  des  Archeiaos  von  Priene.  63.  Promnun 
zum  Winckelmannsfeste  der  Arch&ologischen  Oesellschaft  zu  Berlin. 
Berlin  1903. 

Berichte  der  deutschen  chemischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  Jahrg.  35, 
No.  21.    Jahrg.  36,  No.  i — 16.    Berlin  1902   03. 

Die  Fortschritte  der  Physik  im  J.  1902.  Dargestellt  von  der  Physi- 
kalischen Gesellschaft  zu  Berlin.  Jahrg.  58.  Abt.  i — 3.  —  Namen- 
register nebst  einem  Sach-Erg&nzungsregister  zu  Bd.  44 — 53 
(1888— 1897).  Bearbeitet  Ton  G.  Schwabe  und  E,  Schwabe.  Braun- 
schweig 1903. 

Verhandlungen  der  deutschen  physikalischen  Gesellschaft.  Jahrg.  3, 
No.  2.    Jahrg.  4,  No.  18.    Jahrg.  5,  No.  i — 23.    Berlin  1901—03. 

Gentralblatt  für  Physiologie,  unter  Mitwirkung  der  Physiologischen 
Gesellschaft  zu  Berlin  herausgegeben.  Bd.  16  (Jahrg.  1902), 
No.  20 — 26.    Bd.  17  (Jahrg.  1903),  No.  i— 19.    Berlin  d.  J. 

Yerhandlxmgen  der  Physiologischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  Jahrg.  27. 
(1902/03),  No.  3—14.    Berlin  d.  J. 

Abhandlxmgen  der  Egl.  Preuß.  geolog.  Landesanstalt  N.  F.  H.  18 
(nebst  Atlas).    24  (desgL).    37  (desgl.).    38.    Berlin  1902.  03. 

FoUmii,  H.,  Abbildungen  und  Beschreibungen  fossiler  Pflanzenreste  der 
paläozoischen  und  mesozoischen  Formationen.  Herausg.  von  der 
Kgl.  Preuß.  geolog.  Landesanstalt.    Lief.  i.    Berlin  1903. 

WissenschafÜiche  Abhandlungen  der  PhysikaUsch-Technischen  Reichs- 
anstalt.   Bd.  4,  H.  I.    B^lin  1904. 


Vm  YMEoacattB  dir  inroioAHaBHXH  SoHBirair. 

Die  T&tigkeit  der  PhysikaliBch-TechniBchen  Beichsanstalt  im  Jahre  1902. 
8.-A.    Berlin  d.  J. 

Kamtnerer,  Ist  die  Unfreiheit  unserer  Enltor  eine  Folge  der  Inffenieur- 
konst?  Rede  in  der  Halle  der  Egl.  Technischen  Hochschule. 
Berlin  1903. 

Jahrbücher  des  Vereins  von  Altertomsfrennden  im  Blieinlande.  H.  loS 
— ixo.    Bonn  1902.  03. 

Achtzigster  Jahresbericht  der  Schlesischen  Gesellschaft  f3r  vater- 
ländische Kultur.  Enthält  den  Generalbericht  über  die  Arbeits 
und  Veränderungen  der  Gesellschaft  im  J.  1902.    Breslau  1903. 

Jahrbuch  des  Eönigl.  Sachs,  meteorologischen  Instituts  [in  Chemnitz]. 
Jahrg.  17.  n.  —  Das  Klima  des  Königreichs  Sacnsen.  H.  7.  — 
Schreiber,  Paul,  Kritische  Bearbeitung  der  Luftdruckmessungen  im 
KOnigr.  Sachsen  während  der  Jahre  1866 — 1900.    Chemnitc  1903. 

Schriften  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Dan  zig.  N.  F.  Bd.  10, 
H.  4.    Danzig  1902. 

Zeitschrift  des  k.  Bächsischen  statistischen  Bureaus.  Jahrg.  4^  (1902), 
Ko.  3.  4.    Dresden  1903. 

Die  Siegel  des  Adels  der  Wettiner  Lande  bis  zum  Jahre  1500.  Im 
Auftrage  der  Kgl.  Sachs.  Staatsregierung  herausg.  von  OUo  Pösk. 
Bd.  I.    Dresden  1903. 

.Sitzunffsberichte  und  Abhandlungen  der  naturwissenschafUichen  Gesell- 
schaft Isis  in  Dresden.    Jalu*g.  1902,  Jan. — Dez.    Dresden  d.  J. 

Verzeichnis  der  Vorlesungen  und  Übungen  an  der  Kgl.  Sachs.  Tech- 
nischen Hochschule  f.  d.  Sommersem.  1903  u.  Wintersem.  1903/04.  — 
Personalverzeichnis  der  Kgl.  Sachs.  Techn.  Hochschule  f.  d.  Sommer- 
sem. 1903  u.  Wintersem.  1903/04. 

Mitteilungen  des  Vereins  fOr  die  Geschichte  und  Altertumskunde  von 
Erfurt.    H.  24,  L  H.    Erfurt  1903. 

Sitzungsberichte  der  pb7sikal.-medizüiiechen  Sodetät  in  Erlangen. 
H.  34  (1902).    Erlangen  1903. 

Jahresbericht  des  Physikalischen  Vereins  zu  Frankfurt  a.  M.  f.  das 
Eechnungqahr  1901/02.    Frankfurt  1903. 

Helios.    Abhandlungen  und  monatliche  Mitteilungen  aus  dem  Gtosami- 

Sebiete  der  Naturwissenschaften.  Organ  des  Naturwissensch.  Vereins 
es  Reg. -Bezirks  Frankfurt.    Jahrg.  20.    Berlin  1903. 

Jahrbuch  f.  d.  Berg-  und  Hüttenwesen  im  Königreich  Sachsen  auf 
d.  Jahr  1903.    Freiberg  d.  J. 

Programm  der  Kgl.  Sachs.  Bergakademie  zu  Freiberg  f.  d.  J.  1903/04. 
Preiberg  1903. 

Verzeichnis  der  Vorlesungen  auf  der  Großherzogl.  Hessischen  Ludwigs- 
Univers.  zu  Gießen.  Sommer  1903,  Winter  1903/04;  Personal- 
bestand W.  1902/03,  S.  1903.  —  Satzungen  der  Universität  Gießeu. 
4.  Nachtrag  zu  der  Ausgabe  von  1889.  —  Bestimmungen  über  die 
Promotion  bei  der  Grofih.  Landes-Üniversität  zu  Gießen.  —  86  Dis- 
sertationen aus  den  Jahren  1902  u.  1903. 

Bogtroem,  Eugen,  Traumatismus  und  Parasitismus  als  Ursachen  der 
Geschwülste  (Progr^.  —  Krüger,  Gust.,  Kritik  und  Überlieferung 
auf  dem  Gebiete  der  Erforschung  des  Urchtistentoms  ^estrode). 
Gtießen  1902.  03. 


YxBZSicHHiB  DIB  uHOBOijraranar  Scbbiptbn.  IX 

Neues  LanBitzisches  Magazin.  Im  Auftrag  d.  Oberlausitz.  Gesellsch. 
d.  Wissensch.  herausg.  von  B.  Jecht.    Bd.  78.     Görlitz  1902. 

Codex  diplomaticns  Lnsatiae  snperioris.   Bd.  2.  H.  2.  3.    Görlitz  1901. 02. 

Abhandlungen  der  König  1.  Gesellschaft  der  WissenBchaften  zu  Göttingen. 
N.  F.  PhilologiBch-nistorische  Elasee.  Bd.  7.  No.  i — 3.  Math.-phys. 
Klasse.    Bd.  2.  No.  i  u.  4.    Göttingen  1903. 

Gau88j  Karl  Friedr.^  Werke.  Bd.  9.  Heransg.  von  der  Kgl.  Gesellschaft 
der  WissenBohaften  zu  Göttingen.    Leipzig  1903. 

Nachrichten  von  der  KönigL  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Göttingen.  Math.-phys.  Kl.  1902,  No.  6.  1903,  No.  i — 5.  Philol.- 
hist.  El.  1902,  No.  5.  1903,  No.  1—5.  Geschäftliche  Mitteilungen. 
1902,  H.  2.     1903,  H.  I.    Göttingen  d.  J. 

Jahresbericht  der  Fürsten-  und  Landesschule  zu  Grimma  über  d. 
Schufjahr  1902/03.     Grimma  1903. 

NoYa  Acta  Academiae  Gaes.  Leopoldino-Carolinae  germanicae  naturae 
curiosorum.    Tom.  80.    Halis  1903. 

Leopoldina.  Amtl.  Org  d.  Kais.  Leopoldinisch-Carolinisch  deutschen 
Akad.  der  Naturforscher.  H.  38,  No.  11.  12.  H.  39,  No.  i — 11. 
Halle  1902.  03. 

Zeitschrift  ftlr  Naturwissenschaften.  Organ  des  naturwiss.  Vereins  für 
Sachsen  und  Thüringen.  Bd.  75.  H.  3—6.  Bd.  76.  H.  i.  2.  Stutt- 
gart 1903. 

Mitteilungen  der  mathematischen  (Gesellschaft  in  Hamburg.  Bd.  4. 
H.  3.    Leipzig  1903. 

Neue  Heidelberger  Jahrbücher.  Herausg.  vom  Histor. -philosophischen 
Vereine  zu  Heidelberg.    Jahrg.  12,  Heft  i.    Heidelberg  1903. 

Mitteilungen  der  Grofih.  Sternwarte  zu  Heidelberg.  Herausg.  von 
W.  VaXentiner.  H.  Veröffentlichungen  der  Großh.  Sternwarte  zu 
Heidelberg.    Bd.  2.    Karlsruhe  1903. 

Berichte  über  Land-  und  Forstwirtschaft  in  Deutsch-Osta&ika.  Herausg. 
Yom  Kaiserl.  Gouvernement  von  Deutsch-Oetafrika  Dar-es-Sal&m. 
Bd.  I.   H.  3—6.    Heidelberg  1903. 

Programm  der  Groflherzogl.  Badnischen  Technischen  Hochschule  zu 
Karlsruhe  für  das  Studiei\jahr  1903/04.  —  6  Dissertationen  a.  d. 
J.  1902. 03.  —  Oeehelhaeuser^  Ado.  v.,  Der  kunstgeschichtliche  Unter- 
richt an  den  deutschen  Hochschulen  (Festrede).    Karlsruhe  1902. 

Chronik  d.  UniversiiÄt  zu  Kiel  f.  d.  J.  1902/3.  —  Verzeichnis  der 
Vorlesungen.  Winter  1902/03,  Sommer  1903.  —  Baumgarten,  Otto, 
Die  VorauBsetzungslosigkeit  der  protestantischen  Theologie  (Bekto- 
ratsrede).  —  Beinke,  Joh.,  Studien  über  die  vergleichende  Ent- 
wickelungsgeschichte  der  Laminariaceen  (Progr.).  —  Schöne^  Alfr., 
Über  die  beiden  Benaissancebewegungen  des  15.  u.  1 8.  Jahrhunderts 
(Bede).    Kiel  1903.  —  160  Dissertationen  a.  d.  J.  1902/03. 

Wissenschaftliche  Meeresuntersuchungen.  Herausg.  von  der  Kommission 
zur  wissenschafU.  Untersuchung  der  deutschen  Meere  in  Kiel  und 
der  Biologischen  Anstalt  auf  Helgoland.  Im  Auftrage  des  Königl. 
Minist.  f£  Landwirtschaft,  Domänen  usw.  N.  F.  Abteilung  Kiel. 
Bd.  7.  8  u.  Erghft.    Kiel  und  Leipzig  1903. 

Schriften  des  naturwissenschaftlichen  Vereins  ftb:  Schleswig -Holstein. 
Bd.  12.    H.  2.    Kiel  1902. 


X  VlBniOBlIIS  DKB  XniGBeAKOailEV  ScBBimv. 

Scbrifben  der  physikaliBch-OkonomiBchen  Gresellschaft  zu  Königsberg. 
Jahrg.  43  (1902).    Königsberg  1902. 

Jahresbericht  des  Nikolaigymnasiums  in  Leipzig.     1903. 

Weigand^  Gtut,,  Linguistischer  Atlas  des  dacoromfinischen  Sprach- 
gebietes.   Lief.  4.    Leipzig  1903. 

Zeitschrift  des  Vereins  fOr  Lübeck.  Geschichts-  nnd  Altertumskunde. 
Bd.  8.    R  2.    Lübeck  1900. 

Jahresbericht  der  Fürsten-  und  Landesschnle  zu  Meißen  von  Juli  1902 
bis  Juli  1903.    Meißen  1903. 

Abhandlungen  der  math.-phys.  Kl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss.  Bd.  22, 
Abt.  I.    München  1903. 

Abhandlungen  der  histor.  KL  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wies.  Bd.  22, 
Abt.  3.    München  1903. 

Abhandlungen  der  philos. -philolog.  Kl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss. 
Bd.  22,  Abt.  2.    München  1903. 

ZüUl^  Karl  A.  v.,  Die  wissenschaftliche  Wahrheit  (Bede\  —  Knapp, 
Geo.  Friedr,,  Justus  von  Liebig  nach  dem  Leben  gezeichnet  (Fest- 
rede).   München  1902.  03. 

Sitzungsberichte  der  mathem.-phy8.  Kl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss. 
zu  München.     1902,  H.  3.     1903,  H.  1—3.    München  d.  J. 

Sitzungsberichte  der  philo8.-philol.  u.  histor.  Kl.  der  k.  bayer.  Akad. 
d.  wiss.  zu  München.     1902,  H.  3.  4.    1903,  H.  1—3.    München  d.  J. 

44.  Plenarrersammlung  der  histor.  Kommission  bei  der  k.  bayer.  Akad. 
d.  Wiss.    Bericht  des  Sekretariats.    München  1903. 

Sitzungsberichte  der  Oesellschafk  fOr  Morphologie  und  Physiologie  io 
München.    Bd.  18.   H.  i.  2.    München  1903. 

Abhandlungen  der  Naturhistorischen  (Gesellschaft  zu  Nürnberg.  Bd.  15. 
H.  I.  —  Jahresbericht  für  1902.    Nürnberg  1903. 

Anzeiger  des  Germanischen  Nationalmuseums.  Jahrg.  1902.  Hft.  1—4. 
Nürnberg  d.  J. 

Historische  Monatsblätter  für  die  Provinz  Posen.  Jahrg.  2,  No.  i — 12. 
Jahrg.  3,  No.  7—12.    Posen  1902. 

Zeitschrift  der  Historischen  Gesellschaft  für  die  Provinz  Posen.  Jahrg.  17, 
H.  2.    Posen  1902. 

Veröffentlichung  des  Kgl.  Preuß.  Geod&tischen  Instituts  (in  Potsdam). 
N.  Folge  No.  II — 13.  —  Zentralbureau  der  internationalen  Erd- 
messung.   N.  F.  der  Veröffentlichungen.    No.  8.    Berlin  1903. 

Publikationen  des  Astrophysikalischen  Observatoriums  zu  Potsdam. 
Bd.  14.  —  Photographische  Himmelskarte.    Bd.  3.    Potsdam  1903. 

Veröffentlichung  der  Kgl.  Württemberg.  Kommission  für  die  internatio- 
nale Erdmessung.  —  Relative  Schwermessungen.  IH.  Ansgeföhrt 
von  K.  B.  Koch.    8.-A.    Stuttgart  1903. 

Die  erdmagnetischen  Elemente  von  Württemberg  und  Hohenzollem. 
(Gemessen  und  berechnet  für  i.  Jan.  1 901  im  Auftrage  und  unter 
Mitwirkung  der  Kgl.  Württemberg.  Meteorolog.  Zentralstation  von 
Karl  Haussmann.  Herausg.  von  dem  Kgl.  Statistischen  Landesami 
Stuttgart  1903. 

Württembergische  VierteljahrsBchrift  für  Landesgeschichte.  Herausg. 
von  der  Württembergischen  Kommission  f.  Landesgeschichte.  N.  f. 
Jahrg.  12  (1903).    Stuttgart  d.  J. 
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Tharander  foretüches  Jahrbuch.  Bd.  52,  2.  Bd.  53,  i.  2  u.  Beihft. 
Dresden  1902.  03. 

Mitteilimgen  des  Vereins  für  Kunst  und  Altertum  in  Ulm  und  Ober- 
schwaben.   H.  10.    Ulm  1902. 

Jahrbücher  des  Nassauischen  Vereins  f.  Naturkunde.  Jahrg.  56.  Wies- 
baden 1903. 

Sitzuuffsberichte  der  phjsikal.  - medizin.  (Gesellschaft  zu  Würzburg. 
JiUirg.  1902,  No.  3 — 6.    Würzburg  d.  J. 

Verhandlungen  der  ph76ikal.-medizin.  Gresellschafb  zu  Würzburg.  N.  F. 
Bd.  35,  No.  4—7.    Würzburg  1903. 

Osterreich -Ungarn. 

I^jetopis  Jugoslavenske  Akademi^je  znanosti  i  un^jetnosti  (Agram). 
Svez.  17.     1902.    U  Zagrebu  1903. 

Bad  Jt^slavenske  Akadem^'e  znanosti  i  umjetnosti.  K6.  149 — 152. 
U  Zagrebu  1902.  03. 

^je£nik  hrvatekoga  ili  srpskoga  jezika.  Izd.  Jugoslav.  Akad.  znanosti 
i  ungetnostL   Svez.  22.    U  Zagrebu  1902. 

Starine,  na  syiet  izdaje  Jugoslav.  Akad.  znanosti  i  uugetnosti.  Kt.  30. 
U  Zagrebu  1902. 

VjeBtnik  kr.  hrvatsko-slavonsko-dalmatinskog  zema^jskog  arkiva.  Ood.  5, 
Svez.  I.  2,  L  3.  4.    U  Zagrebu  1902.  03. 

Zbomik  za  narodni  Üvot  i  obi6aje  juinih  Slavena.  £6.  7,  Svez.  2, 
KÜL.  8,  Svez.  I.    U  Zagrebu  1902.  03. 

Zeitschrift  des  M&hrischen  Landesmuseums.  Herausg.  von  der  Mäh- 
rischen Museumu^sellschaft  (Deutsche  Sektion).  Bd.  2.  3.  — 
Casopis  Moravskdno  musea  zemsk^o.    Bo^.  3.    Brunn  1 901. 

Magyar,  tudom.  Akaddmiai  Almanach  1903.    Budapest  d.  J. 

Mathematische  und  naturwissenschafUiche  Berichte  aus  Ungarn.  Mit 
Unterstützung  der  Ungar.  Akademie  d.  Wissenschaften.  Bd.  18  (i 900). 
Budapest  1903. 

£rtekez^6ek  a  nyelv-^s-sz^ptudom&nyok  Köräböl.  Eiac^a  a  Magyar 
tudom.  Akad.    Eöt.  18,  Sz.  1—5.    Budapest  1902.  03. 

£rtekez6sek  a  T&rsadalmi  Tudomitnyok  KGr^öl.  Eöt  12,  Sz.  3—9. 
Budapest  1903. 

£rtekez^sek  a  TOrtäneti  Tudom&nyok  EOr^öl.  EOt.  17,  Sz.  9—10. 
Eöt.  18,  Sz.  I— 10.    EOt.  19,  Sz.  X— 5.    Budapest  1898— 1901. 

Archaeologiai  £rtesitö.  A  Magyar,  tudom.  Akad.  arch.  bizotts&gäuak 
^  av  Orsz.  Bäg^szeti  s  emb.  T&rsulatnak  EözlOnye.  Eöt.  22, 
Sz.  4.  5.    Eöt.  23,  Sz.  1—3.    Budapest  1902.  03. 

Mathematikai  6b  term^szettndom&nyi  ^rtesitö.  Eiac^a  a  Magyar  tudom. 
Akad.    Eöt.  20,  Füz.  3—5.   Eöt.  21,  Füz.  i.  2.    Budapest  1902.  03. 

Nyelvtudom&nyi  Eözlem^nyek.  Eiadja  a  Magyar  tudom.  Akad.  Eöt.  32, 
Füz.  3.  4.   Eöt.  33,  Füz.  I.    Budapest  1902.  03. 

Monumenta  Hungariae  historica  (Magyar  Tört^nelmi  Eml^ek).  Eöt.  31. 
Budapest  1903. 

Monumenta  Hungariae  juridico-historica.  Corpus  statatorum  Hungariae 
municipalium.    Tom.  5,  Pars  i.    Budapest  1902. 


Xn  VBBsuomns  dbb  vaQWQAifawnax  SoiiBXFnnr. 

Rapport  Bur  Tactivitä  de  TAcadeinie  Hongroiae  des  sciences  en  1902. 
Budapest  1903. 

Magyaronzägi  tanulök  KülfOldön.    IV.    Budapest  1902. 

Croläxiher,  Ignag,  A  bnddhismns  hat&sa  az  issl&mra.    Budapest  1903. 

Kardesonui,  Jdno8,  A  magyar  nemsets^gek  a  XTV.  sz&zad  KOiep^ig. 
EGt.  in,  I.    Budapest  1901. 

Lennhoss^,  M.  v.y  Die  Entwickelung  des  Glaskörpers.  Vorgelegt  der 
Ungar.  Akademie  der  Wissensch.    Leipzig  1903. 

Mwnkae»i,  B,,  Vogul  n^pkOlt^si  gyfijtem^nj.  EOi  i.  Supplem.  Buda- 
pest 1902. 

Verzeichnis  d.  OffenÜ.  Vorlesungen  an  der  k.  k.  Franz-Josefs-Üniversitftt 
zu  Gzernowitz  im  Sommer-Sem.  1903.  Winter-Sem.  1903/04.  — 
Übersicht  der  akademischen  Behörden  im  8tudiei\jahre  1903/04.  — 
Die  feierliche  Inauguration  des 'Rektors  f.  d.  Studienjahr  1902/03. 

Mitteilungen  des  naturhistorischen  Vereins  fSr  Steiermark.  H.  39  (1902). 
Graz  1903. 

Mitteilungen  des  Vereins  der  Äizte  in  Steiermark.  Jahrg.  39.   Graz  1902. 

Regia  litt,  üniversitas  Hunff.  Glaudiopolitana  Joannis  Bolyai  in  me- 
moriam.    Qaudiopoli  (.Klausenburg)  1902. 

Anzeiger  der  Akademie  d.  Wissenschaften  in  Erakau.  Math.-natunr. 
Cl.  1902,  No.  8 — 10.  1903,  No.  1—7.  Philol.  Gl.  1902,  No.  8-— 10. 
1903,  No.  1—7.    Erakau  d.  J. 

Atlas  geologicznj  Galicyi  (Wydanictwo  Eomis.  fizyograf.  Akad.  umiej.  w 
Erakowie)  zesz.  14  (Text  u.  Atlas).    W.  Erakowie  1903. 

Bibliografia  historyi  polskiej  (Wydan.  Akad.  umiej.  w  Erakowie)  No.  41. 
fi[rak6w  1902.  03. 

Biblioteka  pisarz6w  polskich  (Wydanictwa  Akad.  umiej.  w  Erakowie). 
No.  42— 46.    WXrakowie  1903. 

Gollectanea  ex  Archivio  Collegii  historici  (Archivurn  komisyi  histoiycznej). 
Tom.  9.    Eraköw  1903. 

Eatalog  literatury  naukowej  polskiej.  Tom  2  (1902),  zesz.  3.  4. 
Erakow  1903. 

Materiaty  antropologiczno-archeologiczne  i  etno^aficzne  wydawane 
staraniem  komisyi  antropologicznej  Akad.  umiej^tn.  w  &akowie. 
Tom  6.    W  Erakowie  1903. 

Materic^y  i  prace  komisyi  j^zykowej  Akad.  umiej^tn.  w  Erakowie. 
Tom  I,  zesz.  2.   Tom  2,  zesz.  i.    W.  Erakowie  1903. 

Rocznik  akademii  umiej^tnofici  w  Ejrakowie.  Rok  1901/02.  W  Erakowie 
1902. 

Rozprawy  Akademii  umicrj^tnoici.  —  Wydzia}  filologiczny.  T.  34.  35, 
I.  37.  (Ser.  n.  T.  19.  20,  I.  22).  —  Wydzia}  historyczno-filozoficzny. 
T.  44.  (Ser.  n.  T.  19).  —  Wydzial  matemai-przyrodniczy.  T.  42. 
(Ser.  III.  T.  2.  A.  B.).    W  Erakowie  1902. 

Sprawozdania  komisyi  do  badania  historyi  sztuki  w  Polsce.  T.  7, 
zesz.  3.    W.  Erakowie  1903. 

Sprawozdanie  komisyi  fizyograficzn^j.    Tom  36.    Eraköw  1902. 

Federowski^  Mich,,  Lud  bia^oruski  na  Rusi  litewskiej.  Tom  3,  IL 
(Wydanictwo  komisyi  antropol.  Akad.  umiej.)    W  Erakowie  1903. 

Mitteilungen  des  Museal  Vereines  fär  Erain.  Jahrg.  1 5,  i — 6.  Laib  ach  1902. 
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Isrestüa  MnsBejakega  dradtva  za  Erasjeko    Letnik  12.   Y  Ljubljani  1902. 

Chronik  der  ukramisclieii  (rutlienisclien^  Sevcenko-GesellBcliaft  der 
WiBBenschaften.  H.  11 — 14.  —  Sammelßchr.  der  iiiathein.-iiaturwißB.- 
ärztl.  Sektion  der  Sevöenko-Gesellschaft.  Bd.  9.  Lemberg  1902. 03. 

Lud,  Organ  towarzystwa  ludoznawczego  we  Lwowie.  T.  9,  zeez.  i — 3. 
We  Lwowie  1903. 

Almanach  Ceskä  Akademie  Cisafe  Frantidka  Joeefa.  Bo6n.  13.  1903. 
V  Praze  d.  J. 

Bibliot^a  klassiku   feck^cli   a  ffmskych.     Öisl.  5.  7.    Y  Praze  1902. 

Bozpravy  Cesk^  Akad.  Cfs.  Frantidka  Josefa.  Tffd.  I.  Ro&i.  10.  Tfid.  ü. 
B.o6n.  II.  —  Tfld.  IH.    B.o6n.  9.    Öial.  i.     Y  Praze  1902.  03. 

Yöatnik  Öeskd  Akad.  Cfs.  Frantiska  Josefa.     Ro6n.  11.     Y  Praze  1902. 

Sbfrka  pramenfi.  Skup.  i.  Bad.  i,  öisl.  3.  4.  Rad.  2,  öisl.  4.  5.  Skap.  II, 
üsl.  5,    Y  Praze  1902.  03. 

Z<brt,  Öenik,  Bibliografie  ^esk^  historie.    Dil  2.    Y  Praze  1902. 

Kdldf,  Mart.,  Ce8komoray8k&  Heraldika.    I.    Y  Praze  1902. 

Spisj  Jana  Amosa  Komensk^bo.    Öisl.  5.  6.    Y  Praze  1902. 

Jahresbericht  der  k.  böhm.  Gresellsch.  d.  Wissenschaften  für  das  Jahr  1902. 
Prag  1903. 

Sitzungsberichte  der  k.  böhm.  Gesellschaft  d.  Wissenschaften.  Math.- 
natnrw.  Klasse.  Jahrg.  1902.  —  Philos.-histor.-philolog.  Klasse 
Jahrg.  1902.    Ptag  1903. 

Doppler,  Gh.,  Über  das  farbige  Licht  der  Doppelsteme  und  einiger 
anderer  Gestirne  des  Himmels.  Zur  Feier  seines  100.  Geburtstages 
neu  herausgeg.  von  F.  J.  Studnicka.    Prag  1903. 

Beiträge  zur  deutsch-böhmischen  Yolkskunde.  Im  Auftrage  der  Gesell- 
schaft zur  Förderung  deutscher  Wissenschaft,  Kunst  und  Literatur 
in  Böhmen  geleitet  von  Ä.  Hauff en.  Bd.  i.  H.  2.  Bd.  4.  H.  2. 
Bd.  5.   H.  I.    Prag  1902.  03. 

Bechenschafts- Bericht  über  die  Tätigkeit  der  Gesellschaft  zur  Ford, 
deutsch.  Wissensch.,  Kunst  u.  Literat,  in  Böhmen.    1902.   Prag  1903. 

Yorläufiger  Bericht  über  eine  archäologische  Expedition  nach  Klein- 
asien, unternommen  im  Auftrage  der  Ges.  z.  Förderung  deutsch. 
Wissensch.  etc.  in  Böhmen  von  Jul.Jüthner,  Fritz  Knoll,  Karl  Patsch, 
H.  Swoboda.    Mitteilung  No.  15  der  Gtos.  z.  Ford.  etc.    Prag  1903. 

BM^  Ose.,  Yersuche  über  die  Yerwesxmg  pflanzlicher  Stoffe.  S.-A. 
Jena  1902. 

Kraus,  B,  und  Keissl,  B.,  Über  den  Nachweis  von  Schutzstoffen  g^en 
Hundswut  beim  Menschen.  Ausgeführt  mit  Unterstützung  der  Ges- 
z.  Ford,  deutsch.  Wiss.  etc  in  Böhmen.    S.-A.    Jena  1902. 

Kraus,  B.  und  Maresch,  B.,  Über  die  Bildung  von  Immunsubstanzen 
gegen  das  Lyssavirus  (desgl.).    S.-A.    Leipzig  1902. 

BaU,  Ose,  Untersuchungen  über  natürliche  xmd  künstliche  Milzbrand- 
immunität (desgl.)    S.-A.    Jena  1903. 

Bichter,  Oswald,  Untersuchungen  über  das  Magnesium  und  seine  Be- 
ziehungen zur  Pflanze  (desgl.).    S.-A.    Wien  1902. 

Wie^unoski,  Wüh.,  Über  den  Einfluß  der  Analgetica  auf  die  inter- 
b»nielle  Blutzirkulation  (desgl.).    S.-A.    Leipzig  1902. 
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54.  Bericht  der  Lese-  und  Bedehalle  der  deatichen  Stadenien  in  Prag 
über  d.  J.  1902.    Prag  1903. 

Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  an  der  k.  k.  Stern- 
warte KU  Prag  im  J.  1902.    Jahrg.  63.    Prag  1903. 

Definitive  Resultate  aus  den  Prager  Polhöhen-Messungen  von  1889  bis 
1892  und  von  1895  ^ib  1^99-  Auf  öffentl.  Körten  herausg.  von 
L.  Weineck,    Prag  1903. 

Ordnung  der  Vorlesungen  an  der  k.  k.  Deutschen  Carl-Ferdinands- 
Universit&t  in  Prag.  Somm.-S.  1903.  —  Personenstand  1902/03. 
1903/04. 

Mitteilungen  des  Vereins  fflr  Geschichte  der  Deutschen  in  Böhmen. 
Jahrg.  41,  No.  1^4.    Prag  1903. 

Sitsungsbexichte  des  deutschen  naturw.-medisin.  Vereins  für  Böhmen 
„Lotos''.    N.  F.  Bd.  22.    Prag  1902. 

Verhandlungen  des  Vereins  für  Natur-  und  Heilkunde  zu  Preßbarg. 
N.  F.  H.  14.    Preßburg  1903. 

Bullettino  di  archeologia  e  storia  dalmata.  Anno  25  (1902),  No.  12. 
Anno  26  (1903)1  No.  i— 11.  Indice  generale:  Vol.  1—23  (1878 — 1900). 
Spalato  1903. 

Atti  del  Museo  civico  di  storia  naturale  di  Trieste.  10  ^N.  S.  VoL  4). 
Trieste  1903.  —  MarcheseUi^  Carlo  ^  Apunti  suUa  Flora  FigigiaiiA. 
ib.  1902. 

Almanach  der  Kais.  Akademie  der  Wissenschaften.  Jahrg.  51.  52. 
Wien  1901.  02. 

Anzeiger  der  Kais.  Akademie  der  Wissenschaften.  Math.-ph78.  KL  1902. 
No.  22—27.    1903.    No.  I— 17.  21—24. 

Archiv  für  österreichische  Geschichte.  Herausg.  von  der  zur  Pfle^ 
Vaterland.  Geschichte  aufgestellten  Kommission  der  Kais.  Akademie 
d.  Wissensch.    Bd.  91,  U.   92,  I.    Wien  1902. 

Denkschriften  der  Kais.  Akademie  d.  Wissensch.  Mathem.-naturw.  KL 
Bd.  72.    Philol.-hist.  Kl.  Bd.  48.    Wien  1902. 

Fontes  rerum  Austriacarum.  Osterreichische  Gteschichtsquellen,  hrsg. 
von  d.  histor.  Kommission  der  Kais.  Akad.  d.  Wissensch.  Bd.  55. 
Wien  1902. 

Mitteilungen  der  Erdbeben -Kommission  der  Kaiserl.  Akademie  der 
Wissenschaften.    N.  Folge.    No.  9 — 13.    Wien  1902. 

Südarabische  Expedition.  Veröffentlicht  von  der  Kais  Akademie  der 
Wissenschaften  Bd.  5,  Teil  i.  —  Schriften  der  Balkankommission. 
Linguistische  Abteilung.    2.  3.    Wien  1903. 

Sitzunffsberichte  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  MatL-natorw.  KL 
Bd.  HO  (1901)  I,  No.  8—10.  IP,  No.  la.  Bd.  iii  (1901)  I,  No.  i — 9. 
1I\  No.  I— 10.  ^^  No.  I— 10.  ni,  No.  i— io.  —  Begister  zu 
Bd.  106— HO  (1902).  —  Philos.-histor.  KL  Bd.  144.  145  (1902.  03). 

Abhandlungen  der  k.  k.  zoologisch -botanischen  Gesellschaft  in  Wien. 
Bd.  2.   H.  2.    Wien  1903. 

Verhandlungen  der  k.  k.  zoologisch-botanischen  Gesellschaft  in  Wien. 
Bd.  $2,  H.  9.  10.    Bd.  53,  H.  1—6.    Wien  1902.  03. 

Publikationen  für  die  internationale  Erdmessung.  Astronomische  Ar- 
beiten des  k.  k.  Gradmessungs-Boreaus.  Bd.  12  L&ngenbestim- 
mungen,   Wien  1900. —  Die  astronomisch-geodfttischenAroeiten  des 
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k.  n.  k.  militftr^eographiBchen  Institiites  in  Wien.    Bd.  19.    Astro- 
nonÜBche  Arbeiten.     Wien  1902. 

Annalen  des  k.  k.  naturfaiBtorischen  HofmaseiunB  Bd.  17,  No.  3.  4. 
Bd.  18,  No.  1—3.    Wien  1902.  03. 

Abhandinngen  der  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Bd.  20,  H.  i. 
Wien  1903. 

Jahrbuch  d.  k.  k.  geologischen  B^ichsanstalt.  Jahig.  51  (1901),  H.  3.4. 
Jahrg.  52  (1902),  H.  2 — 4.    Jahrg.  53  (1903),  H.  i.     Wien  d.  J. 

Verhandlungen  d.  k.  k.  geologischen  Beichsanstalt.  Jahrg.  1 902,  No.  11 — 18. 
Jahrg.  1903,  No.  i — 15.    Wien  d.  J. 

Mitteilungen  der  Sektion  f.  Naturkunde  des  österreichischen  Touristen- 
Club.    Jahrg.  14.    Wien  1902. 

Belgien. 

Acad^mie  d'arch^ologie  de  Belgique.  Bulletin.  V.  S^r.  des  Annales. 
Part,  n,  8  (1902).     1903,  1—3.    Anvers  d.  J. 

Paedologisch  Jaarboek  onder  Biedactie  van  M,  C.  Schouyten.  Jaarg.  3. 4. 
Antwerpen  1902.  03. 

Annuaire  de  TAcadämie  B.  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts 
de  Belgique.     1903.  (Ann^e  69).    Bruxelles  d.  J. 

Acadämie  Boy.  de  Belgique.  Bulletin  de  la  classe  des  sciences. 
1902,  No.  9—12.  1903,  No.  I— 10.  —  Bulletin  de  la  classe  des 
lettres  et  des  sciences  morales  et  politiques  et  de  la  classe  des 
beauz-arts.    1902,  No.  9—12.     1903,  No.  i~io.    Bruxelles  d.  J. 

M^moires  couronn^s  et  autres  M^moires  publ.  par  TAcad.  B.  des 
sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  T.  62,  Fase.  4. 
T.  63,  Fase.  X— -7.    Bruxelles  1903. 

Mämoires  couronn^s  et  M^moires  des  savants  ^trangers  publ.  par 
TAcad.  B.  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique. 
T.  60—62.    Bruxelles  1902.  03. 

Analecta  Bollandiana.  T.  22.  Bruxelles  1903.  —  Propylaeum  ad  acta 
Sanctomm  Novembris.    ib.  1902. 

Annales  de  la  Sociät^  entomologique  de  Belgique.   T.  46.   BmxeUes  1902. 

Annales  de  la  Sociätä  malarologique  de  Belgique.  T.  36. 37  (1901. 02).  — 
Bulletins  des  s^ances.    Aimäe  1901.  02.    Bruxelles  1902.  03. 

Bulletin  du  Jardin  botanique  de  r£tat  ä  Bruxelles.  Vol.  i,  Fase.  4. 
Bruxelles  1903. 

La  Cellule.  Becueil  de  Cytologie  et  d'histologie  gänärale.  T.  19, 
Fase.  2.    T.  20,  Fase.  i.  2.    Louyain  1902.  03. 

D&nemark. 

Oversigt  over  det  Eong.  Danske  Videnskabemes  Selskabs  Forhandlinger 
i  aaret  1902,  No.  6.    1903,  No.  i — 5.    £j0benhaYn  d.  J. 

Det  Eong.  Danske  Videnskabemes  Selskabs  Skrifter.  Naturv.  og  math. 
Afd.    6.  ^ekke.    T.  11,  No.  5.  6.  T.  12,  No.  3.    Ejobenhavn  1902.  03. 

Christensen,  WitHam,  Dansk  Statsforvaltning:  det  15.  ärhundrede.  üdg. 
med  nnder8t0ttel8e  at  det  Eong.  Danske  vidensk.  Selskab.  E0ben- 
havn  1903. 
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Gonseil  pemianent  international  ponr  Fexploration  de  la  mer.  Bnlletin 
des  resoltatfl  acqnis  pendant  les  coones  p^riodiques,  pnbl.  par  le 
Bureau  dn  conseil.  Ann^e  1902/03.  No.  i — 7.  —  PublicationB  de 
circonstance.  No.  i— 5.  — -  Rapports  et  ProcäB-verbanx  des  r^nnions. 
Vol.  I.    Copenhague  1903. 

England. 

Bectorial  Adresses  deliyered  in  the  ümyersity  of  Aberdeen  1835 — 1900. 
Edit.  bj  Peter  John  Andersen.    Aberdeen  1902. 

Aberdeen  Universitj  Stndies.    No.  7.   vol.  i.  2.    Aberdeen  1902. 

Proceedings  of  the  Cambridge  Pkilosophical  Society.  Vol.  11,  P.  7. 
Vol.  12,  P,  1—3.    Cambri^e  1902.  03, 

Proceedings  of  the  B.  Irish  Academy.  Ser.  HI.  7ol.  6,  No.  4.  —  YoL  24. 
Sect.  A,  P.  1.  2.   Sect.  B,  P.  1—3.   Sect.  C,  P.  3.    Dublin  1902.  03. 

The  Transactions  of  the  B.  Irish  Academj.  Vol.  32,  Sect.  A,  P.  3—6. 
Sect.  B,  P.  I.  2.   Sect.  G,  P.  i.    Dublin  1902.  03. 

The  scientific  Proceedings  of  the  B.  Dublin  Socieiy.  Vol.  9,  P.  5. 
Dublin  1900.  01. 

The  scientific  Transactions  of  the  B.  Dublin  Society.  Vol.  7,  No.  14 — 16. 
Vol.  8,  No.  I.    Dublin  1902. 

Proceedings  of  the  B.  Society  of  Edinburgh.  Vol.  24,  No.  4.  5. 
Edinburgh  1903. 

Transactions  of  the  B.  Society  of  Edinburgh.  Vol.  40,  P  i.  2.  Vol.  42. 
Edinburgh  1901.  02. 

Proceedings  of  the  B.  Physical  Society.  VoL  15  [P.  i].  Session  131 
(1901/02).    Edinburgh  1903. 

Transactions  of  the  Edinburgh  Greological  Society.  Vol.  8,  P.  2  and 
Special  Part.    Edinburgh  1903. 

Otia  Merseiana.    Vol.  3.    Liverpool  1903. 

Proceedings  and  Transactions  of  the  Liverpool  Biological  Society. 
Vol.  17.    Liverpool  1903. 

Proceedings  of  the  B.  Institution  of  Ghr.  Britain.   Vol.  17,  P.  i.  London 

1903.  ' 

Proceedings  of  the  B.  Society  of  London.  Vol.  71.  72,  No.  469 — 485. — 
Beports  to  the  Malaria  Committee.  Ser.  8.  —  Beports  of  the 
sleeping  sickness  Commission.    No.  i — 4.    London  1902.  03. 

Transactions  of  the  B.  Society  of  London.  Ser.  A.  Vol.  201. 202.  Ser.  B. 
Vol.  196,  p.  I — 294.    London  1903. 

Herdman,  W.  A.,  Beport  to  the  Government  of  Ceylon  on  the  Pearl 
Oyster  Fisheries  of  the  Gulf  of  Manaar.  Pub^  by  the  Boyal  Society. 
London  1903. 

Proceediiu^  of  the  London  Mathematical  Society.  Vol.  35.  No.  790 — 8 1 9. 
Ser.  n.   Vol.  I,  P.  I.  2.    London  1903. 

Journal  of  the  B.  Microscopical  Society,  containing  its  Transactions 
and  Proceedings.     1903,  No.  i — 6.    London  d.  J. 

Memoirs  and  Proceedings  of  the  Literary  and  Phüosophical  Society  of 
Manchester.    Vol.  47,  P.  i — 6.  Manchester  1903. 
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Bepoxt  of  the  Manchester  Museum  Owens  College  for  1902/03.  —  Notes 
from  the  Manchester  Museum.    Ko.  10 — 14.    Manchester  1902.  03. 

Trecentenary  of  the  Bodleian  Library.    Oxford  1902. 

Frankreich. 

M^oires  des  sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux.  TL  S^r. 
T.  2.    Cah.  I.    Pans  et  Bordeaux  1903. 

Proc^s-verbaux  de  la  Sod^t^  des  sciences  physiques  et  naturelles  de 
Bordeaux.    Ann^  1901/02.    Paris  et  Bordeaux  d.  J. 

Observations  pluyiomdtriques  et  thermom^triques  faites  dans  le  Departe- 
ment de  la  Gironde  de  Juin  1901  ä  Mai  1902.  Note  de  G.  Bayet, 
Bordeaux  1902. 

M^moires  de  la  Soci^t^  nationale  des  sciences  naturelles  et  mathd- 
matiques  de  Gherbourg.  T.  33  (Sär.  IV,  T.  3).  Pasc.  i.  Cher- 
bourg  1902. 

Aimales  de  rUniyersitedeLyon.  N.  S.  Sciences.  M^decine.  Fase.  10. 11. 
Paris  et  Lyon  1902.  03. 

Annales  de  la  Facult^  des  sciences  de  Marseille.  T.  13.  Marseille  1903. 

Acad^mie  des  sciences  et  lettres  de  Montpellier.  Mämoires  de  la 
section  de  mädecine.  Sär.  n.  T.  i,  No.  i.  -r  Mämoires  de  la 
section  des  sciences.    S^.  IL  T.  3,  No.  2.    Montpellier  1902.  03. 

Bulletin  des  s^ances  de  la  sociätä  des  sciences  de  Nancy.  Sär.  in. 
T.  3,  Fase.  2—4.    T.  4,  Fase.  i.  2.    Paris  et  Nancy  1902.  03. 

Comite  international  des  poids  et  mesures.  Proc^s-verbaux  des  s^ances. 
S^.  n.  T.  2.   Sess.  de  1903.    Paris  d.  J. 

Journal  de  r£cole  polytechnique.    Ser.  n.    Cah.  8.    Paris  1903. 

Bulletin  du  Museum  d^histoire  naturelle.  Ann^e  1902,  No.  5 — 8.  1903, 
No.  3.  4.    Paris  d.  J. 

Annales  de  r£cole  normale  sup^rieure.  m.  S^r.  T.19,  No.  12  et  Suppl. 
T.  20,  No.  I— 10.    Paris  1902.  03. 

La  Bevue  de  Paris.    Annäe  10,  No.  i.    Paris  1903. 

Bulletin  de  la  Soci^tö  math^matique  de  France.  T.  30,  No.  4*  T.  31, 
No.  I.  2.    Paris  1902.  03. 

Bulletin  de  la  Soci^tä  sdentifique  et  m^dicale  de  Tonest.  Tom.  11, 
No.  3.  4.    T.  12,  No.  I.  2.    Renne s  1902.  03. 

M^noires  de  TAcad^mie  des  sciences,  inscriptions  et  helles -lettres  de 
Toulouse.    8^.  X.  T.  2.    Toulouse  1902. 

Bulletin  de  TAcadämie  des  sciences,  inscriptions  et  belies -lettres  de 
Toulouse.    T.  2.  No.  3.  4.    Touloase  1899. 

Annales  du  midi.  Berue  de  la  France  märidionale,  fond^e  sous  les 
auspices  de  rUniversitö  de  Toulouse.  Ann.  14.  15  (No.  55—59)- 
Toulouse  1902.  03. 

Biblioth^ue  märidionale,  publ.  sous  les  auspices  de  la  Facult^  des 
lettres  de  Toulouse.    Ser.  J,  T.  8.  Ser.  H,  T.  8.    Toulouse  1903. 

Annales  de  la  Facultä  des  sciences  de  Toulouse  pour  les  sciences 
math^matiques  et  les  sciences  physiques.  Ser.  II.  T.  4,  Fase  3.  4. 
T.  5,  Fase.  I.  2.    Paris  et  Toulouse  1902.  03. 

1908.  b 
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Griechenland, 

£cole    fran^aise    d' Äthanes.     Bulletin   de    correspondance  helldniqne 

SAthen].    Ann^e  25  (1901),  No.  7—12.   Ann^e  26  (1902),  No.  1—6. 
'ariB  1903. 

Mitteilungen  des  Kaiserl.  Deutschen  ArchäologiBchen  Instituts.  Athe- 
nische Abteilung.    Bd.  27,  H.  3.  4.  Bd.  28,  H.  i.  2.    Athen  1902.  03. 

T.  14.  ao.  4.   Tom.  15.  No.  i.    Athen  1902.  03. 
Tb  iv  'A^vai^  i4^vt%6v  IlaveTuifvijfuov,     3  Progr.  1902.  03. 

Holland. 

Jaarboek  van  de  Eon.  Akad.  v.  Wetenschappen  gevestigd  te  Amsterdam 
voor  1902.    Amsterdam  1903. 

Verhandelingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Wetenschapi>en.  Afdeel.  Letterkunde, 
n.  Reeks.  Deel  4,  No.  i.  Deel  5,  No.  1—3.  Afdeel.  Natuurkunde. 
Sect.  I.  Deel  8,  No.  3^-5.  Sect.  H.  Deel  9,  No.  4—9.  Amsterdam 
1901.  02. 

Yerslagen  en  mededeeling^n  der  Eon.  Akad.  t.  Wetenschappen.  Afd. 
L^terkunde.    IV.  B^eks.    Deel  5.    Amsterdam  1903. 

Total  Eclipse  of  the  sun,  Mai  18,  1901.  Dutsch  Observations.  I.  PubL 
bj  the  Edipse  Committee  of  the  Eon.  Academj,  Amsterdam    s.  a. 

Yerslagen  van  de  gewone  vergaderingen  der  -wis-  en  natnurkundige 
afdeeling  der  Eon.  Akad.  ▼.  Wetenschappen.  Deel  11.  Amster- 
dam 1903. 

Programma  certaminis  poetia  ab  Acad.  Reg.  discipL  Neerlandica  ex 
legato  Hoeufitiano  indicti  in  annum  1904.  —  DamgU,  Pet,  Htlb., 
Feriae  aestivae.  Carmen  in  certamine  poetico  Hoeufißäano  praemio 
aureo  omatum.    Acced.  2  poemata  laudata.    Amstelodami  1903. 

B«vue  semestrelle  des  publications  math^matiques.  T.  11,  P.  i.  2. 
Amsterdam  1903.  —  Table  des  mati^res  cont.  dans  les  5  Vol. 
1898— 1902. 

Nieuw  Archief  voor  Wiskunde.  üitg.  door  het  Wiskundig  GFenootschap 
te  Amsterdam.  2.  Reeks.  Deel  6.  St.  i  —  Wiskundige  Opgaven. 
N.  R.   Deel  8  (1899 — 1902).    Amsterdam  1902.03. 

Programma  van  jaarlnksche  prijsvragen  voor  het  j.  I9a3,  ter  beani- 
woording  uitgeschreven  door  het  Wiskundig  Oenootschap  te 
Amsterdam. 

Yerslaff  van  de  124*  Algem.  Yezgaadering  van  het  Wisk.  QenootBchap 
gehouden  te  Amsterdam  25.  April  1903. 

Archives  n^erlandaises  des   sciences   exactes   et  naturelles,  publikes 

Ear  la  Societä  Hollandaise  des  sciences  ä  Harlem.   Ser.  IL   T.  8, 
ivr.  1—5.    Harlem  1903. 

Natuurkundige  Yerhandelingen  van  de  HoUandsche  Maatschappij  der 
wetenschappen  te  Haarlem.  Derde  Yensameling.  Deel  5,  3. 
Haarlem  1903. 

Progranmia  van  de  HoUandsche  Maatschappij  de  wetenschaj^pen  te 
Haarlem  voor  het  jaar.1903. 

Archives  du  Mus^e  Teyler.    Sär.  ü.   YoL  8,  P.  2.  3.    Harlem  1902.  03. 
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Handelingen  en  mededeeUngen  yan  de  Maatachapp^  der  Nederlandsche 
Letterkonde  te  Leiden  over  het  jaar  1901/03.  1902/03.  Leiden 
1902.  03. 

Leyensberigten  der  afgestorvene  medeleden  van  de  Maatschappij  der 
Nederlandsche  Letterkande  te  Leiden.  Bijlage  tot  de  Handelingen 
van  1900/01.  1902/3    Leiden  1902.  03. 

T\jdBchiif  Toor  Nederlandsche  taal-en  letfcerkcinde.  üitgeg.  vanwege 
de  Maatflchapp.  d.  Nederl.  Letterknnde.  Deel  20,  Afd.  3. 4.  Deel  21, 
Afd.  1—4.    Deel  22,  Afd.  i.  2.    Leiden  1901--03. 

Annalen  der  Sternwarte  in  Leiden.  Bd.  8.  Haag  1902.  —  Catalog^ 
▼an  de  booken  aanwezig  in  de  Bibliotheek  der  Sterrenwacht  te 
Leiden.  Uitg.  door  H,  G.  v.  d.  Sande  Bakhuygen.  's  Gravenhage  1902. 
—  Fan/nekoek,  Ant.,  Untersuchungen  über  den  Lichtwechsel  Algols. 
Leiden  1902. 

Yerslag  van  den  staat  der  Sterrenwacht  te  Leiden.    1900 — 1902. 

Kederlandsch  kruidkundif^  Archief.  Yerslagen  en  mededeelinffen  der 
Nedeilandsche  Botanische  Yereeniging  [Leiden].  Ser.  in.  Deel  2, 
Stuk  4.  Nijmegen  1903.  —  Prodromus  Florae  Batavae.  Vol.  i, 
P.  3.    Edit.  altera.    Nijmegen  1902. 

Programme  de  la  Sociät<$  Batave  de  Philosophie  ezpärimentale  de 
Rotterdam.     1902. 

Aanteekeningen  van  het  verhandelde  in  de  sectiS-vergaderingen  van  het 
Provinciaal  ütrechtsch  Grenootschap  van  kunsten  en  wetensch.,  ter 
gelegenheid  van  de  algem.  vergad.  gehenden  den  9.  Juni  1902  en 
2.  Juni  1903.    Utrecht  d.  J. 

7eralag  van  het  verhandelnde  in  de  algem.  ver£^.  van  het  Provinciaal 
Ütrechtsch  Grenootschap  van  kunsten  en  wetensch.,  gehenden  d. 
10.  Jun.  1902  en  3.  Juni  1903.    Utrecht  d.  J. 

B\idragen  en  Mededeelingen  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd 
te  Utrecht    Deel  23.  24.    *s  Gravenhage  1902.  03. 

Yerslag  van  de  algemeene  vergad.  der  leden  van  het  Historisch  GFe- 
nootschap  gehouden  te  Utrecht  op  14.  April  1903.  Amsterdam  d.  J. 

Werken  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te  Utrecht.  Ser.  EI. 
No.  15.  17.  19.    Amsterdam  1902.  03. 

Onderzoekinffen  gedaan  in  het  Phvsiol.  Laboratorium  d.  Utrechtsche 
Hoogesdiool.    5.  Beeks.   lY,  Afl.  2.    Utrecht  1903. 

Italien. 

Bollettino  delle  pubblicazioni  italiane  ricevute  per  diritto  di  stampa. 
No.  24—30.  32—35.    Firenze  1902.  03. 

Atti  e  Rendiconti  dell'  Accademia  di  scienze,  lettere  ed  arti  di  Aci- 
reale.  N.  S.  Yol.  10  (i  899/1 900).  [Rendiconti  e]  Memorie.  Ser.  lU. 
Yol.  I.  1901/02.  Glasse  di  lettere  e  arti.  Classe  di  scienze. 
Acireale  1902.  03. 

Memorie  dell' Accademia  delle  scienze  deU'  Istituto  di  Bologna.  Ser.  Y. 
T.  8.  —  Rendiconto  delle  sessioni.  N.  S.  Yol.  4.  Bologna  1899— 1900. 

Le  Opere  di  Gküileo  Gk^eL  Ediz.  nazionale  sotti  gli  auspici  di  S.  M. 
il  Re  d*Italia.    Yol.  12.  13.    Firenze  1902.  03. 

.  b* 
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Memorie  del  B.  Ittitoto  Lombardo  di  seienxe  e  lettere.  Classe  di  leitare 
e  scienie  Btoriche  e  morali.  Vol.  19,  Faic.  9.  YoL  20,  Fase.  i. 
Vol.  21,  Fase.  4.    Milano  1902.  03. 

B.  iBÜtato  Lombardo  di  scienze  e  lettere.  Bendiconti.  8er.  n,  Vol.  35. 36, 
Fase.  1—16.  —  Indice  generale  dei  lavori  dal  1889  al  1900. 
Milano  1902.  03. 

Atti  della  Fondasione  Bcientifica  Cagnola  dalla  tna  institozione  in  poL 
Vol.  18.    Milano  1903. 

Memorie  della  B.  Accademia  di  sciense,  lettere  ed  arti  in  Moden a. 
Ser.  m.    Vol.  4.    Modena  1902. 

QnatemnB  de  excadenciis  et  revocatii  capitanatae  de  mandato  Imperialis 
migestatis  Frederici  II  nunc  primmn  ez  cod.  Gasinensi  cnra  et 
studio  monachorum  ordinis  S .  Benedict!  in  lucem  profertor.  Monte- 
cassino  1903. 

Societä  Beale  di  Napoli.  Atti  della  B.  Accademia  di  archeolog^ 
lettere  e  belle  arti.  Vol.  22  (1902).  —  Bendiconto  delle  tomate 
e  dei  lavori  della  B.  Accad.  di  archeologia,  lettere  e  belle  arti. 
N.  S.  Anno  16  (1902)  Genn. — ^Apr.  17  (1903)  Genn. — März.  £.  B. 
Accademia  Ercolanese.  Indice  generale  dei  laTori  pubbl.  dal  1757 
al  1902.  —  Atti  della  B.  Accad.  delle  scienze  fisiche  e  matematiche. 
Ser.  n.  Vol.  II.  Bendiconto.  Ser.  m.  Vol.  8  (Anno  41),  Fase.  8— 12. 
Vol.  9  (Anno  42),  Fase,  i — 7.  —  Atti  della  B.  Accad.  delle  scienze 
morali  e  politiche.  Vol.  34.  Bendiconto.  Anno  40(1901).  41  (1902). 
Napoli  1901—03. 

Atti  e  Memorie  della  B.  Accademia  di  scienze,  lettere  ed  arti  in  Padova. 
N.  8.  Vol.  18.    Padova  1902. 

Bendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo.  T.  16  (1902),  Fase.  6. 
T.  17  (1903),  Fase.  1—6.    Palermo  d.  J. 

Universitä  di  Perugia.  Annali  della  Facoltä  di  Medicina.  Vol.  2,  Fase.  i. 
VoL  3,  Fase.  I.    Perugia  1902.  03. 

AnnaH  della  B.  Scuola  normale  superiore  di  Pisa.  Filosofia  e  filolQgia. 
VoL  16.  17.    Pisa  1902.  03. 

Atti  della  Society  To8cana  di  soiense  naturali  residente  in  Pisa.  Me- 
morie. 7ol.  19.  —  Processi  verbau.  Vol.  13.  Magg.  1902.  —  LugL  1903. 
Vol.  13.  Genn.— Marzo.    Pisa  1902.  03. 

Atti  della  B.  Accademia  dei  Lincei.  Classe  di  scienze  morali,  storiche 
e  filologiche.  Ser.  V,  P.  n  (Notizie  degli  scavi),  Vol.  10,  10 — 12. 
Vol.  II,  1—8.  •—  Bendiconti.  Vol.  ii  (1902),  Fase.  11, 12.  Vol.  12 
(1903),  Fase.  I— 10.  —  Classe  di  scienze  fisiche,  matematiche  e 
natunJi.  Ser.  V.  Bendiconti  VoL  11  (1902),  II.  Sem.,  Fase.  12. 
VoL  12  (1902^  [1.  Sem.],  Fase.  k->i2.  n.  »em.,  Fase,  i — 11.  Bendi- 
conto dell*  aaunanza  solenne  del  7.  (Hugn.  1903.    Boma  1902.  03. 

Mitteilungen  des  Kais.  Deutschen  Arch&ologischen  Instituts.  Bömische 
Abtheilung  (BoUettino  dell*  Imp.  Istituto  Archeologico  Germanico. 
Sezione  &mana).     Bd.  17,  H.  3.    Bd.  18,  H.  i.  2.    Boma  1902.  03. 

Atti  della  B.  Accademia  dei  Fisiocritici  di  Siena.  Ser.  FV.  VoL  14, 
No.  i— 10.  Suppl.  al  Fase.  i.  2.  VoL  15,  No.  i — 6.    Siena  1902.  03. 

Atti  della  B.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Vol.  38,  Disp.  i — 15. 
Torino  1903. 

Memorie  della  B.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Ser.  II.  T.  52.  53. 
Torino  1903. 
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OMezrasioni  meteorologiche  fatte  nell*  anno  1902  all'  OBservatorio  della 
B.  Universitä  di  Torino.    Torino  1903. 

Bnm&nien. 

Bnletinnl  Societä^ii  de  sciinte  fizice  (Fizica,  Ghimia  si  Mineralogia) 
din  BucareBci-Bomänia.  Antil  11,  No.  5.  6.  Annl  12,  No.  i — 4. 
Bncuresci  1903. 

BnlleÜn  de  llierbier  de  Tlnstitut  botaniqne  deBucarest.  Ann^e  i,  No.  2. 
Bncarest  1902. 

Bnßland. 

Meddelanden  af  Geografiska  FOreningen  i  Finland.  6  (1901—03). 
Helsingfors  1903. 

Bulletin  de  la  Soci^t^  phjsico-math^matiqne  de  Kasan.  Ser.  11. 
T.  II.  12.  13,  Ko.  I.  2.    Kasan  1902.  03. 

UÖenyja  Zapiski  Imp.  Kazanskago  Universiteta.  1901,  T.  69,  No.  11. 12. 
T.  70,  No.  I— II.    Kasan  1902—03. 

Universitetskija  Izydstija.  God  42,  No.  11.  12.  God  43,  No.  3—10. 
Kiev  1902.  03. 

Bulletin  de  la  Soci^tä  Impär.  des  NatnraUstes  de  Mose on.  Annäe  1902, 
No.  3.  4.     1903,  No.  I.    Moscon  d.  J. 

IJ6eima  zapiski  Imp.  Moskovskago  Universiteta.  OtdSl  estestvenno-isior. 
Vyp.  17.  18.  Otd.  jurid.  Vyp.  19 — 21.  Otd.  medic.  Vyp.  8.  Moskra 
1902.  03. 

Observations  faiies  ä  TObservatoire  m^t^orologique  de  rüniversit^ 
Impär.  de  Moscon.     1901,  Mars — Däcembre. 

Bnlleün  de  TAcad^mie  Imp.  des  sciences  de  St.  P^tersbourg.  Ser.  V. 
T.  16,  No.  4.  5.   T.  17,  No.  1—3.    St.  P^tersbonrg  1902. 

M&noires  de  TAcad^mie  de  sciences  de  St.  P^tersbonrg.  S^r.  YiU. 
Glasse  physico-mathämatique.  Vol.  11. 12. 13,  No.  i — 5. 7.  —  Classe 
bistorico-phüologique.  Tom.  4,  No.  9.  Tom.  5,  No.  i — 5.  Tom.  6, 
No.  1—4.    St,  Pötersbourg  1900 — 02. 

Annales  de  TObservatoire  physique  central,  pnbl.  par  M.  Bykatchew, 
Ann€e  1901,  P.  i.  2.    St.  P^tersbourg  1903. 

Acadämie  Imp.  des  sciences.  Comptes  rendns  des  s^ances  de  la  Com- 
mission  de  Seismique  permanente.  lArr.  1. 2.  St.  P^tersbonrg  1902. 03 

Compte  rendn  de  la  Gommission  Imp^r.  archäologique  ponr  Fannie 
1896— 1900.  —  Materialy  po  Anmeologii  Bossii.  No.  22 — 28.  — 
Lsv^t^a  Imp.  archeol.  kommissii.  Vyp.  i — 5.  —  Ot6et  Imp.  arch. 
komm,  za  1896— 1900.  —  ükazateli  k  ot^etam  Imp.  arch.  komm,  za 
1882 — 98.    S.  Petersbonrg  1899— 1903. 

Acta  Horti  Petropolitani  T.  21,  Fase.  i.  2.    S.  Peterbnrg  1903. 

Tnidy  Peterbnrgskago  ObiÖestva  Estestvoispytatelej.  Trayanz  de  la 
Soci^tö  des  naturalistes  de  St.  Pötersbourg.  T.  31,  5.  T  32,  3.  — 
Protokoly  zasödan^j.  Vol.  33,  Liv.  i,  No.  4 — 8.  Vol.  34,  Liv,  i, 
No.  i.    S.  Petersbonrg  1902.  03. 

Obozr^nie  prepodavan\ja  nauk  v  Imp.  S.  Peterbnrgsk.  Universiteta  na 
1901/02. 

Otöet  0  Bostojaniij  i  d^atelnosti  Imp.  S.  Petersbnrgsk.  Universita  za  1902. 
S.  Petersburg  1903. 
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ixansly  Zasödany  soTÖta  Imp.  S.  Petenburgsk.  üniverBiteta  za  1902. 
No.  58.    S.  Petenborg  1903. 

Zapiski  istoriko-filolegiiedcago  Fakulteta  Lnp.  S.  Peierborgakago  üni- 
yersiieta.  Öast  67 — 70.  —  Tesseiae  plnmbeae  ürbis  Bomae  et 
snburbii.    Tab.  i— 12.    Petropoli  1903. 

Yizantijskij  Vremennik  (ßv^ccvrivd  XQovixd),  izdavaemyi  pri  Imp.  Akad. 
nank.    T.  8.  9,  Vyp.  i.  2,    8.  Petörsburg  1901.  02. 

Publications  de  TObservatoire  central  Nicolas  (Poulkova).  Ser.  IL 
Vol.  9, 1.  a.  IG.  12.  13.  17,1.  18,  X.    8.  Petersburg  1903. 

Correspondenzblatt  des  Naturforscher -Vereins  zu  Riga.  Jahrg.  46. 
Riga  1903. 

Monatsberichte  der  Horizontal-Pendel-Station  im  Physikalischen  Ob- 
servatorium zu  Tiflis  im  J.  1901,  No.  i — 3.    Tiflis  1901. 

8chweden  und  Norwegen. 

Sveriges  offentliga  Bibliotek  Stockholm,  Üpsala,  Lund,  Göteborg. 
Accessions- Katalog.    16.    1901     Stockholm  1902/03. 

Bergens  Museum.  Aarbog  for  1902,  H.  3.  1903,  H.  i.  2.  —  Aarsberetning 
for  1902.    Bergen  1903. 

Sars,  O.  0.  An  Account  of  the  Crustacea  of  Norway.  Vol.  4,  P.  11—14. 
Bergen  1902. 

Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab.  Bd.  23.  24.  Kristiania 
1901.  02. 

Schröter,  J.  Fr.,  Untersuchung  über  die  Eigenbewegung  von  Sternen  in 
der  Zone  65^—70^  nördl.  Declination.  Publikation  des  üniyersit&ts- 
Observatoriums  in  Ghristiania.    Christiania  1903. 

Forhandlinger  i  Videnskabs-Selskabet  i  Christiania.  Aar  1902. 
Christiania  1902. 

Skrifter  udgivne  af  Videnskabs-Selskabet  i  Christiania.  Math.-naturvid. 
EI.  1902.   Hist.>fiIos.  EL  1902.    Eristiania  1901.  02. 

o 

Acta  Universitatis  Lxmdensis.  Lunds  üniversitets  Ars-Skrift.  T.  37 
(1901)  L  n. 

Acta  mathematica.  Hsg.  V.  (r.  Jlf^to^-Xö/f 2er.  27.  Stockholm  1903. 1902. 

Arkiv  fOr  botanik,  utff.  af  E.  Svenska  Vetenskaps-Akademien.  Bd.  i, 
H.  1—3.    Stockholm  1903. 

Axkiv  fÖT  kemi,  mineralogi  och  geologi,  utg.  af  Svenska  Vetenskaps- 
Akademien.    Bd.  I,  H  I.    Stockholm  1903. 

Arkiv  för  mathematik,  astronomi  och  fysik,  utg.  af  Svenska  Vetenskaps- 
Akademien     Bd.  I,  H.  1/2.    Stockholm  1903. 

Arkiv  f5r  zoologi,  utg.  af  Svenska  Vetenskaps-Akademien.  Bd.  i,  H.  1/2. 
Stockholm  1903. 

Eonffl.  Svenska  Vetenskaps-Akademiens  Arsbok  för  &r  1903.  Stock- 
holm 1903. 

Bihang  tili  Eongl.  Svenska  Vetenskaps-Akademiens  Handlingar.  Bd.  28. 
Stockholm  1902/03. 

Eongl.  Svenska  Vetenskaps-Akademiens  Handlingar.  Ny  Fölijd.  Bd.  36. 
37,  X.  a,    Stockholm  1902/03. 

Öfversigt  af  Eongl.  Vetenskaps-Akademiens  Förhandlingar.  Aarg.  59. 
(1901.)    Stockholm  1902/03. 
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Meteorologiska  Jaldiaffelser  i  Sverige  utg.  af  Kongl.  Svenska  YetenB- 
kaps- Akademien.  Bd.  40 — 42  (Ser.  II,  Bd.  26 — 28).  Aarg.  1898 — 1900. 
Stockholm  1902.  03. 

Lefhadsteckniiiffar  öfver  Kongl.  Svenska  Yetenskaps-Akademiens  efber 
&r  1854  amdna  LedamÖter.    Bd.  4,  H.  3.    Stockholm  1903. 

Joe.  Bergelius,  Reeeanteokningar.  Utg.  af  Kongl.  Svenska  Yetenskaps- 
Akademien  genom  H.  G.  Söderhaum,    StocKholm  1903. 

Antiqvarisk  Tidskrift  för  Sverige,  utff.  af  Kongl.  Yitterhets  Historie  och 
Antiqvitets  Akademien.    D.  17,  H.  i.  2.    Stockholm  s.  a. 

Medelanden  fr  an  Nordiska  Museet.  1901.  Stockholm  1903.  —  Sommär- 
bilder  frän  Skansen.  —  Yinterbüder  frän  Skansen.  Utg.  at  Art. 
HcLzdius.    8.  1.  e.  a. 

Entomologisk  Tidskrift  ntg.  af  Entomologiska  Föreningen  i  Stockholm. 
Arg.  23  (1902).     Stockholm  d.  J. 

Astronomiska  Jakttagelser  och  ündersökningar  anstälda  p&  Stockholms 
Observatorium.    Bd.  6,  No.  2.  4.  5.  Bd.  7.    Stockholm  1898.  1903. 

Trom80  Masenms  Aarsheffcer.    21.  22.  24  (1898.  99.  1901).    Troms0  1902. 

Det  Kong.  Norske  Yidenskabers  Selskabs  Skrifter.  1902.  Trondhjem 
1903. 

Hüdehrand  Hüdehrandssan,  H.,  Rapport  snr  les  observations  inter- 
nationales des  naages  an  comit^  intern,  metäorologique.  Upsal  1903. 

Bulletin  mensnel  de  TObservatoire  m^täorologique  de  Tüniversit^  d'Upsal. 
Yol.  34  (1902).    Upsal  1902/03. 

Skrifter  utgifh  af  Kongl.  Homanistiska  Yetenskaps-samfundet.  Bd.  7. 
Upsala,  Leipzig  1901/02. 

Eranos.  Acta  philologica  Suecana.  Ed.  VÜ,  Lundström.  Yol.  4,  Fase, 
snppl.  (2—4).    Yol,  5,     Upsala  1902.  03. 

Bulletin  of  the  Geological  Institution  of  the  University  of  Upsal. 
Yol.  5,  P.  2  (No.  10).    Upsala,  Leipzig  2901/02. 

Sveriges  karta  tiden  tili  omkring  1850  af  Sven  Lönborg.    Upsal  1903. 

JKlenius,  Karl,  AngermanSJfvens  flodomr&de.    Upsala  1903. 

Schweiz. 

Jahresverzeichnis  der  Schweizerischen  UniverBit&tBSchriften  1902/03. 
Basel  1903. 

Neue  Denkschriften  der  Allgem.  Schweiz.  Qesellschaft  f&r  die  ges. 
Naturwissenschaften.    Bd.  38.    Basel  1901. 

Yerhandlungen  der  Schweizerischen  Natarforschenden  Gesellschaft  zu 
Zofingen  (1901)  und  Genf  (1902). 

Compte  rendu  de  la  Sociät^  helv^tique  des  sciences  naturelles.  Session 
84  et  85.    Genäve  1901.  02. 

Taschenbuch  der  histerischen  Gesellschaft  des  Kantons  Aargau.  Aarg  au 
1902.- 

Baseler  Zeitschrift  fOr  Geschichte  und  Altertumskunde.  Hrsg.  von  der 
Histor.  u.  Antiquar.  Gesellschaft  in  BaseL  Bd  2,  H.  2.  Bd  3,  H.  i. 
Basd  1903. 

Yerhandlungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Basel.  Bd.  15,  EL  i. 
Bd.  16.    Basel  1903, 
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Mitieilungen  der  Katmforaclienden  Geselbchaft  in  Bern  ans  den  J.  1902 
(No.  1519— 1550).    Bern  1903. 

CoUectanea  FribnrgenBia.    N.  S.  Fase.  $•    Fribnrgi  1902. 

Mtooires  de  la  Soci^t^  de  phyalque  et  d'histoire  natorelle  de  Genöve. 
T.  34»  P-  3.    öenfeve  1903. 

Anzeiger  f&r  Schweizerische  Alterthnmskcinde.  Hrsg.  vom  Schweizerischen 
Landesmuseum.  N.F.  Bd.  4,  N0.2— 4.  Bd.  5,  No.  i.  Zürich  1902.  03. 

Schweizerisches  Landesrnnseom.    11.  Jahresbericht  (1902).    Zürich  1903. 

Jahrbuch  für  Schweizerische  Geschichte.    Bd.  27.  28.    Zürich  1902.  03. 

Mitteilungen  der  Physikalischen  GteseUschaft  in  Zürich.  No.  5. 
Züridi  1903. 

Vierte^ahrsschrift  der  Natorforschenden  Gesellschaft  in  Zürich.  Jahrg.  47, 
H.  3.4.  Jahrg.  48,  H.  i.  2.  —  Nexgahrsblatt  a.  d.  J.  1903  (105.  Stück). 
Zürich  1902.  03. 

Serbien. 

Srpska  kraf].  Akademga.  Glas.  65.  66.  —  Godüi\jak.  15  (1901).  16  (1902). 
—  Spomenik  39.  40.    Beograd  1902.  03. 

Srpske  etnografske  Sbomik.    II.    Beograd  1903. 

Sbomik  za  istorii,  jesik  i  kigichevnost  spiskoga  naroda.  Zapin  i 
naipisi  2.    Beograd  1903. 

Oviji^,  J.,  Yelika  lezera  Balkanskoga  polaostrva.  Jesera  Makedoni^^ 
Stare  Srb^e  i  Epira.     10  karata.    Beograd  1902. 

Nordamerika. 

Annnal  Report  of  the  American  Historical  Association  for  the  year  1901. 
Yol.  I.  2.    Washington  1902. 

Transactions  and  Proceedings  of  the  American  Philological  Association. 
Vol.  33  (1902}.    Boston  d.  J. 

The  Astronomical  and  Astrophysical  Society  of  America.  Meeting  2 — 4. 
B^printed  firom  „Science".    [New  York]  1900 — 02. 

Jonmal  of  the  American  Oriental  Society.  Vol.  23,  No.  2.  Vol.  24,  No.  i. 
New  Haven  1902.  03. 

Bulletin  of  the  Geological  Society  of  America.  Yol.  13.  Bochester  1902. 

Miscellaneous  scientific  Papers  of  the  Allegheny  Observaloiy.  N.  8er. 
No.  10 — 14.    Chicago,  London  etc.    s.  a. 

Maryland  Geological  Surrey.  Garrett  County.  Cecil  County  (with  maps). 
Baltimore  1903. 

Johns  Hopkins  üniversiiy  Girculars.   No.  161 — 164.   Baltimore  1903. 

American  Journal  of  Mathematics  pure  and  applied.  Publ.  under  the 
auspices  of  the  Johns  Hopkins  University.  Yol.  24,  No.  2 — 4. 
Yol.  25,  No.  I.    Baltimore  1902.  03. 

American  Journal  of  Philology.  Yol.  22,  No.  4.  Vol.  23.  Baltimore 
1901.  02. 

American  chemical  Journal.  Yol.  27,  No.  4—6.  Yol.  28,  39,  No.  i.  2. 
Baltimore  1902.  03. 

Johns  Hopkins  University;  Studies  in  historical  and  political  sdence. 
Ser.  20,  No.  2—10  und  Extra-No.    BiQtimore  1903. 
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JohnB  Hopkins  üniTerrity  Celebration  of  the  25.  annivenaiy  of  the 
founding  of  the  ünivenitj  and  Inauguration  of  Lra  Bemsen. 
Baltimore  1902. 

üniyerBity  of  California  Pablications.  Botany.  Vol.  i,  p.  141 — ^418. 
Zoology.    Vol.  I,  p.  I— 104.    Berkeley  1903. 

Froceedinffe  of  the  American  Academy  of  arte  and  tciences.  Vol.  38, 
39,  No.  1—4.    BoBton  1903.  03. 

MemoirB  of  the  Boston  Society  of  natural  history.  Yol.  5,  No.  8.  9. 
Boston  1902.  03. 

Proceedings  of  the  Boston  Society  of  natural  history.  Vol.  30,  No.  3 — 7. 
Vol.  31,  No.  I.    Boston  1902.  03. 

The  Museum  of  the  Brooklyn  Institute  of  arts  and  sciences.  Science. 
Bulletin.  Vol.  i,  No.  2.  3.  —  Gold  Spring  Harbor  Monographs. 
Publ.  by  the  Brooklyn  Institute  of  arts  and  sciences  I.  11. 
NewTorK  1902.  03. 

Bulletin  of  the  Museum  of  comparative  Zoology,  at  Harvard  College, 
Cambridge,  Mass.  Vol.  38,  No.  1—3.  Vol.  39,  No.  5—8.  Vol.  40, 
No.  4—7.  Vol.  42.  Geol.  Ser.  Vol.  5,  No.  8.  VoL  6,  No.  1—4.  Cam- 
bridge, Mass.  1902. 

Memoirs  of  the  Museum  of  comparative  Zoology,  at  Harvard  College, 
Cambridge,  Mass.   Vol.  26,  No.  4-    Cambridge,  Mass.  1903. 

The  Harvard  Oriental  Series.    Vol.  4.    Cambridge,  Mass.  1901. 

Bulletin  of  the  Chicago  Academy  of  Sciences.  [Vol.  i,]  No.  4.  Vol.  2, 
No.  3.    Chicago  1900. 

The  John  Crerar  Library.    8.  Annual  Report  for  1902.    Chicago  1903. 

Field  Columbian  Museum.  Publications.  No.  66— 74  76.  Chicago  1902.03. 

The  Astrophysical  Journal.    Vol.  18,  No.  1—5.    Chicago  1903. 

Bulletin  of  the  Lloyd  Libraiy  of  Botany,  Pharmacy  and  Materia  medica. 
Beproduction  Series.  No.  3.  —  Mycological  Notes  by  G.  G.  Lloyd, 
No.  10—14.    Cincinnati  1902.  03. 

üniversity  of  Cincinnati  Bulletin.  No.  i — 5.  7.  12.  14.  17.  Cincinnati 
1900.  02. 

Colorado  College  Studies.      Vol.  10.    Colorado  Springs  1903. 

The  Üniversity  of  Missouri  Studies.  Vol.  i,  No.  4.  5.  Vol.  2,  No.  i. 
Columbia,  Miss.  1903. 

LawsObservatory  Üniversity  of  Missouri.  Bulletin.  No.  i.  Columbia  1902. 

Iowa  Oeological  Survey.  VoL  10.  Annual  Report  1 901.  Des  Moines  1902. 

The  Journal  of  comwikrative  Neurology.  Ed.  by  C,  L.  Serrick,  Vol.  12, 
No.  4.   VoL  13,  No.  I — 3.    Granville  1902.  03. 

The  Proceedings  and  Transactions  of  the  Nova  Scotian  Institute  of 
science.   Sess.  1900/01.  1901/02.  VoLio,  P.  3. 4.    Halifax  1902.  03. 

Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society.  Ser.  ü.  Vol.  9, 
No.  4—10.  Vol.  10,  "No.  I — 3.    Lancaster  1903. 

Transactions  of  the  American  Mathematical  Society.  Vol.  4,  No.  1—4. 
Lancaster  and  New  York  1903. 

The  Kansas  üniversily  Quarterly.  Vol.  10,  No.  3.  •—  Science  Bulletin. 
VoL  I.  No.  5—12.    Lawrence  1902. 

Publications  of  the  Washbum  Observatory  of  the  üniversity  of  Wis- 
consin.   VoL  II.    Madison  1902. 
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Memorias  de  la  Sociedad  cientffica  „Antonio  Alzate^*.  T.  13,  Cnad.  5. 6. 
T.  17,  Cuad.  4—6.    T.  18,  Cnad.  1-5.    Mexico  1902. 

Bulletin  of  the  Wisconsin  Natural  History  Society.  Vol.  2 ,  No.  4. 
Milwaukee  1902. 

Bulletin  of  the  UniTorsitj  of  Montana.  No.  10.  Biolog.  Series  No.  3. 
No.  17.  (Geolog/ Series  No.  i.    Missoula,  Moni  1903. 

Lick  Observatory,  üniversity  of  California.  [Mount  Hamilton.] 
BdUeün.   No.  27—48.  —  Publications.  Vol.  6.    Sacramento  1902. 03. 

Transactions  of  the  Connecticut  Academy  of  arts  and  sdences.  VoL  6, 
P.  I.  2.   Vol.  II,  P.  I.  2.    New  Haren  1901/02. 

Transactions  of  the  Astronomical  Observatory  of  Tale  üniversity. 
Vol.  5,  P.  6.    New  Haren  1902. 

Annais    of   the    New  York    Academy    of   sciences.     Vol.  15,  P.  i. 

New  York  1903. 
American  Museum  of  Natural  History.     Bulletin.     Vol.  16.  18,  P.  i. 

Annual  Report  for  1902.  —  List  of  papers  publ.  in  the  Bulletin 

and  Memoirs   of  the  America  Museum,   Vol.  i — 16,   1881 — 1902. 

New  York  1902.  03. 
Bulletin  of  the  American  Oeographical  Society.    Vol.  34,  No.  5.  Vol.  35, 

No.  I — 4.    New  York  1902.  03. 

American  Journal  of  Archaeology.  N.  S.  Vol.  6,  No.  4  and  SuppL 
Vol.  7,  No.  1—3.    Norwood  Mass.  1903. 

Oberlin  College.  The  VE^ilson  BuUetin.  No.  4i'-44.  Oberlin,  Ohio 
1902.  03. 

Proceedings  and  Transactions  of  the  B.  Society  of  Canada.  Ser.  IL 
Vol.  8.    Ottawa  1902. 

Geological  Survey  of  Canada.  Annual  Report.  N.  S.  Vol  12.  Maps.  — 
Catalogue  of  Canadian  Birds.    P.  2.    Ottawa  1902.  03. 

Proceedings  of  the  Academy  of  natural  sciences  of  Philadelphia. 
Vol  54,  P.  2.  3.    Vol.  55,  P.  I.    Philadelphia  1902.  03. 

Transactions  of  the  Wagner  Free  Institute  of  Science  of  Philadelphia. 
Vol.  3,  P.  6.    Philadelphia  1903. 

Proceedings  of  the  American  Phüosophical  Society,  held  at  Philadelphia. 
Vol.  41,  No.  171.    Vol.  42,  No.  172.  173.    Philadelphia  1902.  03. 

Memoirs  of  the  California  Academy  of  sciences.  V0I.3.  San  Francisco 
1903. 

Proceedings  of  the  CaHfomia  Academy  of  sciences.  Ser.  III.  Botany. 
Vol.  2,  No.  10.  Geology.  Vol.  2,  No.  i.  —  Zoology.  Vol.  2,  Vol.  3, 
No.  5.  6.  —  Math.'phys.  Vol.  i,  No.  8.    San  Francisco  1903. 

Transactions  of  the  meetinffs  of  the  Kansas  Academie  of  science. 
Vol.  18  (1901/02).    TopeKa  1903. 

Proceedings   of  the   Canadian  Institute.    N.  S.    Vol.  2,  P.  5  (No.  11). 

Toronto  1902. 
Transactions  of  the  Canadian  Institute.  Vol.  7,  P.  2  (No.  14).  Toronto  1902. 

Üniversity  of  Toronto  Studios.  Biolog.  Ser.  No.  3.  Greolog.  Ser.  No.  2.  — 
Psycholog.  Ser.  Vol.  2,  No.  i.  —  Physical  Science  Ser.  No.  i.  2. — 
Review  of  Historical  Publications  relating  to  Canada  1902. 
Toronto  1902.  03. 

Illinois  State  Laboratory  [Urbana].  Bulletin.  Vol.  Si  Index.  — 
Biennial  Report  of  Üie  Director  for  1899 — 1900.    Ürbana  1901.  02. 
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Memoirs  of  the  National  Academj  of  sciences.  Yol.  8.  Mem.  7. 
Washington  1902. 

Bureau  of  Education.  R^ort  of  the  Commissioner  of  education  for 
the  year  1 900/1 901.    YoL  i.  2.    Washington  1902. 

Smithsonian  Miscellaneous  Collections.  No.  1372.  1376.  Washington 
1902.  03. 

Smithsonian  Contributions  to  knowledge.    No.  1373     Washington  1903. 

Smithsonian  Institution.  Bureau  of  American  Ethnology.  Bulletin. 
No.  25.  27.  Washinflton  1902.  03.  Annual  Report.  19  (1897/98)  I.  11. 
ibid.  1900.  —  U.  S.  National  Museum.  Contributions  nrom  the 
ü.  S.  National  Herbarium.    Yol.  8,  P.  i — 3.    ibid.  1903. 

Annual  Report  of  the  Board  of  Regents  of  the  Smithsonian  Institution 
for  1900/01.  1901/02.    Washington  1902.  03. 

Pnblications  of  the  U.  S.  Naval  Observatory.  2.  8er.  Yol.  3.  —  Report 
of  the  Superintendent  for  1901/02.    Washington  1902.  03. 

U.  S.  Coast  and  Qeodetic  Surrej.  List  and  Catalogue  of  the  Publications 
1816 — X902.  Washington  1902.  —  A  Bibuography  of  Geodesy. 
Edit.  2.    By  J.  H.  Gore.    Appendix,  No.  8.    ibid.  1903. 

Report  of  the  Sui>erintendent  ol  the  Ü.  S.  Coast  and  Geodetic  Survey, 
showing  the  progress  of  the  work  from  July  i,  1901,  to  June  30, 1902. 
Washington  1903. 

Department  of  the  Interior.  ü.  S.  Geological  Survey.  Topographical 
Maps  of  Assiniboia,  the  Rocky  Mountains  [Banff  Sheet  —  Lake 
Louise  Sheet],  Saskatchewan,  Alberta.  —  Professional  Papers. 
No.  1—8.    —   List   of  new  Publications.    No.  2.  3.    Washington 

1902.  03. 

Bulletin  of  the  U.  S.  Geological  Survey.  No.  191.  195—207.  —  Water 
Supply  and  Irrigation  Papers.    No.  65 — 79.    Waäiington  1902.  03. 

Annual  Report  of  the  U.  S.  Geological  Survey  to  the  Secretary  of 
the  Interior.  22.  1900/1901.  P.  I— 3Y.  1901/02   Washington  1901.  02. 

Monographs  of  theU.  S.  Geological  Survey.  11—43.  Washington  1902. 03. 
Mineral  Resources  of  the  U.  S.  1901.    Washington  1902. 

Südamerika. 

Anales  de  la  Sociedad  dentifica  Aigentina.  T.  54,  Entr.  4 — 6.  T.  55, 
Entr.  1—6.    T.  56,  Entr.  i.  3.    Buenos  Aires  1902.  03. 

Boletin  de  la  Academia  nacional  de  ciencias  de  la  Republica  Argentina. 
T.  17,  Entr  2.  3.    Cordoba  1902.  03. 

Boletim  del  Cueipo  de  Ingenieros  de  minas  del  Peru.  No.  i.  2. 
Lima  1902. 

Anales  del  Museo  nacional  de  Montevideo.  Tom.  5.  Flora  Uruguaya, 
p.  i~i6o.    Montevideo  1903. 

Annuario  publicado  pelo  Observatorio  do  Rio  de  Janeiro  para  0 
anno  de  1903.   (Anno  19.)    Rio  de  Janeiro  1903.   , 

Boletim  mensal  do  Observatorio  do  Rio  de  Janeiro  de  1902,  Gtt— Dec. 

1903,  Jan. — Mar90.    Rio  de  Janeiro  1902.  03. 

Actes  de  la  Soci^t^  scientifique  du  Chili..  T.  12,  Livr.  i.  2.  Santiago  1903. 
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Asien. 

Kotalen  van  de  algemeene  en  directie  vergaderingen  van  het  Bata- 
▼iaaBch  Qenootschap  van  kmisten  en  wetentäappen.  Deel  40, 
Afl.  2 — 4.    Deel  41,  M.  i.    Batavia  1902.  03. 

T^jdschrift  voor  Indische  taal-,  land-  en  volkenknnde,  oitgeg.  door  het 
Baiaviaasch  Oenootschap  van  knnsten  en  wetenschappen.  Deel  45, 
Afl.  2.  5.  6.    Deel  46,  An.  1—4.    Batavia  1902.  03. 

Dagh-Begister,  gehonden  int  Casteel  Batavia.  üitgeg.  door  het  Batav. 
Genootsch.  van  knnsten  en  wetensch.  Ann.  1643/44.  1644/45.  1675. 
1676.    's  Gravenhage,  Batavia  1902. 

Verhandelinflen  van  het  Bataviaasch  Genootschap  van  knnsten  en 
wetenschappen.  Deel  52,  Si  3.  Deel  54,  St.  2.  Deel  55,  St  3. 
Batavia,  's  Hage  1902.  03. 

Natanrknndige  T\jdschrift  voor  Nederlandsch-Indie,  nitgeg.  door  de 
Kon.  Nataürknndiffe  Yereeniging  in  Nederlandsch-^die.  Deel  62 
(8er.  X,  Deel  6).     weltetreden,  Amsterdam  1903. 

Observations  made  at  the  Magnetical  and  meteorological  Observatory 
at  Batavia.  Pabl.  by  oraer  of  the  Government  of  Netherlands 
India.  Vol.  24.  1901.  Batavia  1903.  —  Regenwaamemingen  in 
Nederl.  Indie.    Jaarg.  23.    ib.  1902. 

Indian  Musenm.    Annnal  Report.    1901/02.    Calcntta  1903. 

Pnblications  of  the  Earthqnake  Inveetigation  Committee.  No.  7. 12— -14. 
Tokyo  1902.  '03. 

The  Journal  of  the  College  of  scienoe,  Imp.  University,  Japan.  Yol.  17, 
Art.  II.  12.  Vol.  18,  Art.  3.  4  Vol.  19,  Art  6—8.    Tokyo  1903. 

Mitteilnngen  aus  der  medizinischen  Fakultät  der  Kais.  Japan.  Uni- 
yendtät    Bd.  6,  No.  i.    Tokio  1903. 

Annotationes  Zoologiae  japonensis.    Vol.  4,  P.  4.  5.    Tokyo  1902.  '03. 

Australien. 

PMceedings  of  the  B.  Socieiy  of  Victoria.  N.  8.  Vol.  is,  P.  2.  Vol.  16, 
P.  I.    Melbourne  1903. 

Journal  and  Proceedings  of  the  E.  Socieiy  of  New  South  Wales. 
Vol.  36  (1902).  Abstract  of  Proceedings.  Sept  1902— Jun.  1903. 
Sydney  d.  J. 


2.  Einzelne  Schriften. 

Abbe,  JBhmtt,  Gesammelte  Abhandlungen.    Bd.  i.    Jena  1902. 

Bathfarth,  Francis,  A  historical  sketch  of  the  experimental  determi- 
naiion  of  the  resistanoe  of  the  air  to  the  motion  of  projectiles. 
Cambridge  1903. 

Baurget,  Henr.,  £clipse  total  de  soleil  du  28.  Mai.    S.-A.    Paris  s.  a. 

Clemm,  WdU,  Nie.,  Die  GkJlensteinkrankheit.    Berlin  1903. 

Dcteitble,  J(wm.,  Dissertationes  tres  (de  pendulo,  de  ratione  potentiali, 
de  aequationum  plena  solutione).    Stuttgardiae  1903. 

Fonter,  Eid^.,    Die  dritte  Bewegung  unserer  Erde.    Wien  1903. 
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Ffittche,  H.,  Atlas  des  ErdmagneÜBmaB  fOr  die  Epochen  1600,  1700, 
1780,  1842  und  191 5.    Riga  1903. 

Hugues,  Lattiche,  Un  senl  Champignon   enr  le  globe!     Port-Louis^ 
Maarice  1902. 

JaeyJcov,  D,  D.,  Recens^ja  P.  N.  BogoÜma,  ükazeter  k  „Opyta  rossijskoj 
P.  S.  SopikoTa.    S.  Petersburg  1803. 

Lebon^  Emest,  Snr  nn  mannscrit  d^tin  conrs  de  J.  N.  Delisle  au  Goll^ 
Royal.    Paris  1902. 

PettmeUi,  Parismo,  üna  naoya  forza  biologica  che  agisse  meccanica- 
mente  a  distanza.    Savona  1903. 

Pichler,  Fritz,  Austria  Romana.    T.  i  (Quellen  und  Forschungen  zur 
alten  (beschichte  und  (Geographie,  Heft  2).    Leipzig  1902. 

Beynölds,  Osbame,  The  sub-mechanics  of  the  üniverse.  Cambridge  1903. 

Schmidt,  E.,  Referate  in  Schwalbes  Jahresberichten  der  Anatomie, 
Xn.  Physische  Anthropologie,  1899 — 1991. 

Sthuyten,  M.  C,  Over  de  snelheid   der  uitstralingswarmte  van  het 
üchaam.    S.-A.     1902. 

Vogel,  H.  C,  Der  spektroskopische  Doppelstem  0  Persei.  —  £  Aurigae, 
ein  spektroskopischer  Doppelstem.    S.-A.    Berlin. 
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INHALT. 


F.  Elsold,  Bericht  aber  die  von  Wiecherta  atUttBchein  Pendel- 
seismometer  in  Leipzig  vom  I.  Janoftr  bia  SO.  Juni  IMS 
regiBtrierten  Fembeben  Dnd  FulaationeD .   (Mit  Tafel  IT,  S  Teit- 

figuren  nebst  einer  Tabelle.) W« 

W.  Sckeihner.  Keitrfige  zur  Theorie  der  linearen  Transformatioiien, 
als  Einleitung  in  die  algebraische  In  Varianten  theorie.    Zweiter 

Teil SM 

E.  Eon  Wrber,  Die  komplexen  Bewegungen S84 

W.  Ostircdd,  Nekrolog  auf  Johannes  Wielicenns 409 

f.  Chun,  Nekrolog  auf  Julius  Victor  Carua ii\ 

Ycrzeichnis  der  Mitglieder  der  Kflniglicb- Sächsischen  GeeeUschafl 

der  WiBaenachftfteii I 

^'erzeieJlnia  der  eingegangenen  Schriften VI 
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k  Ton  R  O.  Ttubnir  in  I^ipi:!«. 
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